ТЫз  18  а  ё1§ка1  сору  оГ  а  Ьоок  та1  \уа8  рге8егуеё  Гог  §епега1юп8  оп  ИЬгагу  8ке1уе8  Ье^оге  к  \уа8  сагейШу  8саппес1  Ьу  Соо§1е  а8  раП  о^  а  рго]ес1 
1о  таке  ше  \уог1ё'8  Ьоок8  ё18СОУегаЫе  опИпе. 

И  Ьа8  8итуеё  \ощ  епои^Ь  Гог  те  соруп^М  1о  ехрке  ап<1  те  Ьоок  1о  еШег  те  риЬИс  ёотат.  А  риЬИс  ёотат  Ьоок  18  опе  та1  \уа8  пеуег  8иЬ]ес1 
1о  соруп^Ы  ог  \уЬо8е  1е§а1  соруп§Ы  1егт  Ьа8  ехркеё.  \УЬетег  а  Ьоок  18  т  те  риЬИс  ёотат  тау  уагу  соиШгу  1о  соиШгу.  РиЬИс  ёотат  Ьоок8 
аге  оиг  §а1е\уау8  1о  те  ра81,  герге8еШ;т§  а  \уеа1т  оГ  Ы81огу,  сикиге  апс1  кпо\у1её§е  та1'8  оЙеп  ёгШсик  1о  ё18СОУег. 

Магк8,  по1аиоп8  апё  отег  таг^таИа  рге8еШ т  те  оп§та1  уо1ите  \уШ  арреаг  ш  1;Ы8  Ше  -  а  геттёег  о^  Иш  Ьоок' 8  \ощ  ]оигпеу  йот  те 
риЬИ811ег  1о  а  ИЬгагу  апс1  ИпаПу  1о  уои. 

118а§е  §шс!еНпе8 

Соо§1е  18  ргоиё  1о  раПпег  \укк  ИЬгапез  1о  сИ^Шхе  риЬИс  ёотат  та1епа18  апё  таке  тет  шёе1у  ассе881Ые.  РиЬИс  ёотат  Ьоок8  Ье1оп§  1о  1Ие 
риЬИс  апё  \уе  аге  теге1у  тек  си81осИап8.  Кеуегте1е88, 1;Ы8  \уогк  18  ехреп81Уе,  80  ш  огёег  1о  кеер  ргоу1сИп§  1±П8  ге8оигсе,  \уе  Иауе  1акеп  81ер8  1о 
ргеуеШ  аЬи8е  Ьу  соттегс1а1  рагйе8,  тс1иёт§  р1аст§  1есЬтса1  ге81псиоп8  оп  аШотаЬё  ^ие^у^п§. 

\Уе  а180  а8к  та1  уои: 

+  Маке  поп-соттегс1а\  ше  о/1ке{Не$  \Уе  ёе81§пеё  Соо§1е  Воок  8еагск  1Ъг  и8е  Ьу  нкНуШиаЬ,  апё  \уе  1эдие81  та1  уои  и8е  те8е  Ше8  Гог 
рег80па1,  поп-соттегс1а1  ригро8е8. 

+  Ке/гат/гот  аШотаХей  аиегугщ  Во  по1  8епё  аШотаЬё  ^ие^^е8  о^  апу  8оП  1о  Соо§1е'8  8у81ет:  Н  уои  аге  сопёис1т§  ге8еагсИ  оп  тасЫпе 
1гап81а1юп,  орНса1  сИагас1ег  гесо^пкюп  ог  отег  агеа8  \уИеге  ассе88  1о  а  1аг§е  атоиШ  оГ  1ех1 18  Ие1р^и1,  р1еа8е  соШас!  и8.  ДУе  епсоига^е  1Ие 
и8е  о^риЬНс  ёотат  та1епа18  Гог  те8е  ригро8е8  апё  тау  Ье  аЫе  1о  Ье1р. 

+  МаШат  аПпЪийоп  ТЬе  Соо§1е  "\уа1егтагк"  уои  8ее  оп  еасЬ  Ше  18  е88епиа1  Гог  тй)пшп§  реор1е  аЬои!  1Ы8  рго]ес1  апё  Ье1рт§  тет  Йпё 
аёёкюпа1  та1епа18  тгои^Ь  Соо§1е  Воок  8еагск.  Р1еа8е  ёо  по1  гетоуе  к. 

+  Кеер  И  1е§а1  \УЬа1;еуег  уоиг  и8е,  гететЬег  та1  уои  аге  ге8роп8ю1е  Гог  еп8ипп§  та1  \ука1  уои  аге  ёо1п§  18  1е§а1.  Эо  по1  а88ите  1ка1  ]и81 
Ьесаи8е  \уе  ЬеИеуе  а  Ьоок  18  1п  1ке  риЬИс  ёотат  1Ъг  и8ег8  1п  1ке  Шкеё  81а1е8, 1ка1 1ке  \уогк  18  а180  1п  1ке  риЬИс  ёотат  1Ъг  и8ег8  1п  о1кег 
соип1пе8.  ^ЬеШег  а  Ьоок  18  8Ш1 1п  соруп^Ы  уапе8  йот  соимгу  1о  соиШгу,  апё  \уе  сапЧ  ойег  §и1ёапсе  оп  уукеШег  апу  8ресШс  и8е  о^ 
апу  8ресШс  Ьоок  18  а11о\уеё.  Р1еа8е  ёо  по1  а88ите  1ка1  а  Ьоок'8  арреагапсе  1п  Соо§1е  Воок  8еагсЬ  теап8  к  сап  Ье  и8её  1п  апу  таппег 
апу\укеге  т  1ке  \уог1ё.  Соруп^Ы  1пМп§етеШ  НаЬПку  сап  Ье  ^ике  8еуеге. 

АЪои1  Соо§1е  Воок  8еагсЬ 

Соо§1е'8  1Ш88ЮП  18  1о  ог§ап12е  1ке  \уог1ё'8  1п^огта11оп  апё  1о  таке  к  итуег8а11у  ассе881Ые  апё  и8е^и1.  Соо§1е  Воок  8еагск  Ье1р8  геаёег8 
ё18СОУег  1ке  \уог1ё'8  Ьоок8  \уЫ1е  Ье1рт§  аи1Ьог8  апё  риЬИ811ег8  геаск  пе\у  аиё1епсе8.  Уои  сап  8еагск  тгои^Ь  1ке  ^и11 1ех1  о^  Иш  Ьоок  оп  1ке  \уеЬ 


а!|Ь^р  :  //Ьоокз  .  доод!е  .  сот/ 


Это  цифровая  коиия  книги,  хранящейся  для  потомков  на  библиотечных  иолках,  прежде  чем  ее  отсканировали  сотрудники 
компании  Соо§1е  в  рамках  проекта,  цель  которого  -  сделать  книги  со  всего  мира  доступными  через  Интернет. 

Прошло  достаточно  много  времени  для  того,  чтобы  срок  действия  авторских  ирав  на  эту  книгу  истек,  и  она  перешла  в  свободный 
доступ.  Книга  переходит  в  свободный  доступ,  если  на  нее  не  были  иоданы  авторские  ирава  или  срок  действия  авторских  ирав 
истек.  Переход  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  осуществляется  ио-разному.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ, 
это  наш  ключ  к  прошлому,  к  богатствам  истории  и  культуры,  а  также  к  знаниям,  которые  часто  трудно  найти. 

В  этом  файле  сохранятся  все  иометки,  примечания  и  другие  записи,  существующие  в  оригинальном  издании,  как  напоминание 
о  том  долгом  пути,  который  книга  ирошла  от  издателя  до  библиотеки  и  в  конечном  итоге  до  Вас. 

Правила  использования 

Компания  Соо§1е  гордится  тем,  что  сотрудничает  с  библиотеками,  чтобы  перевести  книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  в 
цифровой  формат  и  сделать  их  широкодоступными.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  принадлежат  обществу,  а  мы  лишь 
хранители  этого  достояния.  Тем  не  менее,  эти  книги  достаточно  дорого  стоят,  поэтому,  чтобы  и  в  дальнейшем  предоставлять 
этот  ресурс,  мы  предприняли  некоторые  действия,  предотвращающие  коммерческое  исиользование  книг,  в  том  числе  установив 
технические  ограничения  на  автоматические  запросы. 

Мы  также  просим  Вас  о  следующем. 

•  Не  используйте  файлы  в  коммерческих  целях. 

Мы  разработали  программу  Поиск  книг  Ооо§1е  для  всех  пользователей,  поэтому  используйте  эти  файлы  только  в  личных, 
некоммерческих  целях. 

•  Не  отправляйте  автоматические  запросы. 

Не  отправляйте  в  систему  Соо§1е  автоматические  запросы  любого  вида.  Если  Вы  занимаетесь  изучением  систем  машинного 
перевода,  оптического  распознавания  символов  или  других  областей,  где  доступ  к  большому  количеству  текста  может 
оказаться  полезным,  свяжитесь  с  нами.  Для  этих  целей  мы  рекомендуем  использовать  материалы,  перешедшие  в  свободный 
доступ. 

•  Не  удаляйте  атрибуты  Соо§1е. 

В  каждом  файле  есть  "водяной  знак"  Соо§1е.  Он  позволяет  пользователям  узнать  об  этом  проекте  и  помогает  им  найти 
дополнительные  материалы  при  иомощи  программы  Поиск  книг  Ооо§1е.  Не  удаляйте  его. 

•  Делайте  это  законно. 

Независимо  от  того,  что  Вы  используйте,  не  забудьте  проверить  законность  своих  действий,  за  которые  Вы  несете  полную 
ответственность.  Не  думайте,  что  если  книга  иерешла  в  свободный  доступ  в  США,  то  ее  на  этом  основании  могут 
использовать  читатели  из  других  стран.  Условия  для  перехода  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  различны, 
поэтому  нет  единых  правил,  позволяющих  определить,  можно  ли  в  определенном  случае  использовать  определенную 
книгу.  Не  думайте,  что  если  книга  появилась  в  Поиске  книг  Соо§1е,  то  ее  можно  использовать  как  угодно  и  где  угодно. 
Наказание  за  нарушение  авторских  ирав  может  быть  очень  серьезным. 

О  программе  Поиск  кпиг  Соо§1е 

Миссия  Соо§1е  состоит  в  том,  чтобы  организовать  мировую  информацию  и  сделать  ее  всесторонне  доступной  и  полезной. 
Программа  Поиск  книг  Соо§1е  помогает  пользователям  найти  книги  со  всего  мира,  а  авторам  и  издателям  -  новых  читателей. 


Полнотекстовый  иоиск  ио  этой  книге  можно  выполнить  на  странице  Ь"Ь"Ьр:  //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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СООБЩЕНЫ 

ХАРЬКОВСНАГО 


ВТОРАЯ   СЕР1Я. 

Томъ  VIII 

&  1. 


I    ! 


С/ч! 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Типо-Литограф1я  М.  Зильбербергъ  и  С-вья.    кгяи }._-. 

(Рывям  улица,  до»»  Л  ЗО-й).  ^ЧАХ, 

1903. 


-'4= 
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удовлетворяю™  слйдующимъ  условгямъ: 


2    _  {   1-*2ж2\ 


При  этихъ  услов1яхъ  приведете  выполняется  подставками 


1/(1— х2)(1  — А;2х2) 
х 

х\/\  —  'кгх% 
*1/Г— "? 


Р  = 


]/\—к*х% 

Классъ  псевдо-эллиитическихъ  интеграловъ  Раффи  обнимаетъ  ин- 
тегралы Эрмита,  причемъ  только  что  упомянутый  результатъ,  полу- 
ченный довольно  сложнымъ  путемъ  Эрмитомъ,  выводится,  какъ  простое 
слЪдств1е  изсл*дован1й  Раффи.  Кром*  того,  какъ  я  ниже  покажу,  из- 
слЪдовашя  Эйлера,  Реалиса  '),  Малле2)  и  Буняковскаго  8)  являются 
тоже  сл*дств1ями  гЬхъ  же  изсл'ЬдованШ. 

Раффи  доказываете  что,  если  ращональиая  функщя  {{х)  такова, 
что  при  х  и  у,  удовлетворяющихъ  Эйлеровскому  уравнешю 

(1х       ,       Лу 


+ 


УВ(х)       УЩ 
ГД* 

В  (х)  =  аАх*  +  Л3#8  +  а2?°*  ~Ь  а\х  "I"  ао » 

{{х)  удовлетворяете  условш 

Пх)  +  Г(у)  =  о, 

то 

МЫ)  их 

)']/Щ 

х)  ЯоитеИев  Аппа1ев  йе  Ма1пётаИдие8,  р.  389,  1882. 

9)  Ма11е1.  Т*о  (Ьеогешв  ш  ш1евга11оп.  АппаН  <И  пиОетаиса  ригае<1  аррКса1а, 
I.  V,  р.  252. 

3)  Бувяковск1&.  О  некоторых ь  частвыхъ  случаяхъ  интегрируемости.  При- 
ложен1е  къ  III  тому  Записокъ  Академш  Наукь,  1863  г. 
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есть  интегралъ  псевдо-эллиптичесый,  т.  е.  выражается  черезъ  алгебра- 
ически и  логариемичесшя  функцж. 

Зд4сь  особенно  интересенъ  тотъ  фактъ,    что    при    вышеупомяну- 
тыхъ  услов1яхъ 

/  {*)  Лх  в  /Чу)  йу 

или,  по  терминолопи  Раффи,  эллиптический  дифференщалъ 

({х)с1х 

допускаетъ  инвар1антное  преобразоваше,  тавъ  что  теорема  Раффи  фор- 
мулируется еще  такъ:  если  эллиптически  дифференщалъ 

{(х)йх 

ущ 

допускаетъ  инвар1антное  преобразоваме,  то 

}  Увд 

ивтегралъ  нсевдо-эллиптичесюй. 

Изъ  этого  обширваго  класса  псевдо-эллиптическихъ   интеграловъ 
Раффи  выдЪляетъ  группу,  которой  соответствуете  преобразоваше  типа 

Шу  =  Ь(х  +  у)  +  М 

(гд*  Ь,  М,  N  постоянный),  которой  занимался   съ  некоторой  другой 
точки  зрЪшя  также  Гурза  ')• 

Для  интеграловъ  этой  группы  Раффи  даетъ  общую  формулу:  для 
а  +  Ь  не  равно  с  +  й 


гд* 


В(х)  =  (х  —  а)(х  —  Ъ)(х  —  с)(х  —  с1) , 
пЬ  —  сЛ 


м= 


(а  +  Ь)-(с  +  й)' 

(д  +  Ь)с(1  —  (с  +  (0аЬ 
(а  +  6)  — (с  +  й) 


1]  воагва1.  Но(е  виг  чие^иея  ш1е&га1ез  рзеийо-еШр^иез.  ВиПейп  <1е  1а  8ос1ё(ё 
Ма1Ьётаиди*>,  1.  XV. 
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а  Ч*  означаетъ  ращональную  функцш.  Для  а-{-Ъ  =  с-{-<1  на основанш 
изслйдовашй  Раффи  получаемъ  формулу 


Сх2  —  М  ,р1х*  +  М\      их 


гд*  у  В(х)  и  V  гаже  значения,  а 

Мы  беремъ  болйе  обпцй  случай,  когда  подъ  радикаломъ  стоитъ 
полнномъ  какой  угодно  степени  (не  ниже  3-ей)  и  вместо  дифферен- 
та.! ьпа  го  уравнешя  Эйлера,  служащаго  основой  изслйдованШ  Раффи, 
беремъ  систему  дифференцдальвыхъ  уравнешй  Якоби 

йхл  Ах*  Лхм 


хлАхл      х9Ах9  хА&* 

\Гхх     1/Х2  \Гхп 


гд-Ь 


X,  =  «2„*?м  +  а2п_хх^-х  +  . . .  +  вЛ  +  а0 , 
которую  можно  писать  въ  сл'Ьдующемъ  вид*: 

йа?!        ]/~Хх  Ах2        }/~Х~2  Лхп        \/Х~п 


(2) 


<К        Р'(хг)  '        А         Р'(х2)  ЛЬ         1"(х^  ' 

если 

*Чл:)  =  (я  —  ^)(х—  я?2)  .  •  .  (а?  —  #н). 

Иопят1е  объ  инвар1антномъ  преобразовали  обобщается  такъ: 
Ультраэллиптичесшй  дифференщалъ 

{(х)Ах 

доиускаетъ  инвар1антное    преобразоваше,   если  для    х  и  у,  удовлетво- 
ряющихъ  уравнешямъ  Якоби,  имЬютъ  м4сто  равенства 


-     5 
1 


+  ---+-ТГТГ-0, 


Л*,)    '    /"(**)    г"'^  /■(*„) 


хх  X, 


№,)  ,-7^Г+--+7ю  =0-  (3) 


-*-2  ~я-2  ^«-2 


2  I  I         *^я 


или,  что  тоже, 


Л*,)    '    /Х*2)    [  "*+  /Ч,Г~° 


/"(^)  /*(**)  /Ч*.) 


(4) 


Р\х,)        Г(х2)        '  '  •        Г(хп)  ' 
вричемъ,  конечно,  исключаются  р4шен1я 

Я?!  =  СОП8*.,  Х2  =  СОП81.,  . . .  ,  #п  =  СОП81., 

а  видеть  съ  гЬмъ  исключается  случай,  когда 

I"  (*,)  =  0  , 
такъ  какъ  тогда 

X.  =  Хк  =  СОП81.,  Хх  =  СОП8&.,  ...  ,  Хп  =  СОП81. 

Обобщенная  теорема  Раффи  будетъ  состоять  въ  томъ,  что  дифференщалъ 

?(х)  Ах 

допускаюпцй  инвар1антное  иреобразоваше  въ  только  что  указанномъ 
смысле,  интегрируется  въ  конечномъ  вид*. 

Кром*  того,  мы  въ  н'Ькоторомъ  частномъ  случай,  соотв*тствую- 
щемъ  вышеупомянутому  инволюцюнному  преобразованш  для  эллипти- 
ческихъ  интегралоиъ,  даемъ  общую  формулу  для  псевдо-ультраэллип- 
тическихъ  интеграловъ. 

§  2.  Весьма  важно  для  нашей  ц'Ьли  знать  обпця  рЪшешя  диф- 
ференщальныхъ  уравнешй  Якоби.  Въ  этомъ  отношеши  зам'Ьчателенъ 
мемуаръ  Якоби  *),  въ  которомъ  онъ  даетъ  общ1я  рЬшешя  этой  системы 


')  ДасоЫ.  ИЬег  еше  пеие  МеЬЬоДе    гиг  1п1е&га1юп  с1ег   ЪурегеШрйвсЬеп  Т)'\$- 
ГегепИа^екЬип^еп.  Доигпа!  йе  СгеИе,  Вй.  32,  р.  200—226.  Уегке,  В<1.  2,  р.  135. 


—  6  — 

уравнешй  въ  особенной  и  для  нашей  ц-Ьли  весьма  полезной  форм*.  Мы 
приводимъ  теорему  Якоби,  сдйлавъ  необходимое,  по  нашему  мнЪшю, 
доиолнеше  къ  его  доказательству. 

Теорема  I. 

РЪшешя  х1%  х2,...,хп  системы  конечныхъ  уравнешй 


Р\=    у  » 
X* 

У9 


Т2 
^2  =  -^»  <5) 


гд-Ь 


Р1=*1+*2+---  +хп, 

Р2  =  Я^  +  ХгХъ  +  ...  +  Хп_хХп,  (6) 


Р»  =  Я?1*2  •••*» 

1Г1  =  ^1У2  +  25||_1у  +  С1,  (7) 


полиномы  2-ой  степени  относительно  у,  суть  обпця   р*Ьшен1я   системы 
дифференщальныхъ  уравнешй  Якоби: 

йхл  Ах*  йхш 


хАх.  ХоДхо  хнйхм 

11122     +...+_^— :0,  (1) 


}/хг       /Т2  \/хп 
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если  коэффищенты  гп ,  $я ,  гп ,  гм_, ,  вп_х ,  *Нв1 , .  - . ,  г0 ,  $0 ,  *0  удовле- 
творяютъ  2п  +  1  уравнеш'ямъ,  получающимся  отъ  приравнивашя  ко- 
эффищентовъ  при  степеняхъ  х  въ  правой  и  л*Ьвой  частя хъ  тождества: 

[8ях»-8н_1аГ-1+. . .+(-  1)щ80У-[гнх--гп^хл'1  +...  +  (-  1ГгД 


Если  принять  обозначешя  (6),  то  х19  х2,-     ,хн  должны  быть  кор- 
нями уравнешя 

хп  —  р1*"-х+л^-1+  -  • .  (-  1)ЯРЖ  =  0. 

Если  я, ,  х% , . . . ,  хп  решены  системы  ураввешй  (5),  то  уравнеше 
это  обращается  въ  следующее: 

7хп  —  Г, а—1  +  Г2х"-2  —  . . .  (-  1)"  7п  =  0 ,  (8) 

гд-Ь   У ,  Г, ,  У2 . . .  Тн  им*ютъ  значешя  (7). 

Расположенное  по  ннсходящимъ  степеням*  у ,  это  уравнеше  пред- 
ставляется еще  въ  слЪдующемъ  вид*: 

Ду»  +  2^+Г=0,  (9) 

В  =  гп^-гп^хп'1 +...(—  1)»-1г1Я:  +  (-1)"г01 
8  =  знх«  —  з^х*'1 +...(—  1)— |,1Я?  +  (— 1)4»  (10) 

Г  =  ^— С1^~,  +  --(-О"'1<1а;  +  (-1)^0. 

Мы  докажемъ,  что  вс*  корни   уравнешя  (8)    представляютъ    изъ 
себя  рЪшешя:  х} ,  #2, . . .  ,хп  уравнешй  (1),  если  мы  им'Ьемъ  тождественно 

8*—ВТ=а2пх*»+...+а,х  +  а0=Х 

при  всяком ъ  я,  т.  е.  если  им4ютъ  м*сто  тЬ  2п-\-\  уравнешй,  которыя 
получаются  отъ  приравнивашя  коэффищентовъ  при  степеняхъ  х  въ 
правой  и  лЪьой  частяхъ. 

Для  доказательства  дифференцируемъ  уравнеше  (8). 

Тогда  на  основанш  тождества 

Ву*  +  28у  +  Т  =  IV—  V"1  +  -..(—  1)п?п 
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получаеиъ 

**     _1 *Ь? о 

Еу  +  ЯГ  иУж"-'  —  (и—  I) 1>-2  +..(—  1  Г"1  Г._,         ' 

или,  вводя  обозначеше 

^(ж)  =  (х —  я,)  (х  —  #2) . .  •  (ж  —  хя) , 

Ах       |       2вУ     -о  П2) 


Замечая,  что  по  условш 


или,  условившись  подразумевать  оба  значешя  радикала, 


Ву  +  8=\/82—ВТ. 
Тогда 

Но  по  условш 

8*  —  ВТ=Х  (11) 

откуда 

<&    .       2йу     = 

Подобное  уравнеше  им*етъ  м4сто   для  всЬхъ    корней  уравнешя 
Мы  можемъ,  значитъ.  написать 

^,+й^-°-        ""•"-',      (,2) 

Суммируя    эти    уравнешя,    умноживъ,     предварительно,    каждое 
на  #*,  получаемъ 

для  /с  =  О,  1,2,3,  .  .  .  , п  —  2,   такъ  какъ  для  этихъ  значешй  к 


—    9    — 

*—н  к 

4-1 

Такимъ  образомъ  корни  хх ,  х2 , . . . ,  хп  уравнешя  (8)  или,  что  тоже, 
решетя  системы  (4)  удовлетворнютъ  дифференщальнымъ  уравненшмъ 
Якоби  (1). 

Теперь  иокажемъ,  что  полиномы  В,8,Т  могутъ  существовать 
при  всЬхъ  X  и  что  уравнеше  (8)  даетъ  общдя  решен1я  системы  (1), 
т.  е.  решетя,  въ  которыя  входить  ровно  п  —  1  произвольныхъ  по- 
стоя иных  ъ. 

Такъ  какъ  В,  8,  Т  полиномы  п-ой  степени,  то  число  коэффищентовъ, 
въ  нихъ  входящихъ  3 (п  +  1).  Съ киэффищентами:  а2и,  а2п_х ,.  •  -  ,ах,  а0 
они  связаны  числомъ  уравнешй,  равнымъ  числу  этихъ  посл'Ьднихъ; 
3  (п  +  1)  —  (2п  +  1)  =  (п  +  2)  коэффищента  остаются  неопределенными. 
Якоби  доказываешь,  что  хотя  произвольныхъ  величинъ  входитъ  п  +  2, 
но  онЬ  сводятся  къ  п  —  1 ,  такъ  что  число  произвольныхъ  постояи- 
ныхъ  будетъ  не  более  п  —  1  ,  какъ  следовало  ожидать.  Однако  отсюда 
еще  не  сл'Ьдуетъ,  что  найденныя  ргЬшен1я  суть  обпця,  можно  вообра- 
жать, что  и  эти  и — 1  произвольный  постоянный  сводятся  еще  къ 
меньшему  числу.  Мы  докажемъ,  что  рЬшен1я  действительно  облця, 
если  будетъ  вами  доказано,  что  для  коэффищентовъ  г>  $,  I  можно 
всегда  найти  значешя,  согласныя  съ  услов1емъ  (11)  и  ташя,  что  для 
х{  =  ал  величипы  #2,  #3»-  •  •  >хм  принимаютъ  напередъ. назначенный  зна- 
чен1я.  наирим'Ьръ,  а2,  а3,     -,ая- 

Принимаемъ  за  а,  значеюе  хх  для  ,у  =  0. 

Но  для 

или 

зпа«  —  5Я_1<"1  +■••(—  1)"Ч  =  /*«  ■         «  =  2-  * 

изъ  этихъ  п — 1  уравнешй  определяем!»   яя,  8п_х%*  •  .,$0,  причемъдаже 
можемъ  положить  для  простоты 

*я  =  0,        8п_х  =  0. 

При  всевозможныхъ  значешяхъ  а2,  а3 ,. . . , ап,  при  которыхъ  опре- 
делитель 

а*-1ан-2              ^      ! 
I 

аГхаГ2  ■•.!' 
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не  равенъ  нулю,  система  уравнешй  даетъ  определенный  значешя  для 
**-2»  5«-з»--?5о»  ПРИ  ^  =  0  несколько  уравнешй  будутъ  тождествен- 
ны, столько  же  величинъ  5  могутъ  получить  произвольныя  значешя. 
Остальныя  величины  определятся  изъ  полученной  системы  уравнешй. 
11о  5Я,  8п_г,.  •  .,$0  определятся  коэффищенты  гп,  гп_1%-  ■  -,г0, 
*я>  К-\)  *Л>  если  разложимъ  52 — X  на  два  множителя  степени  п 
каждый.  Сколько  такихъ  разложешй,  столько  получимъ  системъ  зна- 
чешй,  причемъ  одному  коэффициенту,  наприм^ръ  гм,  можно  придать 
произвольное  значеше. 

Теорема  П-я. 

Общ1я  рЪшешя  системы  дифференщалышхъ  уравнешй  Явоби 
удовлетворяюсь  системе  конечныхъ  уравнешй  2-й  степени  относитель- 
но а»а»--*»а 

<>  +  2/?<*>  А +  2^  Рг     +Щ]  Р*Рг     +  ^  А1  +  С?  Р?  =0  ,- 
<>  +2^*>  А+2#>  А    +2^*)  АА    +  «?}  А1  +  Д*  Л1  -О, 
(13) 

«<*>  +  2/9<*>  а+2^  Рп    +  2*«  рА    +  *<*>  р»  +  #>  а2    =0. 
Такъ  какъ  У, ,  Р„ . . .  Уя  полиномы  2-й  степени  относительно  у,  то 

>>2  Г2  =  Г2        и        р2Г2  =  Г2 

будутъ  4-ой  степени  относительно  у. 

Мы  всегда  ыожемъ  определить   въ  зависимости    отъ   коэффищев- 

товъ   ЭТИХЪ   ПОЛИНОМОВЪ   ПОСТОЯННЫЙ 

а<*>,  2/?<*>,  2/<*\  2<*<*>,  *<*>,  $*> 
такъ,  что 

сс<*>Г2  +  2РрркУ*  +  2/(*>р,  Г2  +  2^р1ркТш  + 

+  б(*)р|  Г2  +  51*,1»?  Г  2  =  0  •  (а) 
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Действительно,  приривнявъ  коэффищенты  при  у*,  у8,  у9,  у,  у0  ну- 
ле, получимъ  5  уравнешй  линейныхъ  и  однородныхъ  относительно 
а*,"*,  2/9^*,  и  т.  д.  Сокращая  же  на  У3  уравнение  (а)  им&емъ: 

«Р»  +  2Я*>Л  +  Зт<*»я,  +  2  ^РЛ  +  «14*  +  «№  -  0. 

Такинъ  же  образомъ  получаеиъ  и  остальныя  уравнешя  (13).  Эти 
уравнения,  определяющая  р,,р2,-  •  •  ,ря,  въ  функцш  отъ  рк,  а  по  нимъ 
х1,х2,--.,хя,  независимы  другъ  отъ  друга,  если  только  заразъ  не  равны 
нулю:  7<*>,  <Р*\  ^<*),  /2',  «Р^,  $<*>,  т.е.  когда  рк  неравно  постоянному,  ибо 
тогда  въ  каждое  уравнеые  будетъ  входить  по  новой  букв*. 

При  н&которыхъ  значешяхъ  произвольныхъ  постоянныхъ  можетъ 
случиться,  что 

<*<*)  «=*<»)  =  $<*>  =  О, 

ф  =  ер  =  $>  =  0, 


4<*>  =  «<*>  =  $<*>  =  О 
и  уравнешя  (13)  обращаются  тогда  въ  сл'вдуюпця: 
а<*>   +  2/?<*>   р,  +  2у<*>   р,     =0, 
<>   +2^*>  р»  +  2у<*>  р.2     =0, 


(14) 


«^1  +  2/??|1Р*  +  2у?|1р4_1  =  0, 

<>    +  2^  А  +  2т?>  Р„     =0. 

Р-Ьшимъ  вопросъ,  при  всякихъ  ли  зиачешяхъ  коэффищентовъ 
полинома  X  это  возможно,  и  найдемъ  въ  ел  уча*  возможности  значетя 
коэффищентовъ  а,&,у  въ  уравнешяхъ  (14). 

Если 

Р)  =    у    • 

Р2=у»  (5) 


Рп=    у. 
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то  уравнен1я  (14)  можно  написать  такимъ  образоиъ: 

«<*>  Г  +  2#*>  Ук  +  2/^У,  =  0  •  (.-1,2,3 4-1..+1,  «) 

Значешя    а^,  20&К  2у^к)  получаемъ,  приравнивая  нулю  коэффи- 
щенты  при  у2,  у у  у0  въ  л*вой  части,  т.  е.  изъ  уравнешй 

<фгн  +  2#'гя_к  +  27ргп_{-.0, 

«1*4  +  а#*Ч_»  +  ъг1к)*п-{ = ° .  (15) 

Не  нарушая  общности  рйшешя,  можемъ,    какъ    выше    заметили, 
положить 

^  =  0,        *я_,-0. 
Но  тогда  также   и  вя„к  =  О ,  а  потому  и 


Р2  = 

Рп  = 

г»У*  +  *0 
гпУ'  +  1п      ' 

Для  того,  чтобы  эти  значешя  удовлетворяли   системе    дифферен- 
щальныхъ  уравнешй  Якоби,  необходимо  и  достаточно,  чтобы 

82  —  ВТ=Х, 
а  такъ  какъ  #  =  0,  то 

ВТ=  —  Х, 
или 

ЕТ^  —  а2п(х  —  а1)(х  —  а2)  ...  (х  —  а2||) , 
откуда 
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1 

В  = 

■хн 

— 

Г"-1     м- 
Xя 

■'  + 

»»-5 

-н 

^0_ 

= 

(х 

—  а,)  (л 

—  а 

I»" 

•  (х  — 

■«„). 

1 

Е  = 

■х" 

— 

■•  + 

*«-2 
Ч 

х'-2. 

...- 

<0 

=  (*  —  «,+,) (*  —  аи+2)  •  •  •  (х  —  О- 
Принимая  обозначен1я 

*[  =  «,  +  «^  +  «:,  +   •••<*„, 

*2  =  «1«2  +  «!«$  +  «2«3  +  •  •  •  а„-1«»  > 

л,=«.°2--а»;  <17> 

*1  =  а»+<  +  а»+2  +  "«+3  +   •  •  •  "2»  > 


Л 

Л    = 
п 

:  а»+1  «н+2  •  • 

•«2». 

получаемъ 

• 

_»■•-! 

=*;, 

Ги-2              , 

п 

.  ,  -  —  =  Я 

'  г. 

'« 

-*;. 

*«-2 

*п-к               » 

(18) 


Очевидно,  для  каждой  изъ  этихъ  величинъ  будетъ  столько  зна- 
чен1Й,  сколько  существуетъ  сочеташй  изъ  2п  корней  X  по  п  элемен- 
товъ  т.  е. 

2я(2п— 1)  . . ^  +  1 ) 
1.2.3..". п 

Такъ  что,  если  уравнен1я  (14)  им1»ютъ  м*сто,  то  5  им'Ьютъ  зна- 
чешя  (16),  а  г,  I  значен1я  (18). 

Найдемъ     теперь     соотв4тствующ|'я      значев1я     коэффищентовъ 
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Изъ  уравнешй  (15)  получаемъ 

«(*)  2/?<*>  27<*> 


Эти  уравнешя,  по  раздйленш  знаменателя  каждаго   члена  на  гп 
и  1п ,  на  основанш  уравнешя  (18)  переобразовываются  такъ 

а}*)  2/?<*>  2у<*> 


*;*«"—*;*;     —  к— *3     к- 

-*0 

Откуда 

/                   1/                                    1        и                   »       г 

а     *;_*;*'      *;-*; 

1 

или,  какъ  мы  условимся  впредь  обозначать 

А  =  Х?>Л  +  Л/<*\ 

гд4 

X»'  — 

"      1 

*»  — ** 


(19) 
(20) 


я.  я.  — я.  я. 

;>!<*)  =  _!-,! *~\  (21) 

**  — ** 

Такимъ  образомъ  им'Ьетъ  м4сто 

Теорема  Ш-я. 

Если  р&шешя  системы  дифференщальныхъ  уравиешй  Якоби  удо- 
влетворяют уравнешямъ  вида: 

то 


ль  —  л. 


Ч         ""А 


Л.  Л.  — я,  я. 


гд-Ь  я(,Я(,^,я,  им'Ьютъ  зпачен1я  (17). 

Посмотримъ,  каково  должно  быть  услов>е,  чтобы  уравнеше 
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обращалось  въ 

Л  =  Д/<*)  =  соп8*.  (22) 

Для  этого,  какъ  это  видно  изъ  уравнения  (19),  необходимо  и  до- 
статочно, чтобы 

Х<*>  =  0, 
или  по  (20) 

*;=*;.  (23) 

Если  мы  имЪемъ 

*\ =  л"        для         *  =  1, 2, 3, . . . ,  А;  —  1 ,  Л;  +  1, . . . ,  п , 

то  уравнен1я  (19)  обращаются  въ  стЬдуюпщ 

р4  =  М^)        для         *=  1,2,  3, .  ..,* — 1 ,  к+],...,п; 

отсюда  получаемъ  теорему: 

Теорема  1У-я. 

Если  рЬшешя  системы  дифференщальныхъ  уравиешй   Явоби   та- 
ковы, что 

р.  =  СОП81.         для         г  =  1,  2,  3, . .  . ,  к  —  1  ,  /;  +  1, .  . . ,  п , 

то,  во  первыхъ,  корни  полинома  X  таковы,  что   им'Ьютъ  м4сто  между 
ними  соотношетя 

*\  =  *\         для         г=  1,2,3, . . -Д— 1  ,  А  +  1,...,п; 

во  вторыхъ 

гд4 

Мр  =  я'.  =  лп.. 


Отм'Ьтимъ  въ  заключеше  одно  интересное  свойство  рйшевН*  Яко- 
б1евскихъ  уравнен1Й,  вытекающее  изъ  предыдущей  теорш. 

Теорема   V-*. 

Всякая  симметрическая функщя  р-Ьшешй  х1%  х2,...,хн  Якоб1евскихъ 
уравнен1й  выражается  рацюнально  черезъ  |/х,  и  хг 
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Действительно,  мы  имЪемъ  но  теорем*  I 

Р"  гпу*+-28я  +  К  ' 

но  изъ  ураннешя 

ДУ  +  Щу+Т{  =  0, 

въ  которомъ  Е(,  8п  Т4  значешя  Е,  8,  Т  при  х  =  х{, 

-8{  +  \/8?-Е,Т{ 

у  = Е( ; 

но  ф8  —  Е4  Тг  =  Х( ,  следовательно 

—  8,  +  У~Х. 

Подставляя  это  значеше  въ  выражеше  рк,  получаемъ 

Мк  +  Як)/х] 

Рк  = ;—  <»=1,2,3...«) 

Мп  +  Яп]/Х< 

въ  вид*  ращональной  функщи    отъ  хг  и  У  Хг 

Такъ  какъ  всякая  симметрическая  функщя  отъ  ^^ ^  вы- 
ражается рацюнально  черезъ  рг ,  р2 , . . . ,  рн ,  то  теорема  такимъ  обра- 
зомъ  доказана. 


§  3.  Существеннымъ  добавлешемъ  къ  изсл'Ъдовашямъ  Якоби  яв- 
ляются прекрасныя  изсл*дован1я  Ришло  ]),  давшаго  два  интеграла 
Якоб1евскихъ  уравнешй,  подобныхъ  интегралу  Эйлеровскаго  уравнешя  а) 

Ах.         (1х9 

-^=  +  -г1-  =  о 
ух,     \/Х2 


1)  ШсЬе1о*.  11еЬег  (Не  1п1е^га1шп  ешез  тегк^гйгсН^еп  8у81етв  Б1&егеп1]а1в. 
1е1сЬип§еи.  «Гоита1  с1е  СгеНе,  Ы.  23,  стр.  361.  ШсЬеЬ*.  Еии^е  пеие  1п1е§га1^1е1- 
сЬип^еп  Лее  ^соЫвсЪеп  8уз1етв  ЬйвегепйаДОсчсЬипзеп.  «Гоигпа1  с!е  СгеИе,  Вд.  25. 

2)  Ьа^гап^е.  Оеиугез  Сотр1ё1ез,  1.  II,  р.  18. 
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въ  форм* 

]/Хх  +  ]/%  =  (х2  -  *,)  У^Р?  +  аъРх  +  С , 

гдЬ  р1  =  х1-^-х1у  имеющему  важное  значеше  въ  наследован  1яхъ  Раффи. 
Теорема  Ришло  состоитъ  въ  слЪдующемъ:  . 

Теорема   У1-я. 

РЬшешя  Якоб|евскихъ  уравиешй 

Ахл  (1х9  йхш 


]/Х,     ,  \/х*  \/~х„ 

Х^Х\        ,       Х1Лх2       ,  ,      Х«Ах*     _  п 


(О 


х^йх,      Ха~'Чх3  яТ~ай%» 

+  — 4-  ...  4-  — =  О 

удовлетворяют^  уравпешю 

^Х.  уХ  /х"  ._ 


^  =  .«2»Р,2  +  «2и_1Р1  +  С,  (26) 

С  произвольная  постоянная, 

р,  =  ж,  +  ж2  4  •  •  •  хн , 
Р(х)  =  (х —  х^  (х  —  х2) . .  ■  (х  —  хп). 


Для  доказательства  систему  Лкоб1евскихъ  уравнешй  (1)  зам'Ьняемъ 
следующей,  ей  равносильной 


^1  =  УЬ-      *-*  =  У**-  -Хп  =  УХп- 

й1  ~  Р'(хО  '    ~'й1   ~  Р\х2)   '  "  ' '  <Й   ~~  Г'(хп)  ' 

ГД* 

Р(х)  =  (х  —  хх)(х  —  х2)  ■  .  ■  {х  —  хн)- 


(2) 


18 


Дифференцируя  но  I  и  заменяя  -тг  ,   -т- ,  . . .  ,  — —    ихъ    выра- 
сти       т  аЬ 


жешями  (2),  получаемъ 
д 


№  ~~2 


дху 


Ухх  ^  у% 


и  т.  д. 


Складывая  эти  уравнешя,  получаемъ  по  сокращен!  и 


й%р 


.  'Н^Ы 


_Р1  =  У 

л2"     ^ 


*•      и       *, 

Черезъ  сложеше  же  уравненш  (2) 

*=1 


2^  *"(*.> 


(27) 


(28) 


Разлагая  дробь  -=т-.-^  на  просгЬйпня,  получаемъ 
.г  \х)~ 

х  _  у     Хк         !  у  г   /    х,    \ 

Р(хУ       **"       ^р\хк)Чх-хк) *^  Ь     \Г{х&1 

V        дхк 


х  —  X 


Разлагая  об*  части  этого  тождества  по  нисходящимъ   степенямъ 

1 


х  и  приравнивая  коэффипдевты  при  -,  получаемъ 

х 


+2      у'Ь^ 


или,  на  основанш  (27), 


«2„-1+'2«2»Р1  =  2 


дхк 


Лрх 


Умножая   на  —~  и  интегрируя,  получаемъ 


(л     \  2 


)9 


или 


%--»'*•  <29) 

Отсюда,  по  зам4н*  — -    его    выражешемъ    (28),    получаемъ    фор- 

(ль 


мулу  (25). 


Перейдемъ  теперь  къ  н4которымъ  характерными  свойствамъ  Яко- 
б1евскихъ  уравнешй,  позволяющимъ  вывести  изъ  только  что  найден- 
наго  интеграла  остальные-  п  —  2  интеграла,  а  въ  томъ  числ*  и  второй 
интегралъ  Ришло. 

Лемма. 

Если  ж1?  ж2,  . .  .  ,хп  удовлетвори ютъ  систем*  дифференщальныхъ 
уравнен  1Й  Якоби 

«р  а%Ах{ 

>    —Г- =  0,  (*=0,1,2 п=2)  (1) 

то  Ур  Уг»  •  •  *  >У*'  свя^анныя  съ  х1%  х2,  • . .  ,  хп  соотношешями 

ах,  +  Ь 

л-^Г+й-  (,=,•2•3 п)   (30) 

у  до  влет  вор  я  ютъ  систем*  аналогичныхъ  дифференщальныхъ  уравнешй 

1?г"0,       ("0Л2 п~8)  (31) 

+  «*.-!  (Лу-Ь)2»"1  (-  су  +  а)  +  •  •  •  ,а0  (-  су  +  а)2».  (32) 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  на  оеношгши  (30), 

У,*«*У,        (Ьс  —  ой)  (сх{  +  <*)—*-2  (ал,.  +  Ь)к  Лг, 


^У,  »/Х 


откуда 


У,<*У,       ^^  +  ^'+-^ 


1=1      Г        •  г=1 


п-2 


V*,- 


-Жг,, 
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или,  на  основаши  уравнешя  (1), 

V  У±-?±  =  о.  (при  *  =  0,  1,2,.. .,п— 2)  (31) 


Теорема  УП-я. 

Р4шев1я  системы  дифферевщальныхъ    уравнений    Якоби    удовле- 


творяютъ  уравнен! ю 


*—/*.       •  (32. 


|=:п  ,     , 

ах{  +  Ь 


гд* 

У  ах,  т  о 
^+5*'  (33) 

Г  произвольная  постоянная,  а  Ь2п,  Ъ2н_г,. . .,Ь,  а  им'Ьютъ  тоже  зиачеше, 
что  въ  лемм*;  Ь  связано  съ  I  еоотношешемъ 

,        (Ье  —  ад)»  (     . 

л'~-д<5Г'  •     (35) 

Я  (л)  =  (^  +  Л) (сх2  +  й)  .  .  .  (сяп  +  Л).  (36) 


По  лемм*,  у2 ,  у2,  . . .  ,  уп  ,  связанныя  съ  ж1 ,  #2,  . . .  ,  хп  соотноше- 
Н1ями  (30),  когда  х19  х2>  . . .  ,хп  рЪшешя  Якоб1евскихъ  ураввешй,  удо- 
влетворяютъ  уравнешямъ  (31),  получающимся  заменой  ж,,  х2,-  •  -,хп  . 
Х,Д2,..-ДЙ  на  ух>  у2,  . .  .  ,уп,  Гр  У2,  .. .  ,  Ум.  Но  жр  #2,  . .  .',хп, 
удовлетворяя  уравнешямъ  Якоби  (1),  удовлетворяютъ,.  по  теорем*  VI, 
вм'Ьст'Ь  съ  гЬмъ  уравненш 

Значитъ,  уру2,...  ,з/й,  удовлетворяюпце  тоже  уравпешлмъ  Якоби 
(31),  удовлетворяютъ  уравненш 

^  =  }/ъ~ч1+к^;ТТ ,  (32) 

получаемому  заменой  а?,,  х2,  ■  ■  ■  ,хп  на    у,,  у2,  . .  .  ,уп- 


—   21   — 

Действительно,  при  такой  зам-Ьи*  рх  должна  перейти  въ  ^^ ,  опре- 
деляемой формулой  (33). 

Для  того  же,  чтобы  узнать,    во  что  переходитъ    *,  преобразуемъ 
уравнешя 

Ф'(У,)ДУ1       *(у№*  Ф'ЮЪп      ,,  ,„, 

7= —  = т-— —  =  .  .  .  =  — = —  =  (II  ,  (61) 

Ф(у)  =  («у — уЛ  (у — у2)  •  •  •  (у  -  Ун) » 

равносильный  уравнешяиъ  (31),  подставивъ  въ  вихъ  вместо  у  ихъ  вы- 
раженйг  (30)  въ  х. 
Тогда  получимъ 

(Ье-  а<*)— !  *"(*,) 


Ф'(у<)- 


(схх  +  а)*~г  (сх^  й){сх2+<1). .  •  (&*,_,+<*)  (ся^+Ю-  •  ■(с.тп+Я)' 


(Ье  —  ай) 


аУ{  =  77^Г^"х>' 


,.  _  *'Шу\  _  (Ье- а*)* 

*| — ТгГ      д<*)  *•  (35' 

гд-Ь 

Д  (ж)  =  (еж,  4-  <*)  (сж2  +  <*)•••  (сжя  +  <*)  •  (36) 


Уравнение  (32),  на  основании  соотношешя  (35),  можно  еще  напи- 
сать такимъ  образомъ 


2-^г"1- 


или,  такъ  какъ  по  (33), 


<?9.       V  №  —  ай)  ах< 


-1 


лг      ^(сх.  +  аг2  си  ' 

или,  по'уравнешямъ  (2), 

Л        ^  (с^+^'Ч*,)  ' 

1=1 


22  — 


те  

полагая  Ь=     ,      ,   гд*  Р  будетъ    очевидно    цйлой   симметрической 

функщей  отъ  #р  #2,  . . .  ,хм. 
Полагал 

а=1,     Ь  =  0,     с  =  0,     й=1, 

получаемъ  первый  интегралъ  Ришло  (25). 
Полагая 

а  =  0,     6=1,     с— 1,     й  =  0, 

получаемъ  второй  интегралъ  Ришло 


1  =  1 

гд*6  Б  произвольная  постоянная. 

Зам'Ьтимъ  зд"Ьсь,  мимоходомъ,  что,  если    мы  возьмемъ   п — I    си- 
стемъ  значений  а,  А ,4,  А  такихь,  что  не  им-Ьютъ  м*сто  равенства 

а  А.  —  Ь  с.  =  0 . 

и 

А(        Ак 


то  я — 1  уравнеиШ  (39),  «соответствующих^  имъ,  предегамтъ  п  —  1 
независимыхъ  интеграловь  уравнешй  Якоби.  Впрочемъ  это  залгЬчатпе 
въ  дальнейших1!  разсуждешяхъ  намъ  не  понадобится. 

§  4.  На  основаши   теоремы  Ришло  -можно  вывести    важный    ре- 
зультата, служашдй  развит1емъ  §'а  2'0Г0. 

Теорема  VII  1-я, 

Всякая  рацюнальная  симметрическая   функщл    отъ  ж1Э  #2,  .  • .  ,хп 
выражается  рацюнально  черезъ 

р1  =  х1  +  х2+  ■  ••хп 
и  УХ  гд* 

К=а2пР9?  +  а2п-\Р1  +  С' 


—   23   — 

Для  доказательства  возьмемъ  уравнение  §~а  2 


или 


=  0,  (12) 


Ъ)/ХАу 


Складывая  эти  уравнешл,  иолучаемъ 


.      ЙР1      г\  Г(хх)  +  *"(*,)  +  ' ' '  +  ~Р\хн)  )  У 
или,  такъ  какъ  по  теорем*  Ришло  (25) 


\Ъ 

,    V**              \^хп 

4-              4-  .. .  -4- 
1    Р'(х2)    '           '    Р\хя) 

*"(*!) 

гд* 

К=<ЪнР?  +  в2п-}Р1  +  С, 

то  получаемъ 

йРл        2с1ц 

1/ТГ  у 

Отсюда 

№=№+г- 

Если  а2п 

не  равно  нулю,  то 

Г*». 

1       .      р°2пР1  +  «2»-. 

Если  а2я  =  0  и  а2и_]  не  равно  нулю,  то 
и,  наконецъ,  если  ой  =  Ои  а2в_,  =  0 ,  то 


(40) 


(41) 


(42) 


(43) 


—   24   — 

Если  иы  иоложимъ,  какъ  въ  §"*  2"0"*, 

В  =  гпх»  -  гп_, а*- »  +  . . .  (-  1)"  г0 , 

3  =  5„*"  -  ^...Х»-1  +  •••(-  1)"  80  , 

Т=  *„*»—  <п_,х"-'  +-..(-  1)%, 
то,  подставляя  эти  выражения  въ  тождество 

З8  —  ВТ=Х  =  а2ях2»  +  а2я_]х*»-1+  ...+а1х  +  а0, 
получимъ  въ  л4вой  части 

8>-ВТ  =  (8*-гп*п)х*»  +  (-28и8п_1+гп^  +  гп_^п)х*»->+  ...  , 
а  въ  правой  части 

Х  =  а2пХ*"  +  а>п-1х2"~Х  +  •  '  '  +  а1Х  +  а0 


получимъ 

л2п         *п         гпьп 


^п^^п  —  ГпК*  (**) 


кромй  того 

Ву*  +  2Яр  +  Т=  Уям  —  Уххп~1  +  ...(—  1)м  Ун, 
откуда 


или 


гд* 


ь  — 


=  -*п-У'Ц-гиТн 


Принимая  во  внимаше  равенство  (44),  им-вемъ 

8»  +  \/Ч 


>.  т»  »       2и 


*-— -  — 


(45) 


—  25  — 
Когда  «2,,  =  ^  —  гпЬп  не  нуль,  то  ^  не  равно  ц, 
1  1  1,1  1 


Но  по  уравнешямъ  (45) 

Поэтому  уравнеше  (46)  напишется  такъ 

±=_4_/_! М 

Умножая  на  Лу  и  интегрируя,  получаемъ 


(46) 


#- 


у  ,к*&  (47) 

Подставляя  въ  уравнеше  (40)  значешя    обоихъ    интеграловъ,    въ 
него  входящихъ,  изъ  уравнешй  (41)  и  (47)  и  полагая 

гд*  А  новая  произвольная  постоянная,  получимъ  для  случая,  когда  а2п 
не  равно  нулю, 

*-*        2А» 

Изъ  этого  уравнешя   ясно,    что  у  есть    рацюнальная    функщя  рх 
и  ^К. 

Если  а2п  =  0,  но  а2п_1  не  нуль,  то  по  уравненш  (45)  §  =  ^- 
Уравнеше  (46)  заменится  слйдующимъ 

"Г"'г7у"^?)*'  (49) 

а  уравнение  (47)  сл-вдующимъ 

на  осповаши  котораго,  а  равно  и  (42),  выводимъ  изъ  (40) 


—  26  — 
—  ~\ГК= -?_-  + Г.  (51) 

Это  уравнен1е  тоже  даетъ  у  въ  рацюнальяой  функщи  отъ  р}  и  \/К- 

Для  случая  же,  когда  и  а2я_1  =  0,   последнее  уравнеше  (51)  за- 
менится сл4дующимъ 


/\  (52) 


тоже  дающимъ,  какъ  и  въ  предыдущихъ  двухъ  случаяхъ,  у  въ  ращо- 
нальной   функцш    отъ  рх  и  \/К- 

Но  на  основанш  §"а  2-°го  мы  им4емъ 

гд4  Г,  Г2,  Г2,  . . .  ,  Тн  ц^лня  функцш  2-ой  степени  относительно  у. 
Следовательно  р^р2,  . . .  ,рл  выражаются  рацюнально  черезъ  у  ф  а  такъ 
какъ,  мы  только  что  доказали,  у  выражается  рацюнально  черезъ  р, 
и  \/К,  то  такимъ  же  образомъ  выражаются  рг,  р2,  .  . .  ,рп  и  всякая  ращо- 
нальная  симметрическая  функщя  отъ  хх,  х2,  . . .  ,  #п,  такъ  какъ  послед- 
няя можетъ  быть  всегда  рацюнально  выражена  черезъ  р1э  р2,  •  •  •  ,рж- 


Последняя  теорема  даетъ  возможность  доказать  интересное  свой- 
ство дифференщала  -  --=-.  их ,    доиускающаго    инвариантное    преобразо- 

V  X 
ваше. 

Теорема  1Х-я. 

Цх)  Ах 
Дифференщалъ    —    —  ,  допускакищй  инвар1антное    преобразова- 

V  -X 
ше,  интегрируется  въ  конечномъ  вид*. 

Не  вводя  термина:  „инвар1антное  преобразование41,  теорему  можно 
формулировать  такъ: 

Если  рацюнальная  функщя  ((х)  такова,  что    а^,  #2,  . . .  ,гг  ,  удо- 
влетворяя систем*  дифференщальныхъ  уравнешй  Якоби 


^ЧГГ      , 


—   27 


х,йх,  х9йх0  хл(1хш 

1       1         ,  ■_*__!___     ^ •^_в0,  (1) 


У*;        ух,  Ухп 

Ух;       у%"    '"  •    \/х~п 

удовлетворяюгь  также  еще  сл4дующимъ  уравнешямъ 

Х\  Хл  Х^ 

ГТ  +  Т7-Т+-+-7Г11Г  =  0,  (3) 


«*,)      Я**)   г  ' " '  '  Г(хп) 


Xя-2         х"~*    ,  а^~2  _ 


ТО 


1 


({х)йх 

Ух ' 


есть  интегралъ  псевдоультраэллиптичесюй,  выражаюпцйся  черезъ  алге- 
браическ1я  и  логариемичесюя  функщи. 


Цри  доказательств*  будемъ  различать  два  случая: 

1)  рх  не  равно  постоянному, 

2)  р,  =  СОП81. 

Уравнешя  (3)  нерепишемъ  такь 


Г(*х)    .      П*д  ГЩ 


гд* 

Тогда 


Г(хх)        Р'(х2)  /<"(*„)  ' 

Р(х)  =  (х  —  хх)  (х  —  х2)  .-•  (х  —  хп)  • 

{(хх)    __у    ((хщ) 


(4) 


—  28  — 


ёхх 
Умножая  об*  части   на     , ,  им-Ьемь 

УХ 


•=1 

Но  по  теорем*  VI  (Ришло) 
гд* 


д-^«  <'29> 


Я  =  а2пр12  +  а21,_1р1  +  С,  (26) 

йхх         |/х|" 
или,  такъ  какъ  —    =  -^ггт  •    т0>    по  раздЪленш   на    это  последнее 
еИ        г  \хх) 

уравнение, 

й"'  _  «...    >  ^ 

или  (54) 

По  подстановки  этого  выражешя  въ  уравнете  (53)  получаемъ 

п((хх)йхх    __  /у    /*(*,)   \  _     йрх 

Г(хх)  \/'Хх  ~  \Ь  *"(*,»  I  Р\хх)  }/К* 

или 

{(хл)йхл  йрл    . 

;  -'  =д-=,  65) 

гд-Ь 

и  ^  /'(*,) 

есть  ращональная  симметрическая  функщя  отъ  хх,  х2,  •  •  •  ,#п,  и,  сле- 
довательно, ращональная  функщя  отъ  р1Ч  р2>  . . .  ,^н.  Но  такая  функ- 
щя, по  предыдущей  теорем*  VIII,  выражается  ращонально  черезъ  рх 
и  \/к. 

Пусть 


—   29  — 
Подставляя  въ  уравнеше  (55),  иол  у  чаем  ъ 

ИЛИ 


V* 


=  ^(р1Ух)ф1 


гд-Ь  гр  региональная  функщя   отъ  р  и  ^ К. 

•Интегрируя  об*  части  носл'Ьдняго  равенства,  нм'Ьемъ 

|^^^в|^^^-^-___)^>  (5б) 

Интегралъ,  стоящШ  въ  правой  части,  берется  въ  конечномъ  вид*, 
т.  е.  выражается  черезъ  алгебраическая  и  логариемичесшя  функщи 

рх     и     \'К  =  \/а2пР?  +  вя»-1Р|  +  с* 
Въ  получаемомъ  по  интегрироваши  выраженш 

слЪдуетъ  произвести  замену 

у 

р,      на      -у,  (форм.  5) 

V  «**?+■*_,*  + С?      на      ^^— I 2^=Г  (ф0рм'48) 

ЗатЬмъ  въ  полуиенномъ  выраженш  заменить  У  на 

—  8,  +  ^Х. 

Тогда  получимъ 

въ  вид*  суммы    алгебраической    рацюнальной    функщи    отъ  д:,  и  У~ХХ 
и  логариемовъ  нодобныхъ  функщи. 


—   30  — 

Теперь  переходимъ  ко  второму  случал,  когда 

рг  =  СОП81., 

и    прежде    всего    зам-Ьтимъ,    что    всегда  существуютъ   так1я  значешя 
а,  Ь%  с,  й,  при  которыхъ 

а1х>  +  Ь> 


1=1      7  3 


не  равно  постоянному. 

Въ  самомъ  дЗигЬ,  уравнешя 


—  -  =  о  =  о  =  о 


равносильны  слйдующимъ 


/  ? г^2~^г  =  (К   (для; 

«=1      '  7 


=  1,  2,  3,...,п)  (58) 


Очевидно,  определитель  этой  системы  уравнешй  не  обращается 
въ  нуль  тождественно  при  всЬхъ  ср^,  ...,6^,  Ах,  й2,  . . .  ,  йп\  если  бы 
это  предположеше  им  4  л  о  м'Ьсто,  то 

Лхх  дх2  Лхп 

или 

Хх  =  СОП81.,      Х2  =  СОП81.  ,  . . .  ,  хп  =  СОП81., 

а  этотъ  случай  нами  исключенъ  (§  1)<  изъ  поштя  инвар1антнаго  пре- 
образовали. 

Беремъ  т4  значешя  для  а^Ъ%с,А,  при  которыхъ  %х  не  равно 
постоянному. 

На  основанш  теоремы  VII 

т*-"2-  <32) 

ГД* 

ах{  +  Ъ 


1=П 


«1  =  У  -  1*  *  <33> 

•=1 

^  =  ^.2+^-,а,  +  ^  (з*) 


—  31  — 

11о  лемжЬ  §-•  3""°  у,,  уа„  • • • ,у„  удовлетвори южь  ураввевшю- 


Л    .     Ф'(у,)  '      Л        Ф'(уа)  '    • '  '  Л        Ф'(у1 

Ф(у)  =  Су-у,)(у  — у2)  •  •  •  (у  —  у„). 
Уравнешя  же  (3)  обращаются  въ 


(37) 


У.        ■       Уг        ,  ,        У«_ 


У*-2  «Я~2  «П~2 


(59) 


гкЬ 


если 


»(у,)        »(У2)  »(у») 

ел)  <*+«-у(*з$ 

*«"<^М' 1Я=^'— ■  1601 


ах  +  &  «у  +  #         Лу  —  Ь 

сх  +  (I  у  у  +  о       —  су  +  а 

Въ  самомъ  д-Ьл*,  какъ  при  доказательств*  леммы  §■•  3"*™,  убежда- 
емся, что 


2;  в{у)      2^ 


П*д 


откуда  на  оенованш  уравнешй  (3)  и  получаемъ  систему  уравнешй  (59). 

Какъ  изъ  уравнешй    (2),    (4)  и  (29)  вывели  (55),  такъ    изъ  (37), 
(59)  и  (32)  выводимъ 

-ПГ=$у1  (6" 

гд*5рацюнальная  симметрическая  фу вкщя  отъур  у2,     -,ул,  и.  следова- 
тельно, рациональная  функщя  отъ  др  д2 , . . . ,  дЛ ,  гд4  ^ ,  да , .  . . ,  дж  таыя  же 


п 


—   32   — 

функщи  отъ   ух,  у2'  •  •  •  > У«  •    какъ    Л  >  Л>  •  •  •  .  Р»    оть    ях,  ж2>  •  •    ,  #( 
Применяя  же  теорему  VIII    къ  уравненммъ    Якоби  (31)  или  (37),  за- 
ключаема что  В  —  х^^Ь)  ращональная  функщя  отъ  д,    и    VI. 
Изъ  уравнешя  (62)  имйемъ 


откуда 

гд4  со  ращональная  функщя  отъ 

д,  и  V'!"  =  Уь^  +  Ъ^^+Т. 

Интегралъ,  стояний  въ  правой  части,  выражается  черезъ  алгебраи- 
чесшл  и  логариемическ1я  функщи  ^]  и  >7Х- 

Какъ  и  въ  нредыдущемъ  случае,  сведемъ  результатъ,  получаемый 
но  интегрирован»,  къ  функщи 

Остается  только  заменить  у}  на 

ах,  +  Ь        , —  V~XЛ 

'       „    V  Г,     на 


сх,  +  й'  '  (сх,4-й)п 

§  5.  ЗамЪтимъ,  что  систему  дифференщальныхъ  уравнешй  Якоби 
(1)  на  основан! и  теоремы  2-ой  можемъ  заменить  системой  конечныхъ 
уравнешй 

«<*)  +  2р»рк  +  2у\к%  +  2<7<*>р4р,  +  еЫр*  +  *|*>р«  =  0 , 


Наиболее  поддается  изсл*Ъдованш  случай  теоремы  III,  когда  эти 
уравнешя  обращаются  въ  линейныя 

Р1  =  1^Рк+М{1к)       (/=1,2,3 *-1,*+1 »>      (19) 
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гд4,   какъ   мы   доказали    въ   §*  20МЪ  (Теорема  III)  Цк),  М}к)   могутъ 
югЬть  только  сл,Ьдующ1я  значешя 

л.  —  л, 
Цк)  =  -+—±,  (20) 


Л*}*>«— / Г—1 .  (21) 

лк~лк 

Такимъ  образомъ  получаемъ,    какъ  частный  случай    теоремы   IX, 
следующую  теорему: 

Теорема  X. 

Если  ращональная  функщя    {(х)  такова,  что  х19  х2, . .  . ,  хп,  удо- 
влетворяя уравнен1ямъ 

I  »  I  п  и        / 

л1 —  л^  лкл1~^л,л, 

л  =  ,'  _  „»  р*  +  -^^г^— •  (19> 


Л*  -  я, 


удовлетворяютъ  еще  уравнешямъ 


1       '       1      +...+      »     -0. 


А*,)   '  л*2)    '  •'•  '   А*.) 


Ж, 


Да;,)        Даг2)  Д>п) 


то 

)    \'х 

есть  интегралъ  псевдо-ультраэллинтичесмй. 


Эта  теорема  можетъ  быть  доказана  и  независимо  отъ  вышеизло- 
жевнаго,  хотя  тогда  не  на  столько  ясна  связь  ея  съ  теоргей  Яко- 
б1евскихъ  уравнешй,  а  главное  то,  что  она  составляетъ  частный  слу- 
чай 6ол4е  общей  теоремы. 

Для  доказательства  разобьемъ 

Х  =  а2п(х  —  а{)(х  —  а^...(х  —  а2н) 
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на  два  множителя 

X'  =  (х  —  ах)  (х  —  а.2)  •  •    (х  —  ан) , 

X"  =  {х  —  ап+1)  (х  —  ая+2)  ...  (^  —  а2п) . 


Тогда 


X  =  а2п  X '  X " 


Принимая  обозначешя  (17) 

X'  =  ж»  —  х\а»-1  +  *;*и~2  —..(—  1)я  я'п  ,  (63) 

X'  -=  &  -  ж\х»-х  +  *;*—*—  .  . .  (—  1)"  л^,  (64) 

мы  им*емъ  тождества 


*/  — */      ,        ,  ****—**** 

Л,=  -, --Л.  -I : т. —   . 


»  I  I        »  ■         к'  I  к~  I 

Л»      /  Я~     Л  .  — Р  ,  „  , 

или,  принимая  обозпачешя  (20)  и  (21), 

х\  =  ЬЮя'к  +  М1кК  (65) 

х]  =  Цря\  +  Мр.  (66) 

Подставляя  эти  выражешя  л\,  х\  въ  уравнешя  (63)  и  (64),  полу- 
чаеыъ 

X'  =хп  —  де}*»*—1  +  ^'.г— 2+  .  ■ .  (-  1)*-1Ж^1а;»-*+1  + 

+  (—  1)*Л^*>*— *  +  (—  1)*+'  М^х—^1  +•••(- •  1)"  АЦ*>  + 

+  ^  (—  ЦЬяГ-*  +  X'*'*-2  —...(—  I)*"1 Х<*2,  *"-*+'  + 

+  (—  1)*2#>*"-*  +  (—  1)'+'  ^1а*-*+1  +•••(—  1)"  Х1*>)  ,      (67) 

гд-Ь 

Ь[к>  =  1 ,         Ж<*>  =  0 , 

что  вполне  согласно  съ  формулами  (20)  и  (21). 
Полагая 

хп  „  м[к>х'-'  -Ь  М^х"-2  +...(—  1  )•  М<*>  =  (I ,  (68) 

—  Ц*>х—1  +  Х<Чт— '  +  • .  -  +  (—  1)"  Х<*>  =  Я ,  (69) 
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можно  написать   уравнеше  (67)  и  другое,  такииъ  же   образомъ  полу- 
чаемое изъ  (64),  такъ 

Х=р  +  1я'к,  (70) 

Х"=//4-^.  (71) 

Изъ  уравнетй  (3)  имЪемъ 

/X*,)        /"(**)  Л-О 


*"(*,)        /"(жа)        ""        Е'(хп) 


(4) 


откуда 


Г=н 


Такъ  какъ 


«/"(«,)<?«,       '^!    Да;,)     Р'(хх)Ахх 

~Ух~ = 2^  "*•  ч^г  "V  хр 


(72) 


Д 


_  у       /  ^.7 

•—1 


ращональная  симметрическая  функщя  отъ  хх%х2%  ••-  ,хп   то  она   вмй- 
стЪ  съ  тЪмъ  рацюнальиая   функщя  отъ  р19  р2,  . . .  ,рп.   Такъ  какъ,  по 
уравнешямъ  (19),  /',,р2«  "  ■ "  '&»  СУТЬ  1»Ц1ональныя  фунвщи  отъ  рк,  то 
и  Д  есть  такая  же  функщя  отъ  рк.  Озпачимъ  Е  черезъ  <р(рк)- 
Преобразуемъ  теперь  уравнеше  (72)  или,  что  тоже,  уравнеше 

{(хх)йхх  У'{х,)(1х, 

На  основаши  уравнешй  (19)  имъемъ 

*"(*,)  — и«;-1  —  («—1)я,  *,"""+  ■••+(-  1)ПР«  = 
=  пз*~*  —  (я  —  1)  Л1»*7-«  +  ...+(—  I)—1  Л/Ю',  4- 

4-  рк  (-  II»  (п  —  1)  а;""-'  4-  (»  —  2)  Ь™х*-*  +  •  •  •  4  (—  1 )— '  X?!,)  = 
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гд* 

Такъ  какъ  р(хк)  =  09  то  ^  +  Л1рл  =  о,  откуда 

А  =  — Г-  (75) 

Подставляя  въ  уравнеше  (74)  это  выражен1е  рА\  им4емъ 

1  дхл       ^дхх 
1\х,)  = 1—к -!-.  (76) 

Подставляя  въ  уравнеше    (73)  вместо  Х  =  а2пХ'  X" ,  на  основа- 
ми уравнешй  (70),  (71), 

а  вместо  Р\хх)  его  выражеше  (76)  и  опуская  для    краткости   значки, 
имЪемъ 

Я^'  — Я> 

л?)^  _     *{**—»—    й 


/..(-;+!)(-;+!) 


или,  по  уравнешю  (75), 


№)с1х  _  —  у(р^)Др^ 

Отсюда 


Г  Аж)сЬ=_Г 
3     1/Х  .) 


1/Х  -'  |/а2п(Ч  —  р„)  К  —  Л> 


(77) 


(78) 


Такъ  какъ  интегралъ,  стояпцй  въ  правой  части   этого   уравнешя 
(78),  берется  въ  конечномъ  вид*,  то  тоже  относится  и  къ  интегралу 

С  {{х)йх 

)~7х 
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Поел*  совершения  интегрирована 


Г  9(рщ)Лрк 


въ  результате  сл4дуетъ  заменить  /^  на 


Г 


Слтьдствге. 


Такъ  какъ  ^  есть  симметрическая  функщя  отъ  #р  х2,  • . .  ,хи,  то 
вторая  часть  равенства  (77)  будетъ  оставаться  равной  одной  и  той  же 
величин*  при  х  =  хх ,  х2 ,  ■  .  -  , хп. 

Значить 


то 


/■(ж2)Лг2 

"        7*      * 

Такъ  какъ 

Л*.) 

П*1 

/К) 

*"(*,) 

*"(*•)        ■  * 

•    *"<*.) ' 

*"(*,)**, 

/"(ж2)(?а;.2 

*"(*>ц. 

(4) 


•X         \/\  \/хп 

откуда  выводятся  уравнешя  Якоби  (1). 

Такимъ  образомъ  интегралы,  о  которыхъ  идетъ  р*Ьчь  въ  этой  тео- 
рем*, суть  именно  т*,  дифференщалы  которыхъ  допускаютъ  инвар1ант- 
ное  преобразоваше,  и  заключеше  это  мы  вывели  независимо  отъ  ска- 
зан наго  въ  иредыдущихъ  параграфахъ. 

Применяя  эту  теорему  къ  случаю,  когда  1$  =  О  (?  <  7с) ,  что  какъ 
мы  показали  въ  теорем*  IV  будетъ  только  при 

*;  =  *;  0— 1,2,3,...,*— 1,  4  +  1,  п), 

иолучаемъ  следующую  теорему: 

Теорема  XI. 

Если  корни  полинома 

Х  =  а2п(х  —  а{){х  —  а^  ...  (х  —  «2п), 
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удовлетворяютъ  условйямъ 

Я1  —  Я1  •    Я«  =  Л2  >   •  •  *   ' 


(23) 


и  рацюнальная   функщя   {(х)  такова,  что  при  агг  а?2,  .  • .  ,а?и,    удовле- 
творяющихъ  ураввешямъ 


Р\  =  Ж1  '    Р2  ^  Л2  •  •  "  •  > 


(22) 


им4ютъ  м4сто  уравнешя 


г*-2  -п-а 


(3) 


-г+'-'+.^гт-о. 


то  интегралъ 


Ааг,)    '   А*3)    '  '  7К) 


3  »/х 


есть  интегралъ  псевдо-ультраэллинтическШ. 

Докажемъ,  что  для  случая  линейной  зависимости  между  рх ,  р29  -  ■ . ,  рп 
функщя,  удовлетворяющая  услов!ямъ  предыдущихъ  теоремъ,  существуетъ, 
и  вм'Ьст'Ь  съ  гЬмъ  найдемъ  общ1й  типъ  псевдо-ультраэллиптическихъ 
интеграловъ,  соответствующей  таковой  зависимости. 

Теорема  XII. 

Общей  типъ  интеграловъ,  удовлетворяющихъ  услов1ямъ  теоремы 
Х-ой,  есть 


I 


их     *\1)у. 


^•Ш-  № 


гд-Ь 
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ц  =  х"  -  ДГ{*>*"-1  +...+(—  1)"  М<*> , 
Я  =      —  Ьрх"-1  +...+(-  1 )"  V*  , 


44) 

_*!  — 

п 

» 

!/(*) 

лкл^ 



лкл1 

И1 

Я1 



Въ  самомъ  д-вл*,  выражеше 

(<х)вх 

удовлетворяя  условкмъ  теоремы   Х-ой,    определяется    по  уравнешямъ 
(77)  и  (75)  формулой 

Г±х)дх         (А         \Ч    их 


такъ  какъ 


Ы      '(I)  М   '(5) 


с^л;  = . —  с1х  - 


Обратно,  если 


^Х        *\*-)'"  их    УХ' 


&&.  _,({), 


то  им'Ьютъ  м*сто  уравнешя  (19)  и  (3). 

Действительно,     если     уравнешя     (19)      удовлетворяются      при 
я  =  #,,  #2, ...,*„»  то,  какъ  мы  показали  при  доказательстве  теоремы  X, 


40 


или 


й 


(*) 


^~   -  =  *"(*), 
ахх 


(\х1)Ах1  Р'(х1)Лх1 


Ухх    -™-™- 

Ух[    ' 

или 

-л). 

откуда 

/К) 

и,  наконецъ, 

Ц- 1- •    •  Ч —  =  0. 


(4) 


_1_  ,   _  1_  _   ,  _1 


Полагая  й  =  1 ,  2,  3,  . . .  ,  и,  мы  для  каждаго  значешя    к    будемъ 
им'Ьть  самый  типъ  исевдо-ультраэллиптичеекихъ  интеграловъ 

Г  (ьЫл*-1—Ц»яГ-*  +  ■  •  •  +  (—  1?-1Ь1А 

Г]  /      х"  -  Л^^I,д;п-,  +  ...  +  (—  1)"  М™      \ 
Ас  и^-"^—  4"*""1  +■"•'•  + "(—  О"-1^'/ 

/      х*-М?>**-*  +  ■■■  +  (— 1ГЖ<»      \  ^ 
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Г  /  Хр*»-1  —  Х$»»л»-*  +...+(—  1)"-2^2') 

а  /    ж»  -  л<2>ж— '  4--  •  .+(—1)"  м&    \ 
^  Ц^х— •  -  42>х—1 + . . .  -н—  ГР7/^/ 

/      ^  —  лг^д— 1 +...  +  (— 1 У Л/«      \  4х_ 
9  и?)*"-1  —  Х^'х""1  +  •  •  •+(—  \У-1Ц>)  Ух  ' 

[  /  ХМ*—1  —  Х<,">х-2  +  ...  +  (- 1)—  'Х<,">) 
Й  /     х"  —  Л}"1*"  "Ч-  •••+(—  1)"  ЛЦ"'      \ 

&  \х«>«— '— ху>^-ч-.  • .+("-  1)»-1х2,7 

/     х"  -  Л/<«>х»-'  + ...  +  (- 1 )"  Л*Г     \  </х 
*  и<">х—  • — Х^х'-'  +  ...  +  (-])"-'  Х<,"7  1/"х' 

Бъ  частномъ  случае,  когда 

х<*>  =  х»>  =  х<*>=...=х^  =  х<*;1  =  ...=х<,*>=о, 

а,  следовательно,  корни  связаны  ураннемями 

*;.=  *,*         (г—  1,  2,  3,  ...  ,*— 1,*+  1,  ...  ,п), 

п  типовъ  псевдо-ультраэллиптическихъ  иптеграловъ  будутъ 

С   п_)   ^  /х"  —  Ж}»*"-1 +  ...  +  (—  1)ПЛ^>\ 
]Х"  '&\  х^1  ~ / 

/х»  —  Л'»*""1  +...  +  (-  1 )-  Д/<»\  «&, 

*  \ *-■ )  ух ' 

(*    ч_2   ,?   /х"  —  Л^'х"-'  +...  +  (—  1)"  М™\ 
/х»  -  Ж^х-1  4  ...  +  (-  1 У  Л/<2>*  (7х 

П ^Г )ух' 


(80) 


(81) 
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Г      й  (хп  —  Л**"-1»  ж""' +-..  +  (—  \)пМ?- 1]  \ 
)      Их  \  х  I 

I  хя  —  Ж<"-,)ж—1  +...  +  (—  1 )"  Л*-" \  дх 

9  \ х ;  п  • 


1"  1х~  (*"  ~  М<?)х"~Х  +  ■■•+(—  1)"  М^\ 
у  (хп  —  М^х"-1  +  . .  •  -+-  (—  1)"  М<и)]  ~  ■ 


Для  случая   эллиитическихъ    интеграловъ   формулы    (80)  даютъ,  , 
поел*  н'Ькоторыхъ  преобразован^,  следующую  интересную  форму  псевдо- 
эллиптическихъ  интеграловъ,  указанную  Раффи. 

А  именно,  въ  форм у л Ъ 


(***  —  ЪЪх— И    (х*+М\  их  ,ао. 


(гд'Б  для  простоты  откидываемъ  значки)  полагаемъ 

,х*  +  М 


•(^МёкЗ(^-) 


2г], 


х  —  Ь 
гд'Б  е  и  т)  корни  уравнешя 

х2  —  2Ьх  —  М  =  0,  (83) 


такъ  что 


хг  —  2Ьх  —  М  =  (х-§)(х  —  V),  (84) 


§  =  1  +  \/Ьа  +  М, 


Но 


х2  +  М  —  2й(х  —  Ь)        \х  —  1  —  \/Ь*+М 


\-Х  —  л 


хг  +  М—2г1(х  —  Ь)        [х  _  Ь  +  т/н+й. 
Следовательно, 


2 


1х*  +  М\  х  —  Ь      (х-  Ь  —  )/Ь*+М\ 

Уух  —  Ь)      (х  —  Ь—У13+МуХ\х  —  Ь  +  )/ЬЦ11Г 
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гдЪ  х  означаете  рациональную  дробь  — - ,  числитель  и  знаменатель  ко- 

торой  четныя  функции. 

Цодстаиивъ  это  выражеше  фунвдш  <р  въ  формулу  (82)  и  произ- 
ведя сокращешя  наосноваши  формулы  (84),  получимъ  псевдо-эллинти- 
ческ!Й  интегралъ  вида 


)х  —  Ь  —  Уь*+М       \х  —  Ь—\/Ь2~+м1 


их,  (85) 


гд*  хЫ  им*етъ  вышеуказанное  значеше. 

Зам*Ьтимъ,  что  наши  разсужден1Я  им4ютъ  силу  не  только  въ  томъ 
случа*,  когда  а2п  отлично  отъ  нуля,  но  и  когда  а2п  =  О  и  поли- 
номъ  X  нечетной  степени 

иричемъ  иы  пока  предполагаемъ,  что  «2||-1  ве  равно  нулю. 
Положимъ 

(87) 


Тогда 


*1  =  *!  +  «!  «1-1 


=  а,  +  «"  ' 


[$Н--   [$]-°-  (88) 

На  этомъ  основанш  для  случая,  когда  «2я  =  0    или  когда   одинъ 
изъ  корней,  наприм4ръ,  а1  =  оо,  иолучаемъ  изъ  формулъ  (20)  и  (21) 


44 


хр>« 


-1      л 
а,        а, 


м<*>  =  — 


—  я  —  л. — 

а,     *         *  а 


-"* л_ 

«1         а, 


откуда,  при  а,  =  оо , 


«1-1 


цк)=-;->  (89) 


лс*)  =  **-***-; — !*!ы .  (до) 

Эти  значешл  1,{*}  и  Ж/*1  и  слйдуетъ,  въ  случа*  полинома  (86), 
подставить  въ  формулы  (80)  и  (81). 

Зам4тимъ  еще,  что  наши  разсуждешя  не  предполагаютъ  нера- 
венства корней  X;  корни  X  могутъ  быть  и  кратными  и  радикалъ 
УХ  можетъ  привестись  къ  виду 


=  Усг^х?  +  Съхх$~1  +  .  .  •  +  схх  +  с0, 
гд* 

/?4-2а  =  2п     или     #+2а=2п— 1     [въ  случа*  а.2п  =  0]. 


§  6.  Интегралы  Эйлера  '). 

Цнтегралы  Эйлера 


I 

Г 


1  —  х2  вх 

Т^х2   уТ+1?' 

1  +  х2  вх 


1-х'   уГ+,4 
1    Би1ег1  1пз1.  СакиН  ГШе^гаПз.  1776,  т.  IV,  стр.  36. 


(91) 
(92) 
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входятъ,  какъ  довольной  простой  частный  случай,  въ  первую  изъ  фор- 
мулъ  (81). 

Первому  интегралу  соотв&тствуетъ  разложев1е  ва  два  множителя 

1  +  х*  =  (**—  У2х+  1)(х*  +  У~2х  +  1), 
такъ  что 

цо)-*;  =  *;  =  1      ху>-о, 


~1  _**_ 
У~1" 


Г1— ж3         <& Г      Л   /я»+п  /д«4-1\-'   < 

]  !+«■  УТ+»*  '.)*«**'     *    )\    х    I     V 

Къ  интегралу  (91)  можно  применить  подстановку 

х3  4- 1  ж 

-^— *   или   ?+7-'-  (93) 

Интегралу  (92)  соотвйтствуетъ  разложен  1е 

( 1  -(-  х*)  =  («•  +  ^^2  х  —  1)  (л2  —  У^2  х  —  1) , 
изъ  котораго  слвдуетъ,  что 

л/(')  =  я;  =  л-: 1, 

,)  1  —  ж»  У  1  +  а*  .)*«**  \     *    /  \     *    /     Ух' 

Этому  интегралу  соотвЬтствуетъ  подстановка 

ж3 —  1  х 

=л      или      -= — -  =  1-  (94) 

х  х2 — 1 

Зам4тимъ,  что  интегралъ  (91)  можетъ  быть  найденъ  при  помощи 
подстановки  (94),  а  интегралъ  (92)  при  помощи  подстановки  (93);  только 
функщя  ф>  входящая  въ  формулы  (81),  для  этого  случая  будетъ  много 
сложнее. 


Действительно, 
1  —  а2        Ах 


\ 


а*—\  й(х*—\\ 

х  Ах\     х    } 


1+*21/Т+Т*  I  /^-11У2  +  4        Ух 


л 


\+х2        их  I  х  вх 


\       X 


х2+1  Л 


1-*»У"Г+*«  /^Л*        ,  УХ 


т- 


4 
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Трепй  интегралъ  Эйлера  тоже  принадлежишь  къ  наследуемому 
классу  и  находится  при  помощи  подстановокъ  (93)  и  (94),  если  им&гь 
ввиду,  что 

Г  1+*4     Д*     =  1 Г *— *2     Лх      ,  ^  Г  1±^а ** 


Отсюда  или 


/ 


дх 


1+х* 

1-х4  У~1  +  ~х* 


жЧ-1 


т3+\ 


т 


#- 


или 


/ 


й# 


1+.И 


1-я*  VI 4- ж* 


х2—1 


1 
.г2—  1 
и     х 


т 


+  4 


Ух      ' 


(?Х 


Ух 


Иинтегралъ  Реалиса 
Г  1±я" 


Лг 


1  +  хп  У  а  +  Их  +  7*2  +^8  4-  «я4 


(96) 


служитъ  обобщешемъ  этихъ  трехъ  интеграловъ  Эйлера  и  тоже  при- 
надлежим къ  типу  интеграловъ,  опредЪляемыхъ  формулами  (81),  какъ 
ниже  увидимъ  изъ  изслйдоваюя  интеграловъ  Буняковскаго.  частнымъ 
случаемъ  которыхъ  является  интегралъ  Реалиса. 


Интегралы  Буняковскаго. 

Основашемъ  изсл^доваагё  Буняковскаго  служитъ  тотъ  фактъ,  что 
всяшй  эллиптически  интегралъ 


I 


<р{х)дх 


Уа4х*  -г  а3 хъ  +  а2х2  +  ах  х  +  а 


(97) 


1)  Бунлковск1й.  О  нЪкоторыхъ  частныхъ    случалхъ   интегрируемости    въ  ко- 
нечвомъ  вид*  дифферевщала 

х  4-  С\ их 

х  +  С*  \/х*  +  Ая?'+Вхл  -гСх  +  П 
и  другихъ  выражешй  подобнаго    вида.    Приложеы1е  къ  III  тому    Записокъ    Академия 
Наукъ,  1863  г. 
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приводится  къ  форм* 

Г  Г(х) 


Ах  (98) 


^  Ух*  +  Ах*  +  Вх2  +  Ах+\ 

подстановкой 

х=  ау  +  0. 

Нсевдо-эллиптическими    интегралами    (97)    по  Бунякоискому    бу- 
дутъ  т*,  для  которыхъ 


Г(х)  +  г 


(-:)-• 


или,  по  терминолоии  Буняковскаго,  рацюнальная  фуякпдя  ((х)  есть 
фуякщя  возвратная  знакопеременная. 

Легко  видеть,  что  интегралы  Буняковскаго  подходятъ,  какъ  част- 
ный случай,  подъ  типъ  интеграловъ  Раффи. 

Въ  самомъ  дЪлЪ,  услов1Я  теоремы  IX  удовлетворены,  ибо,  если 

я,я2=1,  (99) 

то,  во  первыхъ, 

Ахл  Ах0 


Ух*  +  Ах\  +  Вх\  +  Ах,  +  1       Ух[+  Ах*  +  Вх*  +  Схг  +  1 
и,  во  вторыхъ, 

/Ц)  +  /,(^2)  =  о. 

Такимъ  образомъ,  интегралъ  (98)  удовлетворяетъ  услов1ямъ  тео- 
ремы IX,  а  такъ  какъ  зависимость  между  хл  и  х2  (!)9)  типа  (22),  то 
онъ  удовлетворяетъ  и  услов1ямъ  теоремы  XI,  а  потому  заключается  въ 
формулахъ  (81). 


Дал-Ье.  если 


то,  но  лемм*,  при 


имЪемъ  также 


Х2  =  аУ2  +  &  » 


Ах.         Ах* 


Ух,     Ух2 

<*У}       ,      _*02_ 

УУ,Уу2     0| 
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кром-Ь  того,  если 

то  при 

/■(*!>  +  /(*■  =  <>. 
будемъ  им-Ьть  также 

у(у1)  +  ^(у2)==0- 

Интегралъ  (97)  тоже  допускаетъ  инвар1антное  преобразовате. 
Такъ  какъ,  кром*  того,  обозначая 

^2  =  У1  2^2  > 

им'Ьемъ 

Р\  =  аЬ  +  0        Р2  =  а?2  +  а&Я\  +  ^2 » 

то  зависимость  между  ^x  и  %2  будетъ  линейная,  а  по  теореме  III  не 
иначе,  какъ  типа  (19).  Интегралъ  (97)  подходитъ  подъ  формулы  (80). 

Способъ  интегрирован1я  Буняковскаго  или,  вйрнйе,  выводъ  изъ 
изсл'Ьдованнаго  класса  другого  болйе  обширнаго  класса  псевдо-эллип- 
тическихъ  интеграловъ  можетъ  быть  излагаемъ  въ  бол4е  общей  форм*, 
ч*мъ  это  д*лаетъ  БуняковскШ. 

Изъ  соотношения  [рав.  (75)  для  к=\   и  я  =  2] 


х2  +  М 

опред'Ьляемъ  х 

рх  +  \~Я 

х  =         3 

гд-Ь 

Я=р*  —  Ц1Р1  +  М), 

такъ  что 

р.  +  У'Я 

*«  = "        2"         ' 

р,  —  У^ 

Я  2  ==              .л              » 

(99) 


У(х1)  =  х1  —х.1  =  \^, 
Г'Ш  =  х2  —  .г,  =  —  КЛ'. 


Томъ  VIII,  №  1 , 

С  О  Д  Е  Р  Ж  А  Н I  Б. 


Стран. 

Объ    инвараантныхъ    преобразовашяхъ    ультраэллиптическихъ 
интеградовъ  Д.  Мордухай-Болтавского     .......   ч    /..    .        1 
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м'Ьр^  отпечатана,  въ  разм4р4  3-хъ  печатвыхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
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8иг  1ез  1гап8А)гта1юп8  т\тапап1е8    йе*   Ш1^гга1е8   иИгаеШрИ- 
^ие8;  раг  М.  2).  Могйоикау-ВоНогсяку 1 


с^ 


7й*~-  / 


=\^ 


СоттитсаКопз  йе  1а  Зос1ё*ё  таНгётайцие  ее  КНагксш. 

2-а  зёпе,  Тоте  VIII,  №  2  и  3. 


1     (■ 


•! 


СООБЩЕНЫ 

ХАРЬНОвСКАГО 


ВТОРАЯ   СЕР1Я, 

Томъ  VIII. 

№  2  и  3. 
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Паровая  Тнпо-Литограф]я  Н.  Зильбербергъ  и  С-вья.  яЯк 

(Рыбмж  уаяц»,  дои*  .>»  30-Я).  Чё^тй 
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*с 


^ 


На  основаши  §  9-го  устава  Харьковскаго   Математическая) 
Общества  печатать  разрешается:  17-го  декабря  1903  года. 

Председатель  Математическаго  Общества  В.  Стеклом. 
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Если  <р(х)  оввачаетъ  рацюнальную  функцш  отъ  х,  то 

9(хЗ  —  9\-^— )  =  *0>,)  -«(й)  V*?,  (101) 

-уТГ' УХ~*"  (102) 

Но,  по  формул*  (54), 


(ЮЗ) 


&Г|  Лрх  йрх 

Ух,  ~  Г(Х])  Ук, "  Укя 

или,  точнее, 

К  =  а2п(л\  —  рх){л\—рх). 

Принимая  во  внииаше  (99),  заключаемъ,  что  Р=  КЯ  есть  полиномъ 
четвертой  степени  относительно  рх ,  какъ  Хх  относительно  хх  . 

На  основанш  равенства  (103),  равенство  (102)  напишется  такъ 
(опуская  значки) 

С^{х)0х=  [х(р)Ар^_  Гсо(рЫр 
)     У'Х        )     \/Р         )     }/К    ' 

Второй  интегралъ  можетъ  быть  вмтъ  въ  вонечномъ  вид*;  тоже 
будегь  относиться  и  къ 


С<р{х)(1х 

^  ух  • 


если 


х!Ы  =  о, 

т.  е.  [уравнешя  (100)  и  (101)]  когда 

т.  е.  когда 

<р{х)йх 

Ух 

допускаетъ  инвар1антное  преобразоваше. 
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Если  х(р)  не  равно  нулю,  то  поступаенъ  съ  интегралокъ 

)    V* 

совершенно  также,  какъ  поступали  съ  интегралокъ 

С(р{х)Лх 

Тогда,  полагая 
гд*  рг  и  р2  удовлетворяютъ  Эйлерову  уравнешю 

ЛРу    _  ^>2 

получимъ 

Г  Х^)*,       Г^(д,)^1       Г^М, 

гд*  (^  полияомъ  четвертой,  X  второй  степени  относительно  дра  #(дх)  и 
с^О^)  н'Ькоторыя  ращональныя  функции  отъ  дг 
При  в(д,)  =  0 ,  т.  е»  когда 

Х(р)йр 

допускаетъ  инвар1антное  преобразоваше,  получаемъ  второй  случай  инте- 
грируемости, такъ  какъ  оба  интеграла,  входяпце  въ  формулу  (104),  вы- 
ражаются въ  конечномъ  вид* 

Гр(дОЛд?=  Г  <°М)*91    .    Г«»(р)ф 

Въ  результат*  сл'Ьдуетъ  заменить  #  черезъ  р,р  черезъ  я:. 
ТретШ  случай  интегрируемости  получимъ,  производя    гЬже    д4й- 
ств1Я  надъ 

и  т.  д. 


г 
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Интегралы  Малле  1). 

Даемъ  новыя  доказательства  двумъ  теоремамъ  Малле,  относящим- 
ся къ  дсевдо-эллиптическимъ  интеграламъ,  принадлежащим^  кавъ 
ниже  покажемъ,  къ  изслйдуемому  классу  Раффи. 

Теорема  XIII. 

Если  положить 

X  — (1  +  о*)(1+М(1  +  <ж)П+*р),  (Ю5) 

аЬ  —  ей 


X   = 


с(1(а  +  Ъ)  —  аЪ(с  +  (1)' 


у «с  —  Ьй  (л(\р\ 

~Ьй(а  +  е)  —  ас(Ь  +  й')9  иШ>' 

у,, ай —  Ьс 


Ъс(а  +  а)  —  ай(Ь  +  с)' 
то  дифференщалъ 


1         ,         1 


х  —  -Я'        х  —  Я" 


интегрируется  въ  конечномъ  видЬ. 
Иоложимъ 


1 Л  их 

'х-Х'"\/Г 


(107) 


1111 

1/"\ 

\/  Л\  =  \/(х  -  а,)  (Х  —  а2)  (х  —  а3)(х -  а4)  =  -г  '--  , 

уаЬса 

(109) 

а.ай  —  ача. 

Я'  =  —    -    -  —      3-4 =  !,<*> 

К  +  ^-К  +  ^4) 

(ПО) 

.  опуская  значки  для  краткости, 

-, т              Ах                      их 

{х—Г)\/Х      {х—Ь)\/Х 

Друпя  дв*  дроби,  изъ  суммы  которыхъ  (6)  состоитъ  рассматри- 
ваемый дифференщалъ  (107),  получаются  такимъ  же  образомъ  при  двухъ 
Другихъ  дЬлешяхъ  на  дв*  группы  корней  «,,  «2,  <х3,  <х4  полинома  X, - 
Обозначимъ  значения  Ь  въ  трехъ  подобпыхъ  случаяхъ  черезъ  Ь\  Ь\  Ь". 


1)  Ма1е1.  ТЧго  1Ьеогетз   ш  т^гаНоп    (АвпаП    <Н    Ма1етаНса    рига    ей    ар- 
рНсаи,  I.  VI,  р.  262). 
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Полагая  въ  первой  изъ  формулъ  (80)  п  «=  2 ,  <р  —  1 ,  получимъ 
т      {х*  —  2Ьх—М  их        Г  ж— X,        /М.™Г ^_ 

гд*  .7  выражается  черезъ 


18 


Р-ЯуЪ'г' 


гд-Ь  Р  и  <д  ц'Ьлыя  функщи  отъ  х  ')• 
Отсюда  получаемъ 


]  \ж  —  I, '^х  —  Ь "^ х— Г")  Ух[ 

=  а|^-/?|^|=  +  «7'  +  «Г  +  «Г\  (111) 

гд-Ь  7',  *7",  <7'"  представляютъ  три  логаривма  упомяцутаго  типа,  а 

1,1.1 


а  = 


2/«  +  м'^  Ь'%  +  М'  т  Г"»  +  ЛГ'" 


.  ГГ.  Г" 

^  т'й     I      я/г'     I      т-"2    I      ч»»     I     г"'а 


Черезъ  простое  вычисление  легко  убедиться,  что 

Г*  +  М'2  =  (Г  -  V)  (Г  -  Г")  =  д>'  (Г) , 
у(Х)  =  (Ь  —  V)  {Ьг-Ь*)  (Г  —  Г") . 


Отсюда 


а  =  ^  +  ^7Т  +  ?(Ь  =  0'  '  0,2) 

*~?§)+^+^г0-  (,13) 


*)  Это  новый  вы  вод  ъ  формулы  Абеля  для  выраженЫ 

Г  к  +  к'х  ,  Г         их 

\ — — ах    черезъ     I -—г    и  логаривмъ. 

)      У  В,  )(х~а)УВ 

АЬе1.  ТЬёопе  с!ез  1гап8сеп<1а1Не8  еШр^иез.  Т.  II,  р.  ПО. 
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На  осно&ан1и  полученныхъ  равенствъ  (111),  (113)  и  (113)  и  при- 
нимая во  внимание  (109)  и  (ПО),  получимъ 


к 


_1 . 1        ■         1      \  Л*  _       1       .М  +  КУх  ,   „    .       . 

х-1'^х-Х-  +х-НУх"  УаШ  *М-ИУХ*     '  К       * 


гд*  М  и  Л  ц4лыя  функщи  отъ  х,  который  легко  вычислить  на  осно- 
вании вышесказаннаго. 

Вторая  теорема  Малле  состоитъ  въ  сл4дующемъ: 


Теорема  XIV. 

Если  положить 

Х  = 

=  (1+аж)(1  +Ъх)(\  +сх), 

,             Ьс 
*    ~а—Ь—е' 

и"  —       ™ 

*    ~Ь-а-с' 

«*"  =       "* 

*         с-а-Ъ' 

то  дифференщалъ 

(П5) 


(116) 


Г        1  ,  \  \       Лхйх 

[\—11'х  ^  1—рх^  \-ц'"х\Ух  1       ' 

интегрируется  въ  конечномъ  вид*. 

Эту  теорему  можно  разсматривать,  между  прочимъ,  какъ  частный 
случай  предыдущей.  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  полагая 

1 


х- 

г 


получаемъ 


гд* 


*х-у?. 


2=(я  +  а)(ж  +  Ъ)(м  +  с№, 

хйх йя 

Ух~~вУ"2 
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Диффереащалъ  (117)  преобразовывается  въ  следующее  выражение 

-[г-У^+г^Гт}-  (11й 

гд*  //',//",  /г'"  выраженхя  (ПО)  при 

ах  =  ,  —  а ,  а2  =  0  ,  а8  =  Ь     аА=С. 
Дифференщалъ  (118)  есть,  въ  сущности,  частный  случай  (107). 


Ограничиваясь  разбороиъ  этихъ  наиболее  изв'Ьстныхъ  псевдо-эл- 
лиитическихъ  интеграловъ,  мы  не  будемъ  занижаться  составлешями 
имъ  подобныхъ  псевдо-ультраэллиптическихъ  интеграловъ,  что  легко 
сделать  но  формуламъ  (80).  Но  въ  заключеше  ириведемъ  прим^ръ  од- 
ного дифференц1ала  довольно  общаго   характера,  допускающаго    инва- 

р1антное  преобразован  1е.  Предположимъ,    что    дифференщалъ  ^-=    та- 

ковъ,  что 

СдЛх       1  ^  —  8+Ух  ,  „ 

и 

52-Х=«,  (119) 

гд*Ь  а  постоянное,  или,  что  тоже 

|^-18=^  +  С  (МО) 

гдЪ  В  постоянное,  которое  загЬмъ    надлежащимъ  образомъ  выберенъ. 
Равенство  (119)  перепишемъ  такъ 

82  —  ВТ=Х,  (11) 

гд*  полагаемъ 

Г=1,     В  =  а.  (121) 

Тогда  уравнеше 

—  8+Ух 


В 


У 


при  условш  (11),  будетъ   определять  решетя    х1%  х2, . . .  ,#п    системы 
дифференщальныхъ  уравненш  Якоби 
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Ах,  их,  йхы 


Ух,         Ух*  Ухя 


з%~2йх,        а%-2(1х.  х'~г^х. 

1         '■+     2  ,_'  +  •••  +       ,—     =0, 


(1) 


Ухх         Ух,       ""       Ухп 

а  при  услов1яхъ  (121),  т.  е.  при 

гп  =  0  ,  гя_!  ==  0  ,  . . .  ,  гх  =  0  ,  г0  =  а , 
*я=0,  ^  =  0, ...,*,=<),   *0=1, 

по  уравнешямъ  (5)  и  (7)  эти  р-Ьшешя  будутъ  таковы,  что 
рг  =  С0П81.,   р2  =  сопв! рп_ ,  =  сопв!., 

а  по  теорем*  IV  должны  им*Ьть 

Л  =  Л\  »    *>2  =  Я2  >  •  •  •  •  Р»-1  =  Лп-1  •  (22) 

при  услов1яхъ  относительно  корней  полинома  X 

*;=*;.  о=1,2 п-1)  (23) 

Съ    другой    стороны,    означая     черезъ    Я,,  Еп  Т0  X,    значешя 
5,  Л,  Г,  X  при  ж  =  *,, 

—  8,  +  Ух;      —  82+\/~Х~2  -8п  +  Ух~н 


Е{  Е2  Еп 


Отсюда 


]  ^х7    Л  Ух;    ' "    .)  УХ 


или 


Ух^Ух^'*' 

^х~* 

къ,  по  уравнешямъ  (1), . 

У(*1)*В1        -Р'и2)<Цг 

^'(я^сЦ 

Ух;        ух2 

^Ай 

(2) 


то 


или 
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е,  ^2  р« 


'     '     '    +...+4— о. 


01  Р»  *» 

Ху  «'О  ^*. 

+  .-.  +  — ^ -0,  (122) 


^^        <»2 


_«-2  _»— 2 

Ал  Л/л 


Ох  ?2 


+  .-.  +  -Т--0, 


дЛх 


т.  е.  ^-=    допускаетъ    инваргантное    преобразоваше   и  именно   харак- 

У  Л. 

тера  (22).  Следовательно,    \Ч=,  при     условш  (120),  подходить  подъ 

первую  изъ  формулъ  (81)  и,  какъ  легко  убедиться,  тогда  въ  этой  фор- 
мул* сл*дуетъ  положить  у  =  1. 

§  7.  Ивтегралы  (80)  приводятся  къ 


I 


Уар  +  щ+с' 


(123) 


(124) 


гд*  д>(§)  ращональная  функщя,  при  помощи  подстановки 

гд*Ь  X  и  /л  ц*лыя  функцш  п"ой  и  (п  —  1)"ой  степеней 

М=хп  —  М[к)хп-1  +  М1к)хп-*—  ...—(—  1)п  ЛЦ*>, 
Я  =       —  ХС*)*»-1  +  4*)д;«-2  +  ...+(_  1)"  Ц) , 
а  Х{*>  и  М}к)  им4ютъ  значешя  (20)  и  (21). 

Можно  доказать,    что  вс-Ь  интегралы  вида   I  --^<7#,  приводяпце- 
ся  къ  интегралу  (123)  подстановкой 
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где  (•  и  а  цЪдыя  функщи  степени  не  выше  п~°*  каждая,   заключаются 
въ  формулахъ  (80). 
Положимъ 

П~7й  +  *' 
Тогда  интегралъ  (123)  обратится  въ  другой  интегралъ  того  же  типа 


1 


Уач*  +  Ъц  +  с ' 
<*(>  +  /?<; 


7я» 


у(>-\-<$0 


(125) 


(126) 


Полагая 

Р  —  (>ЖЖ*  +  Ря_1«"~1  +  •  •  •  +  Р,Я  +  (>0  , 

«=«1,*"  +  <»_1*,,-,+  ...+о-,ж  +  <10, 
выбереиъ  а,  0,у,д  такъ,  чтобы  имЬли  м'Ьсто  равенства 

«С,     +  /Ч     =1- 
«*-»  +  *'.-*  =  О, 

У?»     +  *».    =о» 

При  н'Ькоторыхъ  значешяхъ  к  иожно  определить  а,  в,  у,  б,  удо- 
влетворяюще этой  системе  уравиешй,  ибо  не  можетъ  для  всвхъ  зна- 
чешй  1с  определитель 

^^    «-* 
равняться  нулю  или,  что  тоже,  не  могутъ  им4ть  равенства 


а 


Сп- 


п-1 


ибо  тогда 


«-] 


о. 


Ро 


=  С0П81. 


Следовательно,   если  ~-~—  ириводится  къ  дифференщалу 

ух 

Ум*+Ы+с 


—   58  — 

подстановкой   ё  =  — ,  гд*  р,  а  имЪютъ  заачешя    (125),    то    тотъ  же 
дифференщалъ  приводится  къ 


подстановкой 

гд* 

9'  =  Р>"  +  Р»-!*"-1  +  •  • '  +  4\х  +  ?о> 

а'  =  о'пх*  +  «С-!*"-1  +  •  •  •  +  °\ х  +  а'о> 

<  =  0.  4=1.     С*  =  (-!)*.     с1-*  =  0-  (127) 

Положимъ  сперва  А'  отличнымъ  отъ  нудя.  Тогда 

АУ  +  Вч+  С  =  Л'(>7  +  а)(>?  +  /9), 


б 


>(*): 


{(х)йх \  о'  /      их 

Отсюда 


*-^- ^_ — -  =  рацюнальной  фувкцш  отъ  х,  или 

со?  (с/  +  о' а)  (р'  +  о'#  =  ш|  X ,  (1 28) 

гд*  а>1  и  а>2  цйлые  полиномы,  которые  можно   предположить  взаимно- 
простыми. 

Если  предположить,  что  у  полинома  X  н4тъ  кратныхъ  корней,  а  по- 
тому X  не  можетъ  делиться  на  квадратъ  со*,  то 

ш,  =  1. 

Такъ  какъ  (р  +  бес)  (р  +  6/9)  той  же  степени,  что  и  X  въ  случай, 
если  X  степени  2поЯ,  т.  е.  «2и  не  равно  нулю,  то  <о\  =  сопв1.  Срав- 
нивал при  этомъ  коэффициенты  при  высшихъ  степеняхъ,  получаемъ 
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Въ  случа*  а2н  =  0,  равенства  (121)  быть  не  можетъ  нри^конеч- 
ныхъ  значешяхъ  а  и  0 ,  ибо  въ  л*Ьвой  части  полиномъ  четной  степени, 
въ  правой  нечетной. 

Полагая  же  Л'  =  0  [или,  что  тоже,  0  —  оо ,  А'&  =  В'],  получимъ 

В(9'  +  б'а)а'  =  Х,  (129) 

равенство  возможное  только  въ  случай  а2н  =  0 . 

Изъ  тождества  (128),  которое  по  вышедоказанному  можно  напи- 
сать такъ 

(р'  +  <*'а)((>'  +  б'/?)=Х=== 

(130) 
=  {х  —  а1)(х  —  а2)  ...(я  —  ап)(х  —  ап+1)  . . .  (х  —  а2п), 

им'Ьемъ 

(»;_, + с « = -  *\  >  ?«-! + <-1  * = — *\ . 


с*+°и«=(-1)ч.  с» +<.»"-(-!)**;. 


Легко  вид4ть,  что  изъ  этихъ  усншй  при  звачен1яхъ  о'п,  (>'н,  о^_4,  (>'п_к 
(127)  получаемъ 

0п^  =  (-1)1М1к\  <_,  =  (=!)<  Х<*>,  (131) 

гдЬ  М\к) ,  I/,**  им-Ьютъ  значешя  (20)  и  (21). 

Исходя  изъ  тождества  (129),  придемъ  къ  тому  же  результату  (131), 
только  1#\  Мк{1)  будутъ  им*ть  значев1Я  не  (20)  и  (21),   а  (89)  и  (90). 

Такимъ  образомъ  получаемъ  теорему: 
Теорема  XV. 

Всяюй   интегралъ    I  — -. ,  приводящейся  къ  I  — — ;=■  -— _  — = 

ращональной   подстановкой  §  =  — ,  гд4  р  и  о  полиномы  каждый  сте- 
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пени  |[е  ниже  п,  если  X  есть  полиномъ  степени  2п  или  2п  —  1 ,  не  им*ю- 
Щ1Й  кратныхъ  корней,  заключается  въ  класс*  интеграловъ,  определяв- 

т(х)  и>Х 

момъ  формулами  (80),  и  дифференщалъ       т=—  допускаетъ  инвар1ант- 

У  X 
ное  преобразоваше  (19). 


Интегралы  1  '    \—    ,  приводяпцеся  къ  интегралу    (123)    подста- 
новками 

^ 

въ  которыхъ  (>  и  б  полиномы  степеней    высшихъ  п,    уже   не  опреде- 
ляются формулами  (80),  но  для  этихъ  интеграловъ   можно  установить 

/V  х )  (Их 
точку  зр*н1я,  подобную  предыдущей.  Можно  разсматривать       '      ,  какъ 

дифференщалъ    — ■_— ,  гд*  Ф  нолиномъ  высшей   степени,    ч*мъ  X, 
уф 

им4ющ1Й  кратныя  корни,  такъ  что 

Ф  =  Хв\ 

*(*)«Д*)в, 

ГД*  в   ц'Ьлал  функщя.   Цри    надлежащемъ   выбор*  В    дифференщалъ 
-—, будетъ  дифференщаломъ,  допускающимъ  инвар1антное  преобра- 

зоваше,  т.  е.  допускающимъ  совместное  существоваше  двухъ   системъ 
дифференщальныхъ  уравнешй 

Лхл  их*  йхт 

1  ,  2  +    _   +  -         _     л 


Уф\         Уф,       "        Уфм 

ж,  А»,      ,      х2(1х2  хтвхт 


]/Ф,  ]/Ф2  /4Г 


_! 1  _1-  _1 -.  4-  -I — -  Л 


(132) 
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гд$  степень  Ф  равна  2т,  и  обыкновенныхъ 


X.  Х&  Я/_. 

+  -^7-ч-+ •••+-=: г!-гв°. 


»(*,)  р(*2)        '  рЦ.) 


1  2  т 


(133) 


Рассуждая,  какъ  при  доказательстве  предыдущей  теоремы,  выво- 
димъ  тождество  (128).  въ  которомъ,  въ  предположены,  что  X  не  имЪетъ 
кратеыхъ  корней,  должны  положить  ш]  =  1.  Полагая  юа  =  в,  докажемъ 
совместное  существоваше  равенствъ  (132)  и  (133). 

Въ  этомъ  случае  мы  им'Ьемъ 

(д'  +  С  а)  ((>'  +  о'0)  =  **  X  =  Ф ,  (134) 

когда  а2н  неравно  нулю,  и 

#(С'  +  б'а)  о'  =  <92Х  =  Ф  (135) 

въ  противномъ  случа*. 

Какъ  выше,  докажемъ,  что  можно  всегда  предполагать 

б'п  =  °<     й=1.     <_*  =  (-!)*,     С*  =  0.  (127) 

откуда,  пользуясь  равепствами  (134)  и  (135),  выведемъ  для  коэффи- 
щентовъ  (>'  и  о'  выражешя,  точно  такъ  же  составленныя  изъ  корней 
полинома 

ф=е2Х  =  (я  —  а){х  —  а)(х  —  Ь)(х  —  Ъ)...(х— ах)(х— «2)- • -(х-«2п), 

какъ  выражешя  (131)  составлены  изъ  корней 

Х  =  {х  —  а1)(х  —  а2)  .  .  .  (х  —  а2п. 


Въ  настоящемъ  случае  интегралъ    I  '     -  Ах  определяется  форму- 
лами (80),  но  при  условш,  что  полиномъ  X  замененъ  черезъ  Ф  =  в2Х, 

т\х)(1х 
а  потому  дифференщалъ  —       -  можетъ  быть    представленъ    въ  видЬ 

ух 

дифференщала      ,_  их ,  допускающаго  инвар1антяое  преобразоваше  или, 
что  тоже,  совместное  существоваше  ураинешй  (132)  и  (133). 
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Такимъ  образомъ  выводимъ  следующую  теорему: 
Теорема  XVI. 


Всяшй  интегралъ  I  '     *       ,  приводящейся   къ  I  —. — -- 


+  Щ  +  С 

подстановкой  §  =  — ,  гд*  (>  и  б  полиномы  какой  угодно  степени,  при- 
надлежите къ  классу  псевдо-ультраэллиптическихъ  интеграловъ^опре- 
д*ляемыхъ  формулами  (80),  но  относящимися  не  къ  Ух,  а  къ  УФ,  гд* 

Ф  =  В2  X ,    а  В   некоторая    д-Ьлая  фуншця,  и    дифференщалъ  -^-_^_— 

черезъ  умножеше  числителя  и  знаменателя  на  некоторую  ц'Ьлую  функ- 
цш    О   всегда    можетъ    быть    представлевъ    въ    вид*    дифференщала 

г— -,    -,  допускающаго  инвариштное  преобразоваше. 


Къ  этому  типу  интеграловъ  принадлежать  вс*  интегралы  вида 

С  дЛх 

гдЬ  о  д'Ьлая  функдгя  (п  —  1)'оЯ  степени,  -V    ц4лая    функц1я  2п"ой   сте- 
пени, интегрируемые  въ  конечномъ  вид*. 

Въ  самомъ   д-блъ,    изел^довашл   Чебышева  !)    ноказываютъ,    что 

Гдйх 
если  интегралъ   I  —.-=  находится  въ  конечномъ  видъ,  то 

ГД* 

6'2—  вгХ  =  а, 

а  а  и  &  постоянныя,  или  на  основан1и  этого  послъдняго  равенства 
Г  (>(1х 


^V5-"•(=^У^)  +  0• 


гд*в  В  какое  угодно  постоянное,  наприм'Ьръ, 

В  =  а. 


1)  П.  Л.  Чебышевъ.  Объ  интегрировали    иррацюнальвыхъ  дифференщаловъ. 
Сочинев1я,  т.  I,  ст.  145. 
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Равенство  (136)  перепишемъ  такъ 

5*  —  КТ=в2Х, 
где 

В  =  а,     Г=—  1, 
или 

8>  —  ВТ=Ф.  (138) 

Изъ  этого  последил  го  равенства  и  изъ  (137),  представленнаго  въ 
слЪдующемъ  вид* 

выводимъ  так  и  мъ  же  образоиъ,  какъ  въ  конце  §"а  6"ого  изъ  (120)  и  (11) 
вывели  совместное  существоваше  уравнешй  (1)  и  (122),  следующую 
теорему: 

Теорема  XVII. 

Вслий  дифференщалъ  ^?,  въкоторомъ  р  целая  функщя  (п — I)"01 

V  А. 

степени,  X  полиномъ  2п"ой  степени  безъ  кратныхъ  корней,  можетъ 
быть  представленъ  черезъ  умножеше  числителя  и  знаменателя  на  не- 
которую целую  функщю  0,  въ  вид*  дифференщала  — —^,  допускаю- 
щего инвар1антпое  преобразоваше  и  при  томъ  типа  (22). 

Такимъ  образомъ,  первый  случай  интегрируемости  —~  будетъ 
тотъ,  когда 

Л'.  =  Л".  ,  (1=1,2,3 и-1) 

второй,  когда  корни  полинома  (х —  а)2Х  удовлетвори ютъ  подобнымъ 
соотношешямъ,  трети,  когда  тоже  относится  къ  корнямъ  полинома 
(х  —  а)2(х  —  Ь)2Х  и  т.  д. 

Изъ  этихъ  соотношешй  можемъ,  во  нервыхъ,  определить  п  —  1 
уравнен1Й,  которымъ  должны  удовлетворять  корни  полинома  X,  и  за- 
тЬмъ  неизвестный  а,  Ъ,  с  . .,  корни  полинома©.  По  этимъ  последнимъ, 
на  основанш  сказаянаго  въ  конце  §"а  6"ого,  можно  определить  у>(х)  и, 
наконецъ,  р. 
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§  8.  Въ  предыдущемъ  параграф!   мы  исключительно   говорили  о 

приведенш  \  - — -=-  къ   I    , —         — ^г^  Д§    при    помощи  рацюналь- 

^      V  X  ^  V  А§  -{-  -й^  +  С 

ной  подстановки. 

Приведете         ^—     къ   I  р(§,  Уа§2  +  В$  +  С)<1&    при     инва- 
р1антномъ  преобразован™  (13)  совершается  при  помощи  подстановки 


М.+^Ух, 


^вл> 


гд*  Мк%  ДГ4,  М19  2Г,  п/Ьлыя  функщи  отъ  х.   Подстановка  эта    въ  об- 
щемъ  случае  иррацюнальна. 

Но  тотъ  же  интегралъ  приводится  къ  интегралу  отъ  рацюнальной 
дроби  подстановкой 

-5+  УХ 


У  = 


в 


гдЬ  5,  Е  ц4лыя  функцш  отъ  х  (10).  такъ  какъ  рк  выражается  ра- 
ционально въ  у  по  формуламъ  (5);  на  освованш  гЬхъ  же  формулъ 
йрк  =  Э(у)с[у ,  гд*  &(у)  ращональная  фувкщя  отъ  у\  наконецъ,  по 
формуламъ  (48)  и  (51),  У  К  выражается  также  ращонально  черезъ  у. 
Отсюда  на  основаны  того,  что 

1^"1и*'  "*)**    '      (5б) 

получаемъ 

гд4  Л  (у)  рацюнальная  функщя  отъ  у. 

Въ  частномъ  случае,  когда   инвар1антное   преобразоваше    линей- 
наго  характера  (19),  можно  положить  (см.  доказательство  теоремы  III) 

5  =  0, 
—  ВТ=Х, 


I  /  х)х  приведется  къ   I  Л{у)Лу  подстановкой 


УХ 
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или 

^Х  =  (х  —  аг)(х  —  а2)...(х  —  ан)у,  (141) 

представляющей  обобщеше  третьей  подстановки  Эйлера 


У{х  —  а1)(х  —  а2)=^(х  —  а1)у. 

Раффи  замЪчаетъ,  что  всякое  Якоб1евское  преобразоваше,  совер- 
шенное падъ  эллиптическимъ  дифференщаломъ,  допускающимъ  инва- 
риантное лреобразоваше,  даетъ  другой  эллиптически  дифференщалъ, 
допусваюпцй  инвар1антное  преобразование. 

Производя  преобразовав  в  =  х*  надъ  дифференщаломъ 


Пш)аш 


получимъ 


щкуе(,-^-^' 


Г(х*)йх 


(142) 


(143) 


Если 


1/(1- А***)  (1 -*|*») 

то  [на  основанш  формулъ  (89),  (90)]  дифференщалъ  (142)    долускаетъ 
инвариантное  преобразоваше  (19). 

Следовательно,  дифференщалъ  (143)  будетъ  допускать  инвариант- 
ное преобразовано,  если 

/1—^»  \       _дх2) 
'  \*«(1 -***")/ 
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При  кх  =  1 ,  к2  =  1с  получимъ  формулы,  упомянутый  въ  начал* 
статьи. 

Зам*тимъ,  что  первому  случаю  (145)  соответствуете  инвар1антное 
преобразован  1е  тоже  линейного  характера,  но  въ  даухь  другихъ  слу- 
чаяхъ  это  преобразоваше  будетъ  типа  (13)  со  второй  степенью  рг 

Такимъ  образомъ,  дифференщалъ  (143),  какъ  допускаюпцй  инва- 
р}антное  преобразоваше,  по  теорем*  IX  интегрируется  въ  конечномъ 
вид*.  Этотъ  реаультатъ,  полученный  Эрмятомъ,  подробно  доказывается 
Раффи  въ  вышеупомянутой  стать*. 

Къ  изложенному  Раффи  съ  своей  стороны  щшбашмъ,  что  лвъ  его 
изсл*дован1й  можно  вывести  м  подстановки,  при  помощи  которыхъ  ин- 
тегралы Эрмита  приводятся  къ  интеграламъ  отъ   рацюнальныхъ   дро- 

_1_ 

*,2 


бей.  Стоитъ  только    въ   формул*  (140)   положить    Д  =  я,  В  =  я-     72 


К2 


Тремъ  случаямъ  (144)  соотв*тствуютъ  три  подстановки 


■/'('И?)  ('-■)(?) 


\      *,д      и1)  =  ^  (14б) 


1 


^•(—Щ—?:) 


—ц 


при  помощи  которыхъ  интегралъ 


приводится  къ  интегралу   отъ  рацюнальной   дроби   I  Л(у)йу. 
Къ  I  А(у)йу  приведется  интегралъ 

Г №»*  (147) 


1»/(1  — *?^')"(1  —  »?*•)' 
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при  услов1яхъ  (145),  при  чем  ъ  зависимости  между  у  и  х  получимъ,  за- 
мЪнивъ  въ  у  равненья  хъ  (146)  <  на  г1. 

Отбрасывая  постоянные  множители,  не  имъюшде  очевидно,  зна- 
ченья, получимъ  три  Эрмитовсмя  подстановки,  приводятся  интегралъ 
(147)  къ  интегралу  отъ  рациональной  дроби, 

х -'' 

ху/\  —  к*х* 


VI  — к** 


=  /ь  (148) 


XVI  — к*  х2 

V]—к^x^ 

Въ  частномъ  случай    для   Эйлеровыхъ    интеграловъ   (91)  и  (92), 
гд4  4*  —  » ,  4| ««  —  г , 

получаемъ  подстановку 

VI  +** 

указанную  еще  Эйлеромъ. 


ЬЕ  РКОВЪЁМЕ  МАТНЕМАТВДИЕ   БЕЗ 
VIВКАТIОN8  Ш1УЕК8ЕЬЬЕ8. 


Раг  А.  Кош 


Ье  ргоЫёте  „йез  У1Ъга(лопз  ишуегвеНез44  те  рага11,  аргёз  1е  рго- 
Ыёте  йе  Б1Г1сЫе1,  1е  ргоЫёте  та1Ъёта^ие  1е  р1из  ]трог1апЬ  роиг  1а 
рЬу8^^ие,  рагсе  ди'П  зега  а  Гауешг  1е  й)ш1етеп1  йез  1Ьёопез,  дш  ехрН- 
диепЪ  1ез  {огсез  аррагепйез  &  сНзитсе  (Типе  ташёге  ригегаепь  тесание. 

II  з'адИ  Ле  1а  ^ие8С^оп  8ШУап1;е: 

Шиз  зиррозопз  Йап8  ип  сопИпи  тйш,  дш  зе  сотрогЧе,  йи  шотз, 
^иап(^  Ц  з'а?и  Ле  тоиуетеп1з  гарМез,  сотте  ип  ^шйе  рагГаИ,  ип  потЬге 
диекогщие  йе  рагйсикз  йиЫетеп!;  согаргеззНЯез;  еп  арре1апЪ  и,  V,  ю\еъ 
уНевзев  й'ип  рот1  (х,  у,  *)  диекоодие  (1и  зуз1ёте  (зиррозёез  сопНпиез 
йаиз  {оиЬ  Гезрасе  е1  з'аппЫапЬ  к  Гтйш),  реи1>оп  йётоп1гег  Гех1в1;епсе 
й'ипе  уШгаМоп  йе  1а  Гогте 

и  =  XI  зт  -=■  2л  , 

V  =  V  зт  — 2л,  (!) 

го=  ТРзт  — 2л, 

ой  Т  гергёзеп1е  ипе  йигёе  йгёвреШе;  П  !аи1  а,)'ои1ег  ^ие  V,   V,  \У,  ^ио^^ие 

,  .      .          л.       .    .,     ,      ШНё  йе  1етрз 
азвег  дгапйез,  пе  Й01Уеп1  раз  ё1ге  йе  гогаге  - —    еп   сотра- 

га18оп  ауес  1'иш№  йе  1а  укеззе,  ш 
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йе  Гогйге   ~ —  еп  сотрага18оп    ауес  1'иш16    йе  Рассё1ёга1лоп. 

(}ие11ез  воп4  1ев  та1еигз  роззМев  йе  Т,  еЬ  соттеп*  реи1-оп  1гоиуег  1ез 
й>пс(юп8  согге8ропйап1ев  {7,  7,  1Р? 

Ше  ргепиёге  апа1уве  йез  АдоЦопа  йи  тоиуетеп*  йе  по*ге  зуз- 
гёте  поиз  тёпе  аи  гёзиНаЬ  зшуап!: 

II  &и1  ^ие 

и       дх' 
дФ 

"  =  *•  » 

дф 


РФ,  РФ  .РФ 

дх*  ~|~  ду*  +  д$г 


21  Гех(ёНеиг, 


АФ  +  1с%Ф  =  0  (ЗЬ) 

к  1'Ыёпеиг  дез  рагМЫев,  ой 

*2  =  4я^  (4) 

(а3  ипе  с<Ш8(ап1е  йёрепйап*  йе  1а  сошргеззНмШё  йе8  рагНси1ез),  е1  ф 
Ао\1  ё!ге  сопИпие  ауес  зез  ргепнёгез  йётёез  йапв  1оиЬ  Гезрасе  е1  з'ап- 
пп1ег  к  Гш&ш  сотте  ип  ро1епМе1. 

Ье8  йоташез  %  е!  е,  с'ез*  аш81  дие  ^е  Йёз1§;пега1  Гш1ёпеиг  еЬ 
Гех1ёг1еиг  йев  раг1ки1ез,  ё*ап1  йоппёз^  И  з'а&Н  йе  йётоп^гег  Гех18*епсе 
йе  8о1иМ(Ш8  Ф,  к  е1  йе  1гоиуег  с!ез  тёЙюйез  роиг  оМешг  сез  зокИопз 
йапз  1ез  саз  1ез  р1из  1трог1ап1з  роиг  1а  рЬуз1дие.  УоИк  се  ^ие  ^'арреИе 
1е  ргоЫёте  таЛётаИдие  йез  у]ЬгаИоп8  иштегзеПев. 

Роиг  1а  ргепиёге  раШе  йе  по!ге  (&сЬе,  сопсегпап*  Гех1з1епсе  йез 
8о1иИопз.  поиз  роиуопз  поиз  зегУ1г  й'ипе  тё1Ьойе  апа1о^ие  &  се11е  1та- 
$тёе  раг  М.  Ротсагё  1)  а  Гоесазюп  йи  ргоЫёте: 

Аф  +  Ъ*Ф  =  0 

&  Гш16пеаг  й'ше  зиг&се  Гегтёе  со, 

Ф  =  0    к  1а  зигГаее  со; 


1)  Н.  Рсппсагё,  8иг  1ез   ^иаНопв   йе   1а  р^1у8^^ие   та^ёта^ие,   КепсНсопй 
с1е1  С1гсо1о  Ма1етаИсо  <И  Ра1егто,  1894. 
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пшз  Я  ез1  &  гетагдиег  дие  се8  Леих  ргоЫёгаез  Л^ЯЙгеа*  еп  Ыеп  Лев 
рот1Я,  сотте  оп  уегга  с?ё]а  раг  Гехетр1е  1е  р1из  81тр1е,  ряг  1е 
саз  Л' ипе  зрЪёге.  А  саизе  (1е  сев  Л1Уег#евсвз  Ц  т'а  раги  иШе  Ле 
Лоппег  1а  ЛётопзЬгаЫоп  сотр1ё!;е  роиг  Гех18Ьепсе  Л'иае  зи&е  тише  Ле 
потЪгвв  розНИз  е(  сгмжий  шЛбЛштепЬ 

1.2       7.2       7.2  7.2 

№0  ,    Лц  ,    Л2  ,    .  .  -   ,  Лу  ,   .  •  . 

е1  (Типе  зш1е  тише  Ле  ГопсИопз  еоггезропЛапйез 

Ф0'  Фц  Ф2»  ••••*>.  •••. 

дш  гергёзеп!еп1  (1ез  зо1и1юпз  Ле  ио*ге  ргоЫёте,  Лапз  1а  ргепиёге  рагИе 
(1е  се1  оиугаде. 

Бапз  1а  Леих1ёше  рагйе  поив  ^гакегопз  (1ез  тёЛоЛез,  раг  1ездие11ез 
оп  реи*  оЫешг  сез  вЫШишв  Лапа  1ез  саз  1ез  р1из  31тр1ез  е1  еп  тёте 
1егарз  1ез  р1из  ]'трог(ап(з  роиг  1а  рЬу81дие,  с'езЫнИге  диапЛ  1ез  рагИ- 
са1ев  во п1  ее  реШев  врЪёгез  с!оп1  1ез  гауопз  зоШ  аззег  реМ1з  еп  сотра- 
га18оп  ауес  1еигз  <И8(;апсе8.  Ье  ргоЫёте  Л'ипе  веи1е  зрЬёге  (гоиуе  за  во- 
1и1юп  сотр1ё1е  к  Га1Ле  Лез  ГопсИопз  Ае  Вевзе1,  роиг  1е  ргоЫёте  Ле  р1а- 
згеш'з  зрЬёгез  поиз  ЛётопЪгегопз  ипе  тёьЪоЛе,  апа1а$ие  &  се11е  с1е  МигрЬу 
роиг  1е  ргоЫёте  апа1о#ие  йе  Гё1ес1;гов1;а1^ае.  3'*\  Л6]к  НИ  «еде  Ле 
сеие  тёЙюЛе  Лапе  та  (Ьёопе  Ли  йШетеп!;  Лапз  1ез  таззез  согШпиез  *)» 
тааз  запз  Лоппег  ипе  Лётоп81га1иш  Ле  сеие  тё1ЬоЛе,  ёуШеп^е  аи  рге- 
пмег  азрес*  сотте  се11е  Ле  МигрЬу.  Ма18  сотте  оп  пе  ЛоК  раз  1ощоигз 
зе  Яег  к  сез  ёуИепсев  аррагепйез,  11  т'а  раги  пбсеышге  Ле  еотЫег  сеие 
]асипе  е1  Ле  Лётопкгег  к  тёгЬоЛе  еп  яие&иоп  ауес  1ои1е  1а  п$иеиг  пё- 
сезза1ге.  Ои  зак  дие  Лез  гоёИюЛез  апа1овиев  ех1з1еа&  роиг  кв  ргоЫётез 
1ев  р!из  сШЕёгеп1з  Ле  1а  рЬуз1дие  (Ьбовдие;  поиз  ге1гоцуопз  к!  оп  Лез 
шз1гитеп1з  1ез  р1из  ршззапи  Ле  Гапа1узе  та*Ьёюа(1дие« 


*)  А.  Кот,  Еше  ТЪеопе   Лег   КеНшпд    ш    коп1шшег1юЬеп    Маввеввувгетеп. 
ВегНп,  1901.  (РегЛ.  Штт1ег8  Уег1а^). 
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РКЕМ1ЁВЕ  РАКТ1Е. 

ЬЕ8  ТНЁ0КЁМЕ8  Б'ЕХ18ТЕЯСЕ  ЕТ  ЬЕ8  ГСШСТКШЗ  1Ш1УЕВ8ЕЬЬЕ8. 

СНАР1ТВЕ   I. 

С0В01ХАШЕ    Р'ТШ    ТНЁОВЁМЕ    РЕ    М.    РОГОСАКЕ. 

§  1.  Еп  т'арриуап(;  зиг  ап  1Ьёогёте  с1е  М.  Ротсагё,  дие  ]'а1 
<1ётоп(гё  гёсетгаеп!  Лавз  1ои1е  за  #ёпёгаИ1ё  л)»  №  те  ргорозе  <1е  ёё- 
топ1гег  1е  1ешгее  зшуав!;: 

8<пеп1; /*х,  /"2, . ..  ,/"р  р  {опеМопз  сопМпиез  ачес  1еигз  рге- 
ппёгез  йёпуёев  Лап»  1;ои(  1'езрасе  зиг  1ез^ие11ез  поиз  Гегопв  1а 
зеи1е  зиррозШоп  ди'еИез  зснет*  1шёа1гетеп(  ийбрепйапгез, 
с'ез<;-&-<Нге  ди'П  в'ех1з1е  еп1ге  еНез  аисипе  ге1а11оп 

<1апз  юиС  Ревраее,  /8^^,...,/^  ёЬап*  Дез  сопзЬаи^ез  гёеПез 
за118{а1зап1  к  ГёдоаНоп 

е1  ^^Ге11е8  а1еп!  1ои1;ез  1ез  диаШёв  Дв  ро1епие1з  к  1'ех1ёпеиг 
Д'ипе  зигГасе  Гегтёе  со  Де  соигЬиге  сопйпие,  ^и^  реи1  зе  сога- 
розег  (1е  р1из1еигз  паррез  зёрагёез;  оп  реп*,  ии^оигз  (роиг  ип 
потЬге  р  авзег  #гапД)  1гоиуег  р  совз1ап1ез  гёеПез 


(5) 
(6) 


ее 

тапхёге  <}ие 

°1>    «2 

«?  +  «!  + 

•••+«,2 



1 

е1 

дие  1а  ГопсИоп 

^  —  ^Л+в» 

/;+••• 

+ 

%ГР 

за! 

1з!аззе  к  ПпёраШё 

1  цРдх 

{ 

.он            < 

а3 

» 

(7) 


1)  АЪЬапсПип&еп  гаг  РогепЫаНЬеопе,  №  4,  р.  6,  ВегНп  1902.  (Регй.  Ойтт1ег'8 

Уег1ав). 

_    а3 
3)  Оп  речь  аавв!  Ыеп  ёспге  <  -^ — . 
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ой  а3  гергёвеп1е  ипе  сопз(ап1е   Пп1е    пе    <1ёреш1ап1  ^ие  (1е   1а 
Гогте  <1е  1а  зигГасе  со  е!  1ои1  к  ГаЦ  1пс1ёреп<1ап1е  дез  !опс1лоп8 

§  2.  Ьа  йётопзи-айоп  а  ГаМе    <1и    Лёогёте    йе  М.    Ротсагё   евЬ 
ех1гбтетеп1  ГасНе;  оп  реи!;  (Гаргёз  се  1Ьёогёте  1ои)оигз  оМешг  ГтёдаШё 


1 


грЧг 


е1  Й'аи(ап1  р1ив  ГтёдаШ  (7),  ршэдие 

I  у>2йт  I  #>2йт 


I)2 


СНАР1ТКЕ    II. 

80ШТЮК    о'тШ    РВОВЬЁМЕ    ТКЁ8    ОЁХЁКАЬ. 

§  1.  N0113  поиз  оссирегопз  тат1еиапЬ  сГип  ргоЫёте  1гёз  8ёпёга1, 
дие  поиз  ёиопсегопз  Ле  1а  ташёге  вштапЪе: 

8о1еп1  (  е1  <р  деих  {опсОопз  сопИпиез  ауес  1еигз  ргеппёгез  дёп- 
уёез  к  ГтЬёпеиг  «Типе  зигГасе  со  <1е  соигЬиге  сопШше  (дш  реи*  зе  сот- 
розег  (1е  р1из1еиг8  паррез  зёрагёез)  е1  ффО. 

Оп  сЬегсЬе  ипе  ЬпсЫоп  V,  сопйпие  ауес  зез  ргегшёгез  йётёез 
<1ап8  1ои1  Гезрасе,  дт  ваизЫй  к  1'ш1бпеиг  с1е  со  к  1^иаЫоп 

Д;+к*<р*11  =  Г*  (8) 

еЬ  дш  а  1ои1ез  1ез  диаШёз  сГип  ро1еп11е1  к  Гехкёпеиг  (1е  со  (к2  ип  потЬге 
ровШГ  ^ие1соп^ие  (1оппё  (Гауапсе). 

Коиз  {огтопз  зиссе831Уетеп1  1ез  ГопсИоив 


с/ 

м;. (ж,  у ,*)  =  +  —-  I  <^2М;_,  (|,  ц,  $) 


«  *[  (9) 

I 

Г 


0  =  1,2,3...) 
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г  61ап1  1а  Й181апсе  <1и  рош(  (ж,  у,  е)  <1'ип  ё!6шеп1  их  (§,  у,  $);  а1огз  оп  а 

4ц, -Л 

<ч=-*ч.  (10) 

•••••••а 


&  Гш1ёпеиг  йе  а>. 

841  ёЫ(  ро881Ые  йе  йёшоШгег  ^ие 

Нт  и.  =  0 , 

У=оо 

е(  ^ие  1а  вёпе 

и0  +  к*их  +  &4м2  +  • . . 

гергёзеШ»  ипе  {опсИоп  сопИпие  ауес  зев  ргепмёгев  с1ёпуёе8  с.апз  1ои1 
Гезрасе,  оп  роиггаИ  айгтег  дие  сеИе  (опсЫоп  ев!  ипе  8о1иМоп  <1е  по1ге 
ргоЫёте. 

Ауап1  (1'апа1у8ег  сев  диезЙопз  (1е  сопуег^епсе  а  Га.ёе  <1е  1а  гаё1Ьо<1е 
соппие  ее  М.  Рошсагё,  Н  поиз  Гаи!  (1ётоп*гег  диеЦиез  ргорпё^ёв  (1ез 
{опсНоив  и0,  к3 ,  и2 ,  . . . 

§  2.  Зиррозопз  ди'П  у  аИ  еп!ге  1ез  р  +  1  ГопсИопв 

«О,    <*|»    «2»  '••  'V-!'    НР 

ипе  геЫюп 

^о»  Л»  ^2'  •  •  •  >&р  ^п'  ^ев  сопз*ап1ез  гёеНез,  дш  заИзГоп*  а  1а  сопйШоп 
/*02  +  /*2  +  1*22+...+/*я2=1  (12) 

(р  ип  потЪге  епйег  е1  Яш). 

Ши$  аИопз  (1'аЬог(1  ёётои1гег  дие  Гоп  реи*  1ои)оигз  ДёДшге  (1е 
(11)  ипе  гекИоп 

4       Г0*о  +  71*1  +  Г2и2+  •••  +  7Р-хир-1  =  01  (13) 

Уо»  Ур  Уг»  •  •  •  »7р-1  ^ап*  ^в8  «опзипкев  гёеНез,  дш  за1.8.Г(ш1  а  .асопйШоп 

/о2  +  /12  +  Г|+-"+^-1=1.  (14) 

Лапз  сез  кгшя  саз: 
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1)  31  ГёфШюа 

0О  +  Р1х  +  р2х*  +  . . .  +  0рх*  =  0  (1 5а) 

ои 

#0аГ  +  ^х?-1  +  №-2  +  . . .  +  89  =  0  (156) 

лйтеЬ  ипе  гасте  гаа^тапге 

х1  + йа,    (#2  Ф  0) ; 

2)  31  сеМе  ёдиапоп  а  ипе  гасте  гёе11е  е1  пё^аНуе; 

3)  81  сеМе  ^иаНоп  а  ипе  гасте  (1оаЫе. 
Еп  ейеЬ,  ДёЯтззопз  1ез  р-\-2  соп81ап*ез 

раг  1ез  ёдиаИопз 

ауТ  =  ^,  +  ал?70. 

аГ2  =  02  +  «^1» 


(16) 


0  =  ^  +  а«^в1, 

Г;  +  Г?  +  7«1+---+75.,-1. 

се  ди1  ез1  роззНйё  йе  р    татёгез,  гх  ё!ап1    ипе    гасте   дие1сопдие    йе 
Гбфийиш  (156);  а1ог8  оп  а 

(17) 
=  х(/0м1  +  у1и2  +  . . .  +  Г^и,) 

ег  а  еаизе  <1е  (10) 

Л  {70и1+У1и2  +  '  '  '  +  ЗУ-11^ 

(18) 
=  —  х^2\г0и1-\-71и2+  . . .  +  /„.-1^ 

а  ГшИпеиг  йе  со;  81  тат^епапЬ  ГёдиаЫоп  (15Ь)  айте*  ипе  гасте  1та- 
^тап-е 

я  =  я,  +  г#2     (#2  Ф  0) , 


—  75  — 

оп  а'а  ди'а  розег 

Уо«1  +  ГХЩ  +  •  •  •  +  /„_,«„  =  X  +  гУ, 

к  шиМрНег  ГёдиаНоп  (18)  раг  (X — г  Г)  е1  а  ш16дгег  аиг   1е    йоташе 
Ыёпеиг  <1е  «о  роиг  агтег  а  1а  ге1аЫоп 

Пд(Х— И)д(Х+И)  ,  д(Х— г7)д(Х  +  гГ)      <?(Х—  *Т)(КХ+гТ)] 
дх  дх       ~т~       ду  ду        +        да  дг       I 

<+« 

=  -(*,+ 1*2)  Г  <рЧХ*  +  Г»)  <*т , 

I 

^и^  тёпе,    сотте  1е  ргеппег  тетЬге  ез!  гёе!  е1  х2  ф  0 ,  аи  гёзиКа! 

Г  9>2(Х*  +  7^)^  =  0, 

с'ев1-а-<Иге 

Уо«*1+/1м2+---+Ур-1|*я  =  0'  (19) 

он,  раг  ГорёгаИоп  А, 

/о^о  +  ^^Ч-  •••+Уя.-1е|я-1===0-  (2°) 

81  1^иаИоп  (156)  а  ипе  гасюе  гёе11е  е*  пёдаМуе 

X  ==  Хц    1 

оо  (гоиуе  еп  тиШрНапЬ  (18)  раг 

е*  ев  тМ^шИ  8аг  1е  йопнипе  пиёпеиг  с1е  о> 
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е(  оп  агте  <1е  поиуеаи  аих  гёзиИа18  (19)  е(  (20),  рагсе  сц\в  1е  ргепиег 
тетЬге  <]е  сеМе  &цт1шп  ее  еотрозегаИ  де  1егаез  пёдаЫй,  ^и^  <1еуга1еп1 
юиз  з'атш1ег. 

81  епЯп  Гёдиа1шп  (156)  а  ипе  гасше  йоиЫе  ^ие  поиз  роиуопз    йи 
гез1е  зирроэег  гёе11е  е4  розтуе 

х*=х, 

оп  реиЬ  (1ё(егтшег  1ез  р  соп81ап1е$  д0,61,...  ,<Зр_2,  Ь  Ле  йцоп  ^и,е11е8 
8а<Ма&5еп1  аих  ё^иа^^оп8 

И  в  7» +  &**ц 

—  (21) 

И-»"8  *"*-«  + ****-»• 

е(  РёдиаНоп  (17)  ёеу1еп1 

Р—2х~*\  +  х<Г3  =  0,  (22) 

ой 

&  =  <^о«о  +  ^1  «1  +  •  •  •  +  6Р-г%-2 » 


'-^*. 


1    Г<рЧ\ 


(23) 


Бе  (22)  е1  (23)  оп  Иге 

Л  Р  +  2  5  <р3Р  —  х*у*Ъ\  =  О 

а  Пп1ёпеиг  ее  со;  еп  тиШрНап(  раг  ( — Р^йт    е1  еп   ш(ёдгап(  зиг  »' 
оп  оЫлеп1  ') 


»)  Оп  а 


Г  Я>*  (I"  —  2х  ДО",  +  х*Р*)  Ат  =  0 , 

с/ 
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й'ой 

Р—хГ1  =  01  (24) 

иие  едиаЬюп  Де  1а  Гогте 

^0!  /*!>•••  *Гр-}  6ШЛ  <*е8  сопзиш&я  асвдоеНев  оп  реШ  епсоге  1тро8ег 
1а  сопёШоп 

Г*     I      г»2  _;_            _  Г»2        __  1 
*0     ГМ      ■      •  •  •      I     •*,.-!  1в 

N0118  ауопз  ашз1  йётоп1гб  1а  ргорозШоп  ^ие  Гоп  реи!  инцоига  гё- 
с1шге  ГёдиаНоп 

^омо-гЛ«*1  +^2и2-г  •  •  •  +&рир  =  ° 
&  ипе  ёфийюп 

70«0+/1М1+У2^2+  •••+/«  *т  =  0'       (»  ^  Р)  (25) 

(1ап5  1аяие11е  у0,  7\*7%%  -  •  •  ,7т  гергйзеп1еп1  Йез  соп81ап!е8  гёеПез    заЫз- 
йизаШ  &  1а  сошШюп 


71  +  71  —  71   Г----Г72— 1 
е1  роззёдап!;  1а  ргорпёгё,  дие  Г&ртаМоп 

7о-т7хх-г72Х2  —  •  •  •   г/жгт  =  О 

аДгае*  т  гастез  розШуев  е(  81тр1е8. 

Бёз^шшз  сез  гастез  раг  хг ,  х.2 , . . . ,  хт ,  оп  аига 


(26) 


(27) 


1 

1 

...  1 

*1 

«2 

•••*т 

*» 

Л2 

х2 

•  ■•*: 

1  *г 

-1  „т— 
Л2 

1  •  •  •  к,-1 

ФО, 


(рагсе  яиЧ1  п'у  а  раз  Йв  гастез  тиШр1е8),  е1  оп  роигга,  &  Га1<1е  йез  т 
ге!а1юп8 


м„      = 


«,     = 


и,     = 
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-г         ЕГ..' 

•+  *«ц.. 


«-1-*Г,г71  +  аГ,^+.--+«Г,17-.: 


(28) 


(гошгег  роиг  17, ,  ГГ2 , .  • . ,  Цт  Лее  ехргеззюпз  Нпеыгев  раг  гарроП  к 
и0,  иг>  и2, . .  ■  ,мт_1«  Свете  «,,  х2, . ..  ,#ш  за(Моп1  а  ГедиаНоп  (27), 
оп  Иге  <1е  (25)  ек  (28) 

«-  -  *Г01 + ад + •  •  •  +ад. . 

е(  оп  роигга  гетрксег   1а    ДОшШоп  (28)    <1вз  С7,,  Г7"2 Пт    раг  1а 

">  =  *^  +  я^О",  +  •  •  •  +  <  Я»  •      «=>.«.....-)      (29) 
Раг  Горёгайоп  А  Н  з'епзиН 

— «>Ч-1  =  *^е1  +  *ЙЯ2  +  •  '•  •  +*^С?Я, 

0=1 «О 

ои,  сотте  оп  а  <1Ъргёв  (28) 

0  =  1,2,...,т) 

оп  (гоиуега 

О  =  х{~'  (*,  Щ  +  9'ЕУ  +а*-ЧМ1Г,  +  92С72)  +  •  ■  • 

+*г1<*,^т+9>ч7м), 

с'ез1-а-<Нге  т  ^иаиопв  Нпеыгез  е(  пото^ёпез  раг  гаррог1  аих  т  ^иип^^№8 

х^Ъ  +  чРЪ,    х%А11ъ  +  <Р>Т12,...,хтА1]м-г<Р*Т1т, 
(1оп(  1е  4ё(егтшап(:  езЬ  Ф  0 ;  И  &и1  с1опс  ^ие 

Х$АЦ  =  —  9>"Ц,  0=1.2 т)         (33) 

(а  1'т1ёпеиг  <1е  <в). 

II  у  а  роиг  сЬадие  [7,  деих  роззНнНгёз 


<80) 


(31) 


(32) 


^=0, 
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011 

йапз  1е  йегшег  саз  И  (аи1  аизз!  дие  1е  х-  соггезропйаШ  8011:  ф  0. 

Ьа  ргашёге  &}пайоп  (28)  поиз  арргеп(1  <1опс  ^ие  Гоп  роигга    1ои- 
,)'оигз  Игег  (Типе  ёдиаНоп  ее  1а  (опое  (11)  1а  сопсНшоп  вшуаШе:  Оп  аига 

и0  =  их  -М72  —  . . .  +  Я, , ' )  С  <р) 

Г^р  С2»  •  •  •  »  Ц,  64ап1  Лее  ГопсИопз,  сопМпиез  ауес  1еигз  ргепиёгев  (16- 
пуёез  <1апа  1ои1  Гезрасе,  ваИзйизатН;  к  Йев  ^иаНопз 

Л  V.  =  —  —  ф8  [Л  0=1,2 п)  (34) 

Ь  Гш1ёпеиг  с!е  со  е!  ауап!  ЮШез  1ез  ргорпёЬёз  (1е  ро1еп(1е1з  к  Гех1ё- 
пеог  <*е  <о;  1ез  х^  8<ггй  Лев  шнпЪгез  роэШГз,  сКЙёгепйз  йе  гбго,  вайз- 
йизаиг  к  Г&ртайоп 

Ои  реи!   ^ощоигз  еп  сопз^иепсе    йе   1а   зиррозШоп   (11)   аШгтег 
дие  1а  ЬисИоп 

1 

п 

СГ=-У— ^Ц  (36) 

1^*а  —  — 

герг&еп1е  иве  8о1и1кш  ее  по!ге  ргоЫёте 

г^^7^-А;V6Т  =  /,    (а  Ргагёпеиг  йе  со), 
Л  Л  =  0    (&  ГеПёпеяг  де  со), 

1 


*/ 


роигти  дие  42  Ф 

Ьа  8о1и1юп  (36)  а,  сотте  Лтсйоо  ее  А2,  п  р61ев  81юр1ев 

7?        1 

А2  = — .  0=1.2 «) 

Х- 
3 


*)  Роиг  /"  оп  (гоиуега  1а  геЫюп 

п     ет. 

г }  хз 


—  80  — 

Зиррозопз  диЧ1  у  аИ  ипе  аи!ге  8о1и1юп  V  йе  по1ге  ргоЫёте;  Л 
Гаи4  а1огз  ^ие  1а  ГопсОоп  ЕГ —  II,  сопНпие  ауес  зев  ргеппёгез  йётёев 
ёапз  *ои*  Гезрасе,  заИзГаззе  а  1а  сошКиоп 

А($'  —  V)  =  —  **9>9  ( V  —  V)    (к  ИпЫпвиг  йе  ш),  (37 ) 

е!  ди'еПе  аН  !ои1ез  1ез  ргорпёЪёз  й'ип  ро^епЫе!  а  Гех*ёпеиг  йе  да. 

§  3.  Зиррозопз  таш1епап1  ди'П  п'ех1з(е  еШге  1ез  ГопсМопз 

аисипе  гекйоп  йе  1а  Гогте 

р  ё1ап!  ип  потЬге  /вм,  ^0,  /?х ,  . . .  ,^р  йез  сопз1ап*ез  гёеИез  ваЦвййвапй 
а  1а  сопйШоп 

N0^  Гогтегопз  зиссе881уетеп1  1ез  ГопсИопв 

»0  =  —  4я   I  [а^~  У4(<Х' «О  +  а2«1  +  '  •  '  +  «,«,-!)]  "7" 

I 

,     1    Г.  йт 


(38) 

0=1.2,...) 


р  ёЬ&Ш  ип  потЬге  епйег    е(  Пш,  а0 ,  ах ,  . . .  ,ар  йез  сопзШШез    гбеНез 
8аи8&18ап1  к  1а  сопсИНоп 

Яоив  аПопз,  й'ипе  ташёге  апа1о§ие  а  1а  тёЛойе  соппие  йе  М. 
Ротсагё,  йётопйгег  ^ие  Гоп  реи!  (еп  ргепап!  р  аззег  дгапй)  сЬо181г  1ез 
сопз1ап1е8  а0 ,  а] ,  . . . ,  ар  йе  йи;оп  дие 

аЬз.(^)^Л.^',  (39) 

81  А  гергезепЪе  ипе  сопзЪаШе  Яше,  Ь  зайз&к  к  1а  сопйШоп 

0<Х<1; 
й3  реи!  ёЬге  ип  потЬге  аизз!  дгапй  дие  Гоп  уеи*,  пшз  йоппё  к  Гауапсе. 
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Ь'шбваДО  (39)  ипе  Ыз  ЛёпюпЬгёе,  оп  роигга  аШгтег  дие  1а  Гопсйоп 

*> =  «"о  +  *2а;1  4~*4иЪ  +  •  •  •  (40) 

гергёзеп1е  ипе  ГопсИоп,  сопИпие  а?ес  зев   ргеппёгев   ёёлубез    йап8  (ои( 
Гезрасе,  заИзйизап!;  а  1^иаИоп 

Ь  Гш1ёпеиг  (1е  го  еЪ  ауап!  1ои1ез  1ез  ргорпё!ёз  (1'ип  ро^епйе!    к  Рех^б- 
пеиг  йе  со. 

N0118  сЬегсЬегопз  роиг    1а  йёшопз1гаиоа  Ле  по1ге    ргоровШоп   ипе 
1шп1е  вирёпеиге  роиг  1е  ^ио^^еп^ 

т  ё!ап*  ип  потЬге  епОег  е!  Ям  ^ие1соп^ие,  та1з  ёоппё  &  Гауапсе. 
Оп  а  буМеттеп! 


^1 


еп  (1ё81дпап(;  раг  шах.  <р%  1а  р1из  $гап<1е  уа!еиг  дие  ?2  ршззе  аУ01г;  йопс 


81  Гоп  ргепё  р  зиШзатшеп!   ^гапй,  оп  роигга,  сГаргёз   1е    1етте 
р.  4,  сЬо131Г  а0 ,  1^ , . . .  ,  ар  йе  йи;оп  дие 


—   82  — 
гоЫт 


<^= 


(а2  ипе  сопвШ^е  Яше  пе  Дёрепс1ап1  пи11етеп1  Ле  р  ш  Йе  м;^,  ршвдие 
II  У1епс1га  (1опс 


)■ 


Г»'^-!*  ^' 


5^2»  (42) 


роиг  ип  гп  йт  диекопдие  (пшз  йоппё  к  Гауапсе),  еп  сЬо1818вап1  р  аззег 
йгапй  е!  еп  ргепап*  роиг  а0,  ах,  а2,*..,ар  йез  уа1еигз  а^\  а<т>, 
а^т> , . . . ,  аН  ргоргетепЬ  сЪо1б1е8  *). 

Сотте  оп  а 

<  <  < 

С  2) 

=       9>аМ>тЮт_2*Г»  («=1,2,8,...) 

« 

оп  сопс1ига 

е1  аш81  8иссе831Уетеп1  еп  ^епапЬ  согарке  Де  Гшё^аШё  (42) 


*)  Яоив  арийств  1ев  шсНсев  (т),  рагсе  ^ие  1ев  а  уапегоп*  ауес  1е  потЪге  т ,  реп- 
йап*  ^ие  р  вега  1ои1  а  Ы1  тйёрепйаги  с1е  т. 

а)  Оп  розега  роиг  т  =  1 


-«а 


<Р3«>т-2  =  ао/"—  <Р3(<Ч"о  +  «*«1  +  •••  +  вя^р-1)' 
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I  9>аи?02йг 
< 

|  ^9  {«</-  9*  К  «О  +'«2«1  "Г  •  •  •  +  "^«я-1>}2  ЙТ 

« 


9>Х<7т  \ч>2илт^аг  УР 


8/"4 


Се  гбгаКа!  п'езЪ  йбтоп1гб  ^зди'а  ргбзеп!;  дие  роиг  ип  т  Яш  дие1- 
сопдие,  пшз  йоппб  к  Гауапсе,  Н  1трог1е  с!е  1е  ёётоМгег  роиг  ип  т 
спизвап*  тйёЯштеп*.  Nои8  ге^агйегопз  роиг  се1а  сф"* ,  а™ , . . .  ,  с№> 
сотте  1ез  соогйоппёез  сГип  рою1  зиг  1а  зрЬёге 

с!апз  ип  езрасе  йе  р  +  1  сШпепзшпз,  а1огз  1а  сопДШоп  (43)  зега  гегорНе 
роиг  ип  сепШп  дотате  6т  (1е  сеЦе  врЬёге. 

Ыоиз  роиггопз  ее  1а  тёте  гоашёге,  еп  сЬо1818зап1  ргоргегоет 

а(т+1)>  «ОЧ-п,...  ,а^+)), 
оЫешг  1ез  шбдоШёз 


Гд>агг02йг  Г^Х 


I  •' 

^...^1 ^ ^Суыге 


(44) 


(1а  С"и  Гние  ё1ап*  1ощоигз  1оиЪ    к  Гак    тйёрепйапЪе    йе    ш    е1  ее  #). 
Ьез  ро1п1в 

а(т+1)       а(т+1)         .         «('«4-1) 

^щ  ваИзйшЬ  а  1а    сопДШоп  (44)    зе  (гоиуегоШ    йапз    ип    Дотате  дт+1 
ш1епеиг  а  д      ршздие  1ез  сопйШопз    (43)  зопЬ   имцоигз    гетрПез    к  1а 
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вш1е  йез  сопДШопз  (44).  Ей  сопИпиапЬ  <1е  сеМе  ташёге,  оп  (гоиуега 
^ие  1е  йоташе  б9Н_2  соггезропЛап*  йок  61ге  ш1ёпеиг  &  ^т+1,  е1  аш&1 
йе  вике;  И  Гаи!  Лопс  ^и,^1  у  аИ  Дез  уа1еигз 

а.  =  Ит  <х}т> ,  0=0,1,2 Р)  (46) 

т=оо 

роиг  1е8дие11ез  1ез  ш6<гаН1б8  (44)  зегоп1  1ощоигз  ушез,  твше  81  т  сго11 
т<1ёЯштеп1. 

А1огз  поиз  аигопз  еп  розап!; 

1 


Ь,-^=  (46) 

е(  еп  ёёодпапк  раг  В  ипе  сопз1ап1е  Яше,  шйёрепйапЬе  <1е  у , 

Еп  1епап1  сотр(е  дие 

1    Гт2  ЙТ 


IV, 

оп  (гоиуега 


йопс: 

аЬз.  Ю)  <  А .  1^  ,  о=о,  1 , 2...)  (48) 

А  ШхА,  ипе  сопз1ап1е  йше,  шйёрепйапЪе  Йв  ,;'. 

81  поиз  ргвпопз  тат1епап1  роиг  к2  ип  потЬге  Яш  дие1со!щие,  пшв 
йоппё  (Гауапсе,  поив  роиггопз  (мцоигз  еп  сЬо1813зап(;  р  аззег  дгапё  оЬ1е- 
тг  дие 

81  I/  ев*  ип  потЬге  диекопдие  заЦзйшапЬ  к  ]а  сошШшп 

О  <  Ь  <  1 , 
е1  оп  аига  а1огз 

аЪз.(*^)<:Л.1,',  (49) 

се  дие  поиз  УоиНопз  <16топ1гег. 
Ьа  зёпе 

гю  =  м>0  +  **«;,  +  А4и'2  +  . . .  (50) 
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гергё8вп1ега  скшс  пне  ЬпсНоп,  сопйпие  атес  вез  ргепиёгез  йбтбез  Лапе 
1ои1  1'езрасе,  заИзйивап!  а  Гёдиа1юп 


Аю+1?<1>*и)  =  а^—  9а  («,  *0  +  «2*1  +    •  •  +  арир-г) 


(51) 


к  Гийёпеиг  <1е  со  е1  ауап1  1ои1ез  1ев  ргорпё16з  д'ип  ро1епИе1  &  РехМ- 
пеиг  <1е  (о. 

§  4.  N0118  8ирроаегоп8  (ГаЪогд  ^ие  &'  пе  воИ  рае  ипе  Лее  гастез 
с1е  1^иа(юп 

(-»У^  +  (-*,)^Ч+    "-^а^г  +  ар  =  09 

се81-к-й\ге  ^ие  1е  (Шегтгаапй 


(52) 


о0     а,      а2  . . . 

йр 

1  —  к*     0  ... 

0 

0       1  —  Ь*... 

0 

2)  = 

О       0       0  ...  1—  к2 

8011  ф  0 ;  оп  роигга  а1огз  йёвшг  1ев  р  -}- 1  ГопсИооз 

V    ТГ    1Г ,...,№  }) 
раг  1ез  р  -\-  1  &}иаЬюпз  Нпёаигев 

17 — *^СГ 


=  «- 


о      ' 


сг-й8ег 


=  м 


1        » 


(53) 


#е->  —  РЕГ»  —  ^.,. 


СЬасипе  Лее  ГошЛюп»  Л,  II' , ...  ,  ЦЮ  гергёзеп1ега  ипе  ГопсИоп 
сопйпие  атес  зев  ргепмбгев  ёетбез  йапз  (от  Гезрасе  е1  ауап(  1ои1ез 
1ев  ргорпеЧев  ае  ро(епНе18  а  Гех16пеиг  де  в>;  поиз  уеггопв  (асПетепЬ 
дие  1а  ргеппёге,  1а  Гопс(10П  II,  за^МаН  а  ГЫбпеиг  ее  со   а   ГёдиаНоп 


^г/Ч-л3^9  «7=Л 


(54) 


*)  Ьев  ш&сев  О")  пе  сЫуеп*  рае  ёЧге  рпз  1С1  йапз  1е  вепа  ^ие  Л^  гергё8еп1е 
1а  ^-*«  Дётёе  <1е  (7  раг  гарроП  а  ппе  уапаЫе  ^ие1соп^ие. 
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Еп  еЙ'е1,  ёстопз  1ев  ёдиаЫопз  (53),   &  ГехсерЫоп  ее   1а  ргепиёге, 
Де  1а  ташёге  зшуаШе 

С7с'-,)  —  л2  глл — «у_,  =  о ,      0=1.2,!...,)  >) 

аррИдиопз-у  ГорёгаНоп  А: 

ЛЕ/0-»  —  АМг7(Л4-<рам>_2  =  0,        (=1.2 Р)  а) 

асШМоппопз  сез  йеих  §гоирез  й^иаЫопз,  аргёз   ауоет  тиШрИё  1е  рге- 
пнег  раг  489я;  оп  1гоиуега 

{А  17+  к*д>*  V  -  Г)  —  V {Л  ТТ  +  * V  V  +  <Р\)  =  О  . 

(4 17'  +  к>9>а  О"  +  9>Ч>  —  *8  (А  V  +  *  V  V  +  У2»,)  =  0 , 
(56) 

(Л  и(*~1)  +  к  V  Е71Р-,)  +  <р\  _,)  —  *»  (4  0«  +  *'  9*  #р)  +  Ф2  «,_1)  =  0  • 

81  Гоп  а^ои1е  а  сез  р  е^иаНопз  1а  ргепиёге  ге1аиои  (53)  ^ие  Гоп 
реи(  ёспге,  ей  1еиап1  сотр1е  с!е  (51),  (1е  1а  ташёге  зшуаШе 

%(А11  +  1&Ч1—1)  +  а^АТТ  +  Ъф1Г  +  <р*и0) 
+  а2{А1Г  ^к*<р*Я' +<р\) 

+ (56) 

+  ар{АПЫ+к*<р*№+Я>\_х)=0, 

оп  а  р  -)- 1  ефшИопз  Ъ'пемгев  еЬ  пото§ёпез  раг  гаррогй  них  р  ццтИЬбз 

А11  +  к'<р*11—Г,  АЮ'  +  к*<р*1],  +  <р*щ,  /1  ?7' +  *  V  СГ"  +  9>Ч  > 

. ...  2 17»  +  к*<р*  0«  +  <ргир_, , 

йоп1  1е  (1ёЬегт1пап1  (Х>)  ез1  ф  0;  сез'диапШёз  (Ыуеп1  йопс  з'аппи1ег,  еп 
раШсиНег  1а  ГопсЬюп  V  сЫ1  заЫзШге  а  ГёдиаМоп  (54)  а  ПпЬёпеиг  йе  о». 
Б'аргёз  1ев  ёдиаЫопз  (53)  оп  аига 

и=^>  (57) 


!)  Еп  розап!  роиг  ;  =  1 : 

*)  Еп  ровап*  роиг  }  =  1 : 

»>/_«  = -л 


87 


ои 


Р  = 


и0-к2     О 
«,       1    —  к2 


се 


р-1 

О 
О 


О 
О 


(58) 


мнО       О       . . .     1     —  к2 

пои8   ауопз   аш81  оМепи    ипе    8о1и1юп  V  йе    по1ге    ргоЫёгое,    81    Гоп 
еЫмвН  р  зиШзаттеп!  згатк), 

к2<^р2$ 
е*  пе  ваЬзШзап*  раз  &  ГЭДиайоп 

#  =  0. 
Ье  саз  ехсерИоппе!  йетапйе  ипе  (Изсизэюп  зрёс]а1е. 
§  5.  81  к%  зе  гарргосЬе  (1'ипе  Лез  гасгпез 
»! ,  л2 , . . .  ,  К р 


<1е  ГйртаМоп 


1>  =  0, 


1а  (опсМоп  V  сгоИга  (Гаргёз  (57)  шйёГиитепй,    ехсерНоп    Гаке    роаг  1е 
сав  дие  Р  з'аппиИе  еп  тёте  (етрз. 

II  8'ар1  й'ехаттег  1а  ГопсИоп  Р  аи  усйзша^е  Дез  рб1ез 


1.2  __  7.2      1.2  7.2 

/V     —  Лг|   ,     Л2    ,    •    •    •    >  П>у  • 


Оп  а  (Гаргёз  (58) 


АР 


Льо 

а,       а2    . 

. .    а    . 

р-1 

а 

1 

4и0 

—  к2      0     . 

..    0 

О 

Лих 

1    —  *3    • 

..    0 

0 

Ли __,      О        О 


1      —Л2 


е*  к  Гш(ёпеаг  Йе  со 

«о/"— 9>8(«1М0+«2«1-г---  +  арМр-1)  а1     °* 


4Р+Ь8<Р3Р=  —  ФХ  +  ^^м, 


—  А2     0    . 
1  —к2  . 


р-1       р 

.  О       о 

.  о     о 


—  9>\.2-\-к3д>2ир_1 


О       О    ...   1  —  к3 
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011 


81  поив  йё818поп8  раг  Ру  1ев  уакигз  йе  Р  роиг 


(59) 


поиз  аигопз 


ЛР^  = —  Ц<Р2Р;    а  НпМпеиг  Йе  со, 
к  1'ех16пеиг  йе  о>; 


ЛРу  =  0 


(60а) 

(во*) 


поив  зауопв  Йи  гез!е  дие  1ез  (опсНопз  Р.  зопЬ  сопИпиез  ауес  1еигв  рге- 
пнёгез  йбпуёез  йапз  1ои1  Гезрасе,  е1  ^и,е^1ев  ов1  1ои1е8  1ев  ргорп6(& 
Йе  ро1епие1б  к  Гех1ёпеиг  Йе  со. 

Яоиз  т*гойшзопз  шаш1епап1  1а  пойоп  йев  !опс1лопв  ишуегзеНев 
раг  сеКе  йбГнпйоп: 

Яоиз  арреПегопз  ГопсИоп  ишуегзеНе  соггевропйаи!  к  1а  вигСасе  ш 
Й'ипе  зеи1е  ои  йе  р1ив1еигз  раг1лси1е8  сЬадие  Гопсйоп  Ф^  сопЫпие  ауес 
вез  ргепнёгез  йётёез  йапз  1ои(  Гезрасе,  за^зЫзап*  к  Гш1ёпеиг  йе  со 
аих  ^иаНопз 


Аф.  =  —  к)(р2Фр     Г^2Ф«йт=  1 


(61) 


еЬ  ауапЬ  а  Гех1ёпеиг  йе  ю  ЪоъЬеъ  1еа  ргорпё1ёз  й'ап  \ю1епйе\;  поив 
арреПегопз  Щ  1е  потЬге  соггевропйап!;  к  1а  Гопсйоп  ишуегвеИе  Ф}. 
Бапв  1ез  аррНсайопз  а  1а  рЬуз1дие  поия  розегопз  (ощ'ошгв  д>2  =  1 . 

Аргёз  сеие  йёйшйоп,  поиз  роиггопз  ёпопсег  по1ге  гёзиНаЬ  ап*ё- 
пеиг  ашзк 

Ьез  ГопсИопз 


■Р/- 


го 


Р-1 


■Щ 


■*5 


о 
о 


о 
о 


*Р-1 


•*» 


0  =  1,2,...,р)        (62) 


зоп!'  ои  1Йеп1лдиетеп(;  пиИез,  ои  еНез  гергёзеп!;еп1;  йез   ГопсИопз  ишуег- 
веПез  ауес  1ез  потЬгез  соггевропйатз  Ц. 

II  ез1  ГасИе  к  уо1г  дие  1ез  гастез  к.  йе  Гёяиайоп  2)  =  0  соггез- 
ропйаШ  а  йез  ГопсИопз  Р;,  дш  зоп1  1Йеп1й1иетеп1;  пиНез,  пе  реиуепЪ 
б1ге  йез  рб!ез  роиг  1а  8о1иЦоп 
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йе  поЬ*е  ргоЫёте  {опйатепЫ.  Саг  оп  а  йапз  се  сак,  81  Ц  ея(  ипе   уа- 
1еиг  йапз  кщиеИе  со'шийеп*  т  гастез  (ж  =  1 ,  2 , . . .  , р) 

Й-р 


й(йТ 

^~    Д»Д    ' 

й(*аГ 

ДтР 
в1      ,  а       гез1е  сопМпие  атес  зез  ргепиёгез  йётёез,  81  Гоп  йоппе  &  А* 

ипе  дез  уа1еигз  Щ  (у '  =  1 ,  2 , . . . ,  р) . 

Оп  (1ётоп1ге  аизз1  йиШетеп!  ^ие  1ез  гастез  Щ  соггезропйап*  а 
Лез  &шс1юпз  пппгегоеПев  пе  реиуепЬ  б1ге  йез  гастез  тиШр1ез.  Оп  аи- 
гай  роиг  иие  гасше  йоиЫе  ')  сГаргёв  (59)  к  Гшгёпеиг  йе  со 

ар.  ар, 

МпШрНопв  сез  йеих  &цю1шп8,  дтвопз  раг  <р%  е*  шОДгопв  зиг  »; 
а1огв  еп  1епап1  сотр(е  ее  ГМепбкё 

С  АР<  С  ЙР,    л 

Гр,лр^т  =  о, 

Йопс  Р,  пе  роиггаИ  б*ге  ипе  (опсШш  ишуегзеИе,  с. д./*. й. 


оп  {гоотега 


ои 


с'евЫНИге 


*)  Соште  оп  аигак 


<*(*2) 


=  0. 
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N008  ауопз  оЫепи  ашв1  ип  г6зи11а1  ди!  ез1  (Типе  §гапйе  ппрог- 
(апсе  роиг  1ез  ^ие8иоп8  сопсегпап!,  1ев  йюсЫопз  ишуегвеНез: 

I.  Еп  сЬо18185ап(  1е  потЪге  р  аззег  дгапй  е1  еп  вирровап* 

к2  <  х'р2 

оп  роигга  Ьо^'оигз  Ъгоиуег  ипе  ГопсИоп 

Г(к\  х,  у,  м) 

ее  тап1ёге  ^ие  Гехргез810п 

У(У,  *,  у,  в)        =    =       1) 

(к2  —  к2)  (к2  —  к2)...  (к'  ~  1ф  '        ^  <  п<*  Р) 

ваИвГазве  а  Ппйёпеиг  йе  го  к  ГёдааНоп 

4С7  +  7с2ф2С7  =  Л 

81 

к2  Ф  Щ,  (./=1,2 п) 

3/ — 

V  гергбзеШапЪ  роиг  1ои1е  уа1еиг  к2«ур2)  ипе  Сопсиоп  сопИ- 
пие  ауес  зез  ргепнёгев  ёёпуёез  (1апз  1ои(  Геврасе,  ауап(;  1ои1е8 
1ез  ргорпё^ёз  (Тип    ро1епие1  к   ГехЪёпеиг  (1е  со.  **,  &|,-..,А* 

вегоп!  йез  потЬгез  Ыеп  ЛёПпхз  е1  <ур2,  1оиз  (ШГёгепЬв  еп- 
1ге  еих. 

Роиг  к2  =  к2()==  1 ,  2  ,  . . .  ,п)  1а  ГопсИоп  V  <1еУ1еп1  ипе 
Гопсиоп  ип1Уегзе11е  Ф^,  соггезропйаШ:  к  1а  зигГасе  со,  к  ии 
(ас1еиг  сопзЬапЪ  ргёз. 

Лоиз  ауопз  йётоп1гё  се  гёзиИаЬ  еп  зиррозап!;  ди'П  п'ех181:е  еп1ге 
1ез  !опсиопз 


1    Г,  Л 

"•'—ЦуТ* 

^ 


Ах 

Г 


0  =  1,2,.,.) 


аисипе  ге1а1лоп  йе  1а  Гогте 


*)  Роиг  1е  саз  п  =  0,  оп  Дой  розег  1е  зесопй  тетЬге 
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р  61ап1  ип  оотЬге  йш,  /?0,  8Х , . . .  ,/?р  йев  сопзитЬез  гёеНез,  вайвйизап! 
к  1а  сошШоп 

юа!з  й'аргёз  1е  §  2  *)  по1ге  гёвиИа!  гез1е  Уга1,  тёте  йапв  сев  саз  раг- 

ИсиИегз;  йопс  йапв  *оив  1ев  сав. 

Коиз  роиуопв  цои1ег,  сотте  к  1а  Ли  Ли  §  2: 

Ьа  во1и1юп  (63)  а,  сотте  &шс1юп  йе  к* ,  п  рб1ев  81тр1ев 

с1апз  Гт*егуа11е 

0<к3<\/р*. 

Тои1е  аи1ге  во1и1юп  17'  йе  по1ге  ргоЫёте  роиг  ипе  уа1еиг  йопибе 
V  йе  4я  пе  йШёге  йе  (63)  цие  й'ипе  йшсМоп  итуегвеНе  ауапЬ  к2  роиг 
потЬге  соггевропйап*  2). 


СНАР1ТЕЕ    III. 

Ь'ВХ18ТЕХСЕ    ЮЕ8    РОХСПО^    1ШУЕВ8Е1ЛЕ8. 

§  1.  N0118  роигпопз   Лбтопйгег   Рех1з!епсе    й'ипе   вийе    тПте    йе 
потЬгев  розШй  е1  спиззап*  тйбйттеп! 

У2     Ъ2     Тс2  1с2 

е1  й'ипе  8ш1е  тЯте  йе  {опсИопз  соггезропйап^ев 
Ф0,  Ф19  Ф21  ...  ,Фу,  ... 
еп  йётоп1гап1  ^пе  сЬадие  ро!епйе1 


=!' 


4я  Г    г   ' 


*)  Еп  ровап1   ЛГу  =  —  ,  0=1,2 п). 


а)  841  еп  ех!81е  ипе;  аи*гетеп1  1е  ргоЫёте  п'аДтеПга  дие  1а  8о1и11оп  (63). 


—   92 
реп*  &ге  гергёзеп1ё  рог  ипе  зёпе 


1ев  С.  ё1ап1  Лез  сопз1ап1е8  Ыеп  ёёйшев  еЬ  1ев  Ф.  61ааЬ  1ез  {опсИсню  ииь 
уегзеИев  дие  Гоп  оЪИепЬ  раг  1а  8о1иИоп  Йе  по1ге  ргоЫёше  ГоийатепЫ, 
81  поиз  зиррозопв  ^оидоигв  дие  {  ез1  сопЫпие  ауес  вез  ргеппёгез  йёп- 
уёез  к  Гш1бпеиг  йе  со. 

Ьа  йётопвЬгаИоп  дегак  аЬ8о1итеп(;  Ыеп^ие  ауес  1а  йёгаопв^гаНоп 
апа1одие  рои  г  1ез  йёУе1орретеп1;8  еп  зёпез  (1е  {опсИопз  Ьагтоп1дие8  1). 

N0118  аНопз,  роиг  аЬгё^ег,  поив  соп1еи1ег  йе  йётоШгег  се!1е  ех!В- 
1епсе  (1ез  Ц,  ф.  еп  ёЬаЬНзвап!;  1ез  (Ъёогётев  втуап1з: 

II.  Еп  раг!ап1;  (Типе  ГопсМоп  (2)  ^ие1соп^ие,  сопИпие 
ауес  зез  ргеплёгез  йёпуёез  а  1Чп1ёпеиг  йе  со,  е(  Доппёе 
Д'ауапсе,  оп  реп!  ко^оигв  1гоиуег  ип  погаЪге  р1'\т  йе  тап1ёге 
дие  1а  8о1иИоп  йе  по1ге  ргоЫёте  Гоп<1атеп1а1  поив  тёпе  ёп 
Ш01П8  а  ипе  Гопсиоп  ит'уегвеПе. 

III.  8о1(  р2  ип  потЬге  (гиг  диекопдие,  И  п'у  аига  ^и,ип 
потЬге  Ип\  йе  ГопсИопз  ип1Уегве11ев  Ппёап-етеп!;  1пйёреп- 
йапЬев  аУес  (1ез  потЪгез  Щ  соггезропйатз,  ваИзШзап!;  к  1а 
сопйШоп 

IV.  81  Гоп  соппаИ  1ои1е8  1ез  ГопсЫопз  ишуегвеИев  ауес 
(1ез  потЪгез  соггезропйапЬз  заИзШзап!  к  1а  сопсПМоп 

О  <  *}  <  $р 

(р2  ё1апЪ  ип  потЬге  Ип\  йоппё  сГауапсе)  оп  роигга  1о^°оиг8 
1гоиуег  ип  потЬге  р'а(>Р2)  Пп1,  (1е  ташёге  диМ1  ех^з^е  аи 
то1П8  ипе  (опсНоп  ишуегзеПе  ауес  ип  потЬге  соггевропйап! 
й'а,  ааивйнвапк  а  1а  сопсППоп 

Шиъ  ровегопз  Йёз  к  ргёвеп1  (ощ'оигв  <р2  =  1 . 


1)  Сотр.  "УУ.  81ек1оЯ,  СоттишсаЫопз,  Т.  VI,  2  ей  8.  А.  Когп,    ЛЫгашНиидеп 
гиг  Ро1еп11акЬеопе  4,  ВегИп  (Р.  Эйтт1ег'8  Уег1ад). 
')  (^ш  п'ез1  раз  Ыеп^иегаеп!;  пи11е. 


—  93  — 

§  2.  Роиг  <1ётоп1гег  1е  Лёогёте  П,  виррозопз  дие  р  зок  иа  потЬге 
ровШС  азвея  дгапй,  е1  дие  1а  8о1и1юп  (63)  (1е  по1ге  ргоЫёте  !6п- 
йатепЫ  пе  поиз  аИ  раз  тепё    к  ипе    йтейоп   иппгегзеНе  Ф.   ауес    ип 

потЬге  соггезропйапк  Ц<ур2. 

А1огз  1е  гауоп  <1е  сооуег^епсе  (1е  1а  зёпе 

Ги02Йт  +  *а  (и*йт  +  к*  («**  +  ... 

>  {  ■' 

зега  ^Ур4>  оп  аига  ^опс 


ршздае 


I 

Ги2Лг       Ги2Йт       Гм|Дг 


<7 ^ < 


е1  РшёдаШ 


[рАт       Си0Чт       (*«*&■ 

%  \  < 

Гм02<7г 

Г  ^     1 


">Т= 


ео1га!пегаИ,  роиг  се11е  га!воп  Гш6§аШё 

<  < 

Ог  1а  гекИоп 

%  X 

пе  роиггак  8иЬб&ег  роиг  ии  р2  аизз!  §гап(1  дие  Гоп  уеи1,  &  тотв  дие 
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I 


^ 
се  дш  еп4га1пегаи  /  =  0,     с  д./*.й. 

§  3.  Роиг  йётоп1гег  1е  Лёогёте  III,  оп  гепш^иега  <ГаЬог(1,  ди'еп 
ровап!  (1апз  по*ге  ргоЫёте  {опйатепЫ 

Г— 9"К*1  +  «!*.+  ••  •  %ФР)>  (64) 

Фх ,  Ф2 ,  . . .  ,  Ф  ё1ап1  р  ГопсНопв  ишуегвеИез  ауес  1ез  потЪгев  соггез- 
роп(1ап1в  Л*,  *|,  •  •  •  ,  А^;  ах ,  а2,  . . .  ,ар  Лез  сопз1;ап1е8  Йоппёев,  1а  80- 
1и1юп  (63)  (1еУ1еп(1га 

СГ=и0  +  *2141  +  *Ч+  ■  •  ■  -  Х"^Ь  (65) 

аи881  1оп§1етрз  дие  к2  гез*е  р1из  реМ   дие   1е  р1из    реШ   (1е8    потЪгев 

*2     I-2  2*2 

1  >    Л2  »  •  •  *   »  Пр  * 

8о1(  ра  ташЪепап!  ип  иотЬге  диекопдие  аззег:  &гапй,  пшз  Яш, 
еЬ  зиррозопз  ^ие  Фр  Ф2 ,  . . .  ,  Фр  шепЬ  Ип&игетепЬ  тс!ёреш1ап1ев,  а1огз 
оп  заига  Ъгоиуег  1ев  сопз&Мез  ах ,  а2 ,  . . .  ,_а  с1е  {а$оп  дие  1а  вёпе  (65) 
сопуег^е  аЬ8о1итеп1  еЬ  ипЙогтётеп!;  роиг  пЧтрог^е  ^ие1 

пшз  сотте  Гехргеззюп  (65)  сгоН  шйёйштеп!;,  ^иаш^  к2   зе    гарргосЬе 

Ли  р1ив  ре111  Я?^ »  Н  Гаийгай  (кнн^и'аи  тотв  ип  йез  Щ  бок  >  у  {р — I)2; 
йопс  П  пе  реи*  ех181ег  р1из  йе  р — 1  Гопсиопз  ишуегзеПез  Ипёаигетеп! 
Ш(1ёреп(1ап(;е8  ауес  йез  погаЬгез  соггезропс!ап(8 

р  гергёзепйт!;  1ои]оигз  ип  потЬге  ^ие1соп^ие  авзег  §гаш1,  пшз  Яш.  Оп 
п'аига  ди'й,  сЬапдег  р  —  1  еп  р ,  роиг  агтег  к  по1ге  1Ьёогёте  III. 

§  4.  Зиррозопз  роиг  1а  ёётопз^гаиоп  (1и  1Ьёогёте  IV  ^ие  поив 
соппа1381опз  1ои1ез  *)  1ез  Гопсйопз  ишуегвеИез  ауес  <1е8  потЬгев  соггез- 
ропДапЪз,  зайзйлзаи!  к  1а  сопДШоп 

О  <  к)  <  \/р*  , 


2)  Ьеиг  потЬге  ев1  <  р  й'аргёв  1е  (Ьёогёте  III,  81  р*  ев1  сЬо181  аввег  вгап<1. 
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(р2  ё1ап1  ип  потЬге  Яш,  йоппё  й'ауапсе),  е(  зок  {  ипе  !опс!лоп  диекопфде 
сопИпие  ауес  вез  ргеппёгез  Дёпуёез;  а1огз  11  реи!  агпуег  Лез  йеих 
сЬозев  Типе:  Оп  реи*  4гоиуег  (  сотте  ипе  ехргеззюп  Ипёаи-е  раг  гар- 
рог!  аих  (опсМопз  ишуегзеИез  Доппёез,  ои  1а  зо1ийоп  йе  по1ге  ргоЫёте 
АшйатепШ  йой  поиз  тепег  аи  тошз  к  иие  поиуеИе  ГопсМоп  ишуег- 
зеНе  ауес  ип  потЬге  соггеэропйап*  Яш  еЬ 

Сотте  оп  реи1  Ъоидоигз  ГасИетеп^  йоппег  р  +  1  ГопсИопе  {  НпёаЬ 
гетеп1  тёёрепйаи^ез,  1е  йегшег  Лез  ёеих  саз  йоН  агпуег  аи  тошв  роиг 
ипе  йе  сев  ЬпсЫопз  {. 

§  б.  Моиз  Яшгопз  се  СЬарЛге  раг  ип  Лёогёте  шрогкап!  зиг  1ез 
(опсМопз  ишуегзеИез,  аЬво1итеп1  апа1о§ие  &  ип  Шёогёте  соппи  виг  1ев 
йтсИопз  Ъагто1^иез. 

У.  8о1еп1  Ф.  е%  Фк  (1еих  {опсиопз  ип1Уегзе11ез  ауес  йез 
потЬгез  соггезропйаии  к]  е1  к$,  оп  аига 

ПЩдФ*      дФ,дФ,  .дФ^дФЛ 
)\дх    дх  "^  ду    ду  "•"   дг    де)йХ         ' 


Ч-« 


I 


Ф{ФкЛт  =  0,^  (66) 


31 

1.2 


/С(  -т-  Кк  • 

Оп  п'а,  роиг  1а  йётопз1га1юп,  ди'к  тиШрНег  ОДиаЦоп 
ДФ{  =  —  к*Ф$.    к  Гт1ёпеиг  йе  со 

раг  Фк  еЬ  к  т^ёдгег  зиг  г;  а1огз  оп  аига 

[Цф,фкйт=—  [фкДФ{йт  =  —  [ф{ДФкйт, 
«  I  I 

к^Ф{ФкЛт  =  к^Ф<Фкат, 


<Гой 


с'евг-к-сКге  оп  1гоиуега  1ез  геЫишз  (66),  81  к]  Ф  ^ 

')  Бапв  1е  саа  ^ёпёга1 

ф'Ф,ФдДт  =  0. 
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БЕ1ШЁМЕ  РАКТ1Е. 

801Д7ТЮЯ   Б11  РКОВЬЁМЕ    ОЕ8    У1ВВАТ1(Ж8    1ШУЕВ8ЕЬЬЕ8    РОИК    ББ8 

РАВТКШЬЕЗ  8РНЁК10ИЕ8  Б(ЖТ  ЬЕ8   ВАУСЖ8   8(ШТ   РЕТ1Т8  ЕК   СОМРА- 

КАI80N  АУЕС  ЬЕИК8  Б18ТАЖ)Е8  М1Ш1ЕЫ,Е8. 

СНАР1ТЕЕ   I. 

ЬЕ    САЗ    б'тШЕ    ЗЕТТЬЕ    РАКТГСЦЬЕ. 

§  1.  Мош  сЪегсЪопз  1ез  ГопсИопз  ишуегзеЦез 

Ф0>  *1»  ф2»  •••  |*я  ••• 
атес  1ез  потЪгев  соггезропйао^з 

ь2    х-2    ь2  ТА 

роиг  1е  саз  дие  1а  зиг&се  со  ез(  гергёзеп1ёе  раг  ипе  зрЬёге  йе  гауоп  Л. 
Еп  ргепап*  1е  сеп1ге  ее  1а  зрЬёге  роиг  огцрпе  е1  еп  шйгойшвапЬ 
1ев  соогйоппёез  брЬёгциез  раг  1ез  ЬгаизГогтаисшз 

#  =  гсоз#, 

у  =  гзт#-совд>,  (67) 

8  =Г31П#'8Шф, 

поиз  роиггопз  ёспге  1ез  ёдиаЫопз  йШёгепМеЦев  а1одие11е8  сЫуеп*  заЫз- 
йиге  1ез  {опеОопз  итуегзеИез: 

1       { д  (  2  .   а  дФ\   .    д  1  .  л  дФ\  ,       1     д'Ф\   ,  ,а  .       л  ,соЧ 

Г281П#|(?Г\  дг)    '    д#\  д&)         8Ш#    дф*\ 

&  ГшЪёпеиг  йе  1а  зрЬёге, 

1       \д  (  а  •    *.дф\   I    д   I  •    *дф\   !_     *     д*ф\      п        ^оч 
г2зт#[дг\  дг  )   '   д#\  д&/       зт^  д<р*\ 

к  Гех^ёпеиг  Де  1а  зрЬёге. 

Ьез  (опс(10пз  Ф  сЫуеп!;  6*ге  сопйпиев  ауес  1еигз  ргепиёгез  Йёпуёез 
йапз  1ои(  Гезрасе  еЪ  в'аптПег  &  ГшЯш. 

Аззигёз  с!е  Гех18(еисе  Лев  ГопсИопз  ф.  еЬ  <1ез  поюЬгев  Щ ,  поив  рои* 
уопз  1ез  гергёзеп1ег  зоиз  Гогте  с1е  зёпев  ргосёйапЪ  раг  {опсИопз  зрЬёодиез 


Ф  =  ^/Дг)ГД»,  ф), 
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ой  1а  ГопсЦоп   «рЬёпдие  Р,(#,  ф),  5&ШЫ1  а  Г^иаНоп: 
1       д  (  дУ\  1     д2У,  , 


31П  I 

(•  =  0,1,2,...) 


31*  поиз  шЬгойшзопз  1а  уа1еиг  (70)  с!е  Ф  йапз  1ез  йдоИопв  (68) 
еЬ  (69),  поиз  1гоиУегопз,  еп  1еп&п1  сотр1е  йе(71),  ^ие  1ез  ГопсНопз  /|.(г) 
с1о1Уеп4  б1ге  Лез  зоЫНопз  с!ез  бциаЬюиз  (1  =  0,  1,  2.  ...) 


1 
г2 


^(^^)-»«-}-1)/;]-:-*-Л-0  (72) 

&  Гииёпеиг  Де  1а  зрЬёге, 

к  Гех16пеиг  деь  1а  зрЬёге. 

Ьез  зоМюпз  §6аёга1ез  (1е  ГедиаНоп  (73)  яоп1 

сп>  с%1  ё1апЬ  (1е8  сопз1ап1ез  ^ие1соп^^^ез;  1ез  зоМюпз  §ёпёга!ез  (1е  1^иа- 
Ноп  (72) 

<-°«-5%-+<'»-тгг—  (73' 

31  Сп,  С(2  герг6зеп*епЪ  йез  сопзипкез  ^ив1соп^пе8  е1  ^п{x)  1а  ГопсИоп  йе 
Веззе! 

О  л 

Роиг  1ез  йшсЫопз  ^+}_  е1  «7*  /,. .  1_\    ^и^    поиз    ЫёгеззеШ    1С1  оп 
реи*  1гоиуег  Лез  ехргеззюпз  апа1у^иез  р!из  ЬсПез  к  татег 


*)  Еп  розапЬ 

Л(Х)  =  1.2.3 X,    Л(0)  =  1. 


«=со  *1*  +  !)...(*  +  И—  1) 
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о  '•  *• 

(77) 

Сотте  1ез  ГопсИопз  /,  <1о1Уеп1  ё1ге  сооСтиев  &  ГтЬёпеиг  йе  1а 
зрЬёге  аи831  Ыеп  ди'а  Гехйёпеиг  <1е  1а  зрЬёге  е(  б'аппи1ег  &  ГтЯт,  11 
!аи1  цие 

с,.а  =  0, 

йе  ташёге  дие  Ф  доИ  а?01г  1а  Гогте 

оо 

С, 


о* 

(к  Гех16пеиг), 


(78) 


ф=1о.. 


00         Л,Ц*г) 


УД*.  9) 


(к  Гшгёпеиг); 


1ез  сопз1;ап1;е8  с{ ,  С<  йо.уеЫ;  еп  оиЪге  заЫзйиге  аих  ё^иа^^оп8  зшуапЬез  гё- 
8и1(ап1  йе  1а  сопйпикё  Де  Ф  е!  Де  вез  ргеппёгез  йёпуёез  аи  развале 
ее  1а  вигГасе,  с'езЬ-й-сИге  аих  сопйШопз 

Ф  =Ф 


<Гои 


дФ 


дг 


дФ 


с,= 


Улд 


2**^+1  (й-Н)  —  7,.+^  (/;Д) 


с4. 


Г  4-1 


') 


(79) 


УкВ 


В' 


,<+1       < 


')  Роиг  се  йегшёте  (р-оире  й^идИств  П  Саи»  зиррозег  ^ие  1еа  ргеппёгез  Дёптёез 
Ае  Ф  801еп1  аизз!  йёуеЬрраЫез  еп  аёлеа  ргосё<1ап1  раг  ГопсИопа  врЬёвдиеа;  оп  дё- 
шоп(ге  (асИетеп*  1а  пртеиг  йе  се  <1ёуе1орретеп1  еп  1епап*  сотр1е  ее  се  цие  (оиШ 
1ез  Йётёев  Лез  ГопсНопз  Ф  вот  Яшез,  се  дш  гёаиИе  <1е  1еиг  ДёГшШоп. 
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с{ 
Сотте  1а  ргепнёге  йе    сез  ёдиаЫопз   йоппе    1а   Уа1еиг  йе  —  -,    1а 

°| 
<1еих1ёте  ёеУ1еп(;  ипе  ёдиаЫоп  роиг  к  8еи1 

(2г  +  1)е7,.,1(АЛ)  +  27сВс7;,1(/сЛ)==0,  (80) 

"Г2  "Г2 

(1=0,1,2,...) 

1е$  уа1еиг8  розаНЯез  йе  Ь0 ,  к1 ,  1:2 , . . .  ,  <1о1Уеп1  йопс  ё1хе  Лее  гагёиез 
(Типе  ее  сез  ^иа!1оиз  (80),  е1  1ез  ГопсИопз  Ф.  соггезропЛаа^ез  аигоп( 
1а  &>гте 

Ф.=  -'— ц^—     (а  РехГёпеиг), 

(81) 

(к  Гш16пеиг), 

1ез  Г^.  гергёзеп1ап1  йез  {опсИопв  врЬёвдиев  диековдиев  й'огЛге  $ ,  Л; 
ё!ап1  ипе  (1ез  гасшев  йе  ГёдиаНоп 

(У  —  0^+1  (Ш  т  2*  Л  Л .  1  (*Д)  —  0 ,  (82) 

^ие  Гоп  реи1,  се  дш  езк  вапв  <?гапс1е  шрогСапсе  1С1  роиг  поив,  ргё- 
зеп!;ег  йапз  ипе  йзгте  р1из  81тр1е,   ей  тЬгос1ш8ап1  1а  ГопсИоп  «71  _1  *)• 

3      2 

I.  Ьез  ГопсИопз  ишуегзеПез  соггезропйап!  к  ипе   раПлси- 
1е  (1е  гауоп  72  8оиЬ  (к  ип  (ас(еиг  сопзЪаШ;  ргёз) 

Фу  =  — — щ (к  Гехйёпеиг  (1е  1а  врЬёге), 


Ф. 


г* 

1/р  ^[(*'Г)        */(*>  9) 


(к  1Чп1ёпеиг  йе  1а  врЬёге), 


*)  Бапв  1а  Согте 


/_1(*Д)  =  0,  (82) 


еп  роват 


^      1   (дг)  =  ■  /   —  С08Я. 
~2        '         у     ХК 

Сотр.  ОгаГ-ОиЫег,  Еш1екипв  1п  (Не  ТЬеопе  <1ег  ВеззеЬсЬеп  Киик1юпеп,  I,  р.  45. 
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Г;.  гергёзепит  ипе  ГопсИоп  зрЬёпдие   сРогдге,;,  ^В    ипе   га- 
С1пе  йе  ГёдиаНоп  1гапзсеи<1ап1;е  *) 

№+1)^  +  ^(х)  +  2х^+*_(х)  =  0,  0  =  0,1,2,..., 

Ьез  ехетр1ез  1ез  р1из  81тр1ез,  дие  ^Чи  сопзМёгёз  роиг  тез  Лёопез 
(1е  1а  $гауИа1юп  е(  й\\  ГгоЦетеп!  йапз  1ез  таззез  сопИпаез,  зопЬ  1ез 
&те1ювз  соггеяропс1ап1  апх  Аеих  потЬгез  Щ  1ез  рЬз  реШ»  рошЫев 

Ф0  =  —     (Ъ  ГехИпеиг),  (83) 

Ф0  = ^  —  -     (Ь  Птёпеиг); 


к  -  — 
^~  В  ' 

ф1  =  с^2-~     (4  ГеНёпеиг),  (84) 


яг       яг        яг 

ЗЩ  -=- —  С(>8  -  ъ 

Фх  = 2 С08^      С  1Чпгёпеиг); 


1а  уНигаЫоп  соггезропдапЪ  к  (83)  ез*  ипе  рикаМоп  с!е  1а  зрЬёге,  се11е 
дш  соггезропс!  &  (84)  ипе  озсШайоп  с1е  1а  врЬёгв  Дапз  1а  (НгесМоп  с1е 
Гахе  йез  х. 

§  2.  Ьез  саки1а  Чи1  поиз  опк  твпё  аих  Ьпсиопз  ишуегвеНез  поиз 
регтеИепй  с!е  с!оппег  1а  зо1и1юп  (Тип  ргоВДте  цп  реи  р1из  дбпбга). 

Поиз  зауопв  йшцоигз  йгошгег  ипе  ГопсЫоп  ^,  согШпие  йапз  1ои1; 
Гезрасв  ауес  зез  ргегшёгез  йёотёез,  див  зайзШ*  к  Гш1ёпеиг  й'ипе 
зиг&се  со  а  ГёдиаИоп 

4*  +  *»?  =  /'  (85) 


1)  Ои,  се  ци1  геуйепЪ  аи  тёте, 

^^     1  (ж)=гО,    сотр.  р.  32. 
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(/■  ипе  ГопсОоп  йоппёе  сопИйие  ауес  вея  рг&т1ёгев  <1ёГ1Уёвз  Ь  ПМбйеиг 
<1е  ю)  И  ^и^  а  ЬийеЗ  1ев  рго)нШ&  Й'ип  ро1епНе1  &  ГехЬёпеиг  Йе  ю, 
роигуи  ^ие  1е  потЪге  йоппё  к2  п'аррагйеппе  раз  {I  1а  зиНе 

*2    *2    ь2 

Роиг  1е  саз  йе  1а  зрЬёге  И  ее!;  !асИе  йе  йоппег  1а  зо1ииоп  йе  се 
ргоЫёте  ей  Л)гте  с!е  зёпе.  Оп  реи*,  сойте  оп  Дётоп1ге  ГасИекпеМ  к 
ГаИе  йе  1а  1Ьёопе  йе$  йтсИойз  ЗрЬёг^иез  е1  Йев  йвсМойз  с!е  Вевзе1  !), 
Дё\те1оррег  {  е*  у>  еп  зёпез  йе  1а  Гогте 


со 
со 


(86) 


ой  1ез  Ф-  е!  8^  зоп!  Лез  1оис1юп8  ишуегзеНеь  соггезропйап*  &  1а  зрЬёге. 
Ьез  Гопсйопз  Ф^  реиуеп*  бкге  йёпуёез  йе  (   еп    Гогте   <Гш1ёвга1е8 
йёйтез,  еЬ  оп  агте  ашв1  вапз  йШгсиНё  аих  шё^аН1ёз 

21Г 

0  =  0,1,2,...)  (87) 


1Ф>1<а|1  \ЬЩ*™*АЪй9 


а  ё*ап1  ип  потЬге  Гшь  Л.  ипе  сегЫпе  {опсйоп  врЬёодие  Й'огйге  $ 
йоп1  1а  уа!еиг  аЪзоШе  ез1  <  2У  +  1  ее  (  гергёвеп!ап1  1ез  Уа1еигз  <1е  / 
виг  1а  зрЬёге  сопсеШвдив  а  1а  зрЬёге  оп#та!е,  роиг  1ачие11е  ГЫё- 
$га1в  а  за  та1еиг  тахШшт. 

Еп*ге  1вз  Ч*.  еЪ  1ез  Ф^  оп  а  1а  ге1а1юп 

Ф. 

•/"гГГЙ'  0=0,1,2,...)  (88) 

&  саизе  Йе  (85). 

Зиррозопз  ц\хе  к2  йШёге  йе 

/•-     х-2  *2         /~         1г2 

раг  Дез  потЬгез  ;>а,  а  ё1апЬ  ип  поюЬге  Нш  е1  Ыеи  соппи,  репйап* 
^и,оп  пе  1&И  аисипе  аиие  гезЫсЫоп  зиг  1а  §гапйеиг 

^ -К 
^ие  1а  зиррозШоп  ^и,е11е  пе  зоИ  раз  пиПе. 


1)  Без  <1ёуе1орретеп(з  апаЬ^иез  8оп1  роззШез  (1апз  1е  саз  дёиёга1  (Типе    зиг- 
Гасе  ш  ^ие1соп^ие;  сотр.  р.  26. 
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Б'аргёз  1ез  га15одпетеп(  ее  се  рага^гарЬе  поиз  роиггопз  аШгтег 
^ие  йап$  1ои1  Гезрасе  1ез  Уа1еигв  аЪзЫиев  с1е  у>  е1  йез  зез  ргепнёгев 
Йёпуёез  зегоп! 

<а.аЬз.  Мах.(^)  +  Ь^-Ц, 

ой  а  е1  Ъ  зоп1  с1ез  сопз(ап!ез  Ншез  пе  йёреийап!  ш  йе  1а  {опс(юп  /"  ш 
Йе  к2,  аЬз.  Мах.  (/")  1а  р1ив  #гаийе  \а1еиг  аЬзо1ие  йе  {  а  ГтМзпеигГйе 
1а  зрЬёге  е1 

21Т    тс 


'1РЙ- 


Се  гезиИа!  ^ие  Гоп  реи1  а18ётеп1  §ёпёгаНзег  роиг  Йез  зигГаеев 
р1из  §ёпёга1ез)  зега  1гёз  иШе  роиг  1а  зоЬиюп  йи  ргоЫёте  дие  поиз 
поив  розегопз  таЫепапЬ. 


СНАР1ТЕЕ    II. 

БЕ11Х    04    РШ81Е1Ж8    РАКТ1С1)ЬЕ8    БОХТ    ЬЕ8    КАУОХ8    80ХТ     РЕТ1Т8     ЕХ     СОМРА- 
КА180Х    АУЕС    ЬЕ17КЗ    Б18ТАХСЕ8    МТШТЕЬЬЕЗ. 

§  1.  (^шидие  1е  ргоЫёте  йе  йеих  рагИсЫез  ршвзе  1гоиуег  за  зо- 
1иИоп  сотр1ё1е  а  ГаЫе  йез  соогйоппёез  йгроЫгез  йе  М.  С.  Иеитапп,  1е 
рЬузниеп  ргёГёгега  1оо)оига  &  сеМе  тё(Ьойе  ипе  тёгЬойе  арргохттЫуе 
сотрагаЫе  к  се11е  йе  МигрЬу  роиг  1ез  ргоЫётез  ё1ес*;го81а^ие8.  II 
з'адИ  йе  йётоп1гег  ди'ипе  1е11е  тёЙюйе  е»1  роззНЯе,  е4  ^и,е11е  тёпе  к 
1а  зо1иЫоп  Йи  ргоЫёте  ауес  1ои1е  ГехасМийе  ^ие  Гоп  уеи*. 

Зиррозопз  1оадоигз  роиг  р1из  йе  зшрИекё  дие  1е$  гауопз  йез  йеих 
рагиси1ез  Я01еп1  ё§аих;  а1огв  1а  ргепнёге  1Йёе  ^и^  зе  ргёзеп1е,  е1  ^и^ 
езЬ  ]из!е,  сотте  иоиз  уеггопз,  поиз  зи^ёге  ^ие  1ез  йигёез  Йе  уШгаНоп 
роиг  1е  зузЪёте  сотрозё  йе  йеих  ра1'<леи1ез  пе  Й1#ёгегоп1  йез  йигёез  йе 

у1Ьгаиоп  й'ипе  зеи1е    рагНеи1е    аие  раг   йез  ^гапйеигз   й'огйге    ,.  у 

Аг81апсе 

сотрагёез  ауес  1ез  уа1еигз    оп§)па1е$.    II  езЪ  УШзетМаЫе    ^и,&    сЬадие 

потЬге  к*  Йе  1а  зш1е 

Ъ2    У2    У1 

соггезропйапЬ  к  ипе  йез  зрЬёгез,  оп  ршззе  азы^пег  ип  потЬге 

к'2  +  € 
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(ои  реи1-Й1ге  р1и81еиг$)  ^и^  аррагйеШ  а  1а  зиНе 

ТГ%       ТГ%       ТГ2 

■**-0  >    ■«»■!  I    Л-2  »  •  •  • 

согтезропёап*  аи  8уз*6те   сотрозё   с!ез  Деих  зрЬёгев,    еЬ    дие  сЬадие  *я 

801<;  (Гогйге  -гт-~ еп  сотрашзоп  атес  Л* . 

а1$1апсе  я 

Оп  еззауега  йопс,  роиг  *гоитег  1ез  уйгаЫопз  иппгегзеИез  йез  йеих 
зрЬёгез  соггезропДапЬ  аи  потЬге  &*  +  *„,  &  розег  й'аЬогй 

ф1_фи  +  ф..«,  (89) 

ТУ  (*1  •  9,) 
Ф1^ =— „+—-       (а  Гех1ёпеиг  (1е  1а  зрЬёге  1), 

(90) 


ф1.1  = 


(а  ГтЬёпеиг  <1е  1а  зрЬёге  1), 

фм  =      »     яЦ     2       (к  Гехйпеиг  Йе  1а  зрЬёге  2), 

(91) 

*      Л+^ДГ     у^     •" д"+1 

(к  ГшМпеиг  йе  1а  зрЬёге  2), 

еп  ргепапЬ  1ез  йеих  сеп!гез  Лез  зрЬёгез  гевресЙУетепЬ  сотте   ро1ез   (1е 
йеих  зуз&тев  ее  соогёоппёез  роЫгез  (гг ,  #, ,  др,)  е1  (г2,  #2,  д>2). 

1*ои8  Ыззегопз  (ГаЬоп!  1ез  Г^1,  Т^2  еЬ  1а  сопзЬапЬе  Л^  агЬКшгез; 
1а  ГопсЫоп  Ф^  зегаИ;  1ои)оигз  сопЬтие  ауес  зез  ргеппёгез  йёпуёез  Дапз 
1ои<:  Гезрасе,  81  Ь\  ёЫЬ  ё$а1  а  кн ;  пшз  сотте  поиз  пе  Гегопз  р1из  се11е 
зиррозКюп,  оп  роигга  зеи1етеп1  аШгтег  ди'еИе  зега  сопЫпие  (1апз  (юиЪ 
Гезрасе  репйап!  ^ие  сез  ргеппёгез  йёпуёез  зеговЬ  (Изсопйпиез  аих  Деих 
зиг&сез  <ох  е1  со2  йез  зрЬёгез.  Ф^  зайзГаИ  йи  гез1е  аих  ё^иа^^оп8 

ДФ\      =0,         к  Гех1ёпеиг  йез  (1еих  зрЬёгез, 
АФ\-\-(ъуФ\  =  (/^)2фЬ2,     &  РтМпеиг  (1е  1а  зрЬёге  1,         (92) 
Лф1  +  (КУ2ф1  =  (КУ2фУ  »     ^  ПШёпеиг  (1е  1а  зрЬёге  2. 


—  104 


II  &ш1  са1си1ег  1ез  (ЗИбсопипийев  Йеа  Йёпуёез  погта1ез  4е  Ф*  аих 
вигГасез  со1  еь  ю2.  Еп  (1ё81^пап1  1ои,)оиг8  ]>аг  г  1ез  оогта1ев  Мёпеигев 
оп  аира  Ь.  1а  врЬёге  1 


**1 

дг 


]дФу 

I  дг  у' 


У>'Д_  /^*1..^     '  а\^+т(х) 


•к! 


ои 


дг  и    "I  *-'!'      Лп+0   ..!(/; 'Л) 


Ч'Ч*,,9>,), 


(93а) 


п-,-^    И 


е4  (Типе  ташёге  апа1о&ие  а  1а  Леихгёше  зрЬёге 


(936) 


1'050П8 


г 


(94) 


ш](-2) 

а1огз  поиз  роиштз  аШппег  дие  1а  йтсНоп 

?"  =  ф!   +   Г 

ев1  сопйпие  ауес  зез  ргепиёгез  ёёпУёез  (1ап8  1ои*  Гезрасе;   (Гаргёз  (92) 
е11е  зайз&га  аих  ёдиаМопз 

Л 9^  =  0,     &  ]'ш1ёк1еиг  с1ез  Леих  зрЬёгез, 

лгр1  +  (Ю2  уп  —  (КУ  {Ф\Г  ~  Ун) .     &  ПпЬёпеиг  (1е  1а  зрЬёге  1,    (96) 

лгрп  +  Ю2  т1 в  (^'2 (ф1'1  +  ^ >     »  ПпЮпеиг  (1е  1а  зрЬёге  2. 

Коиз  роиггоиз  Ьоиригз  <1ёУе1оррег 

Ф?-У«1~9\   г 7}   :  ^Ч---.  (97а) 
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еп  вбйе  ргосб<1«п1  раг  1ез  (оосЫ<ш$  иштегвеНю  <1б  1&  врЬёге  1,  е1 

*>;1+Г9,я-х1  +  Я  +  х1  +  — 

еп  зёпе  ргосёйап!  раг  1ез  ГопсШпя  шнуегзеНев  йе  1а  врЬёге  2,  е1  поиз 
уои1опз  таш1епаШ  са1си1ег  1ев  Г^»1 ,  Г^2  е!  Тс\  ^из^и,й.  ргёзеп1  агЪкшгез 
(1е  татёге  дне 

(»в) 
ДЙ  — 0. 

Сез  ^иаНопз  зегоп^  утез  йапз  1ои1  Гезрасе,  81 

д>1  =  0 ,     &  1а  зиг&се  а>1 , 

(99) 
Х^  =  о ,    к  1а  зигксе  го2 , 

е1  1а  ЬЬёопе  ёев  йшсМопз  зрЬё^иез  поиз  тёпе  Гас|1етеп(  аих  ге1а1юпз 
а1^ие11ез  1ез  4п-\-3  дгапйеигз 

у!И       у1,2       Ь1 

(1о1Уеп1  заИвГаие: 


(100) 


еп  йбыдпаШ  раг  !  — |*!  еЪ  |  —  |^«  1ез  Гопсйопз  врЬёпдиез  й'огйге  п  с!апз 
1ез  (1бУе1орретеи1з  а  1а  зигГасе  со1  е!  а>2. 
Се  зоп* 

4п  ;  2 

&1па110пз  Цпбапгев  е1  Ьото^ёпев  еп  Г^'1  е*  Г^2;  оп  реи1  йопс  са1си1ег 
к  Гак1е  йез  4п  +  2  ё^иа^:^оп5  (100)  1ез  Г^'1  е1  Г^2  к  ип  1ас*еиг  соп- 
8*ап1;  ргёз,  ^и^  гез^е  агЪИгапе,  е1  к^- 

Еп  й)гтап1  V*  а\тес  сез  уа1еигз  де  У^1,  Г,1/2,  7.^  поиз  арреИегопз 
Ч*хп  1а  ргепиёге  аррпштаЫоп  (1е  1а  йшсМоп  ишуегзеПе  сЬегеЪёе. 

II  ипрог1е  йе  пютгег  ^\xе  Тс\  Ш\ъ\  раг  1ез  йдоНом  (100)  не  сИГ- 

Йге  (1е  кп  ^ие  раг  ипе  диапШё  дш  реиЬ  ё1ге  аизз1  ре1ке  дие  Гоп  уеи1, 

р 
81  Гоп  ргепй  —  зийзапшеп*  реП1  ((>  1а  (Изитсе  йез  (1еих  зрЬёгез). 
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Еп  ейЫ,  поиз  роиуопз  ёспге  1е»  ё^иаио^8  (100)  йапз  1а  {огше  зшуап1е 

2м+1 


0(1   П0118   рОЗОПЗ 


1    ' 

2н+1 


ой  1ез  «1 ,  у?  80П1  1ои1  к  &й1  шс1ёреп(1ап1з  ее  В  еЪ  р  е1  зирроаёв  йе  пе 
раз  з'аппи1ег  Юиз  еп  тёше  1етр8,  е(:  ой  1еа  ск-  зоп1 

-Цт)    ' 

ак.  гергёзеп1ап1  йез  потЬгез  пе  Йёрепйап1  пиИетеп!  йе  В  е1  р. 
II  йш1  Допс  дие 

к1ВЛп_г(к*В)  .  р  х2м+1 

•л+-г«в— «(>-)    •  <>»'> 

а  гергёзеп1ап1  ип  потЬге    пе    йёрепйапЪ   пиИетепЬ  йе  В  еЬ  р ,  йт    ей 
йШёгепЬ  Йе  яёго,  р1^ие  1е  Йё1егтшап1  йез  а..  евЬ  ^оидоигз  Ф  0. 
Сотте  оп  а 

«7п_2.(/^)  =  0, 

е(  ГмцтИои 


I 


п'а  аи  рот1  х  =  кпВ  ^и'ипе    гасте    згтрк,  сотте    &  се  рот1  ]спВ  е1 
^1+}_{кпВ)  оп!;  Лез  уа1еигз  йшез  йШегеШез  йе  гёго,  оп  сопс1ига 


/72  У2^1  _  /  В  V 

*(у)      <^-М:</(|) 


Д  А2"*1 


(102) 


/?  е1  /  гергёзепЬапЬ  йеих  потЬгез  Йша  еЬ  йИТёгеп1з  с1е  гёго,  пе  йёрепйапЬ 
пиИетеп*  йе  В  еЪ  р,  81  —  ез1  р1из  рей*    ^^^ 
геп!  йе  гёго,  пе  йёрепйапЬ  ^^^е  йи  потЬге  п. 


пиПетепГ.  йе  В  еЬ  р,  81  —  ез1  р1из  рей*    ^^^,ип  потЬге    розШГ,    (НЙГё 
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§  2.  N0115  аИопз  (гоиуег  таш1епяп1  ипе  йеих1ёте,  вшейте  аррго- 
хипаНои  е(с.  е1  йётоойгег  1а  сопуегдепсе  йе  сез  арргохипаНопз. 

2$оиз  са1си1опз  1а  (опсМсш  Ф&1  сопНпие  ауес  вез  ргепнёгез  Дёпуёез 
йапз  1ои*  Гезрасе  ауаоЬ  а  Гех*ёпеиг  с!е  ш,  1ои1ез  1ез  ргорпё1ёз  сГип 
ро(епие1  еЬ  заЙ8Га1зап1;  к  Г^иаНоп 

ЛФ*п>*  +  {к'*)>Ф*п'1  =  —  (К)*(фн2+Ю>  ЬГт*ёпеиг(1е1а8рЬёге1,  (103а) 

е1  1а  1опс11оп  Ф%*  сопИпие  ауес  зез  ргепиёгез  йёпуёез  с!апз  Ьоик  Гезрасе 
ауап(  а  Гех1ёпеиг  йе  со2  1ои1ез  1ез  ргорпё^ёв  сГип  ро*епйе1  еЬ  заИз- 
йизапЬ  а  Г^иаНоп 

ДФ2*  +  {к$2№2=—(к\)2(Ф);1  +  7ПЬ  М'ш1ёпеиг<1е1а8рЬёге2.  (ЮЗЬ) 

Хоиз  роиуопз  1гоиуег  сез  Гопс1юоз  (сотр.  СЬар.  I,  §  2),  е1  Гоп  аига 
еп  йёодпап!  раг  С  1е  тах!тит  <1ез  уа1еигз  аЬзо1иез  йе  Ф^1  е(  Ф\^2 


/7?  \*+1 


(104)  О 


ой  а  ез1  ип  потЬге  Яш  пе  гёёрепйат  т  йез  Г^1,  Т^2,  т  Ле  — . 

*)  А  саизе  йе  (&-),  Ф1^2  +  Уп  1  пе  соп1леп1  рае   <1е  йшсМоп    ишуегзеЦе   сРогйге 
п,  е%  Гоп  аига  а  Гт1ёпеиг  <1е  <ох 

В   чН+1 


В  4*4-1 


(Т>    \  •>, 
т) 

Се  ^ш  сопсегпе  Ун  2,  оп  а  а  Р1п1бпеиг  йе  ш1 

,  ,  /В  \ап+2 

\Ущ2\?е-Ьйп\в.  С(--)        ; 
1а  йшсИоп  ио1Уегзе11е  Д'огдге  п}  ^ие  Уп  2  сопНеп!,  а  ипе  уа1еиг  аЪзо1ие 

,  /  В  \4»+2 

;7я>2|^^йше.  с(у)         , 
Аопс 

_'_!«м_»_  -  ■  -  ■   -/-к  Ч2И+1 


<  с-**  Яше.  С  {  — -  \         ,    (сГаргёз  102). 


Ье  гаиоппетеп*  (1и  §  2  СЬар.  I  поиз  (1огте  ат81  1а  ргепиёге  шёдоНгё  (104),  1а 
8еспш1е  з'оЪиепЪ  (Рипе  ташёге  апа1о#ие. 


—  108  — 
Ьа  &>пс!юп 

^=?рт^ф2,1  +  ф2,2  (103) 

Бега  сопИпие  ауес  зеа  ргеппёГез  йёНуёез  йапз  1ои1  Резрасе,  &ига  №и1е& 
1ез  ргорпёгёз  й'ип  ро1епИе1    к  Гех^чеиг  Йе  сог  е%  а>2    61  заМз&га   айх 

Лх2п-г(к1п)2Х*  =  {К)2фп2>     к  Птёпеиг  йе  1а  зрЬёге  1, 

(106) 
4Хп  +  №п)2^=йг=^п)а*п1»     *  ПпЮйеи*  йе  1а  врЬЪге  2. 

Сотгае  поиз  ауопз  са1си1б  &*  е1  1ез  гаррог!з  йез  Г^1,   Г^2  а  ГаМе 
Йез  б^йаНом  (98),  поиз  1ез  са1си1егопз  татЪепаШ;  к  РаМе  Йез  ё^иа{^оп8 

К  —  9!1  —  I  Фп2 1?1  *=  0 ,     к  1а  зигГасе  а>1 , 

(107) 
X2  =  *1  —  '  Ф*1  ?а  =  0  ,     к  1а  зигГасе  ю2 , 

еп  ргепап!  1ез  |   1ц**  е1  |   !^9  йапв  1е  габте  вепз  дие  р.  38;  поиз   арреИе- 
гопз  1ез  уа1еигз  соггезропйап1е8  А2,  Г;'1,   Г2*2. 
Оп  аига 

7.2     1.1        =^7,  (7.1 7.    '  /\ 

Г^-Гп^^Ь.С.у,  (108) 

1у2,2_у1,2     <Ь.С.  А 

р 

31  Ь  (1ё81§пе  ипе  сопз^аШе  ПШе  пе  йёреийапЪ  пиПетеп!  ее 

Роиг  йётоп(гег  сез  1пё^а1]1ев  (108),  поиз  п'ауопз  ^и,&  йиге  У01г  ^ие 

В  \2п+2 


\Ф;Г\^<В*С\  (      У"  ",     к  1а  зигГасе  юр 

/  К  \2п+2 
фп]  п2<в'с[)       ,     а  1а  зигГасе  ю2, 


(109) 


1'ме  (пе  йёрепйап!  ииИетеШ  йе  — ), 


В  ё1ат  иие  соп$1ап1е  й'ме  (пе  йёрепйап*  пиИетеШ  Йе  — ),ри^8^ие1е8 


/  В  \2и+х 
1егтез  д>*   е1   %\  8оп1  йе  Гогйге  I  — )        ,  е1  сез    тёдаШёз    (109)    йё- 

сои1еп!  1тшёЙ1а(етеп(  йеа  шёдаШёз  (104). 


—  409 


N008  геса1си1егопз  таш(епап1  1ез  {опсМопз  ^,  Ф^д,  Ф%2*  Х^>  е& 
ш1го(1и18ап(;  раг(ои(  1ез  Уа1еигз 


е*  арреЬпз 


се  дш  6Ш1  ауап1  Ф21,  Ф2,2;  я2;  а!огз  1а  ГопсЫоо  р2  зега  цпе  йюсйоп 
сопСшие  ауес  зез  ргепйёгев  (1ёпу6ез  Даоз  1ои1:  Гезрасе  ауаи1  1оШе8  1ез 
ргорпб1ёз  (Тип  ро1епЫе1  к  Гех1ёпеш°  де  а>к  еЬ  а>%,  е1  е11е  заиз&га  аих 
ё^иайопз 

АЧ>1  +  (/<ф2Уя2  =  Ю*У>п2 >     а  Гт1ё1 1еиг  йе  со, , 

(ПО) 

^;  +  (А;)2^;==(А^)2^1 ,     а  ПпМпеиг  йе  юа, 

ой  поиз  розопз 

(111) 

Коив  арреИегопз  у>* ,  &2  1а  йеихгёте  арргох1та1иш,  е1  поиз  гетаг- 
^ие^01)з  ^ие  ё'аргёз  (104) 

-      =  /  Я  \Й+2 

|^2|<а.С.(- — 1       ,     й  Гт1ёпеиг  йе  со1 1 

(112)  2) 
|  р2' ,  |  <Г  а .  С  /—  Г     ,     а  Пп1ёпеиг  йе  со2 , 


1)  I  б2,2  ^  1а  йшсНоп  ишуегзеНе  Д'огЛге  ж  с1е  Ы  зрЪёге  1  дие  б2,2  сопИеШ; 
б2,  ] ' 2  а  1а  зфиШсаИоо  апаЬ^ие. 

2),  О»  роиггак  репвег  аи  ргепиег  аарес!  яи$  1ев  (опсиодз  «}2, 1 ,  -I/2, 2  пе  зайв&в- 
8еп1ра8аихтёте8тёкаШё8диеФ2,1  ,  Ф2'2,  рш8(1ие  1ез  поиуеПез  Гопсйопз  Ф^'2  -}-  Уп  1 
е1  Ф^ Т  4-  Уп  2  сопИеппет  татЦпагП  с1ез  &пс11орз  итуегзеПев  й'огйге  п:  ^  е1  /  * ; 
та18  1ез  уа!еиг8  аЬаоЬеа  (1е  сез  ГопсИопз  зегоп*  (Гаргёз  (107)  е1  (104) 


е1,  сН?1вёе8раг  |(Л2)а  —  *«|, 


<<И«  «те.  С1      ~\ 


<  с-'«  Яте.  С  —    ,  "  ;  о 

Г"    |  роиг  йу-  а  ш2; 


<Ьвс  вп  1ои*  саз      !  й2, *  I  ^с-<в  Пше.  С( —  1         а  1'ш1ёпеиг  (1е  ш2 , 

I     2  2    —  /  В  Ч"-!""2 

•^п'      <  с-*1  Пше.  С(  —  1         а  1'ш1ёпеиг  с1е  ш1. 


—  но  — 

е*  ё'аргёз  (108)  е*  (104) 

\К-К\<ь\К-К\^- 


(ИЗ) 


<**' 


§  3.  N0^  ргосё(1опз  к  ипе  (го131ёше  аррпштаЫоп. 

N008  са1си1опз  1а  йшсЬюп  Ф^1  сопИпие  ауес  зев  ргеппёгез  Дётёез 
ёапз  1ои1  Гезрасе  ауап1  к  Гех*ёпеиг  йе  в>,  1ои1ез  1ез  ргорпё1ёз  (Тип 
ро1еп11е1  еЬ  вйЬкЫ&лпЬ  а  Гё^иаМоп 

ЛФ*1  +  (Ь1)*Ф%1  =  —  (й2)2?2'2 ,     а  Птёпеиг  Йе  о, ,        (1 14а) 

е1  1а  йшсЫоп  Ф% '  сопЫпие  ауез  зез  ргеппёгез  дётёез  Дапз  4ои1  Гезрасе 
ауап1  к  Гех1ёпеиг  Йе  а>2  1ои(ез  1ез  ргорпё(ёз  (Тип  ро1еп*ле1  еЬ  заиз- 
йизапЬ  к  Гёдиайоп 

А Ф*2  +  (7$* фМ  =  —  (1ф*фУ ,    к  Гт1ёпеиг  <1е  о>2 .        (1 146) 

Ноиз  роиуопз  *гоиуег  сез  {опсИоиз  (сотр.  СЬар.  I,  §  2),  еН'оп  аига 
4'аргёз  (112) 

(П5) 

1^2|<«2^-(у)"+2- 
Ьа  Ьпсиоп 

Х'^+Ф^  +  Ф*2,  (П6) 

вега  сопНпие  ауес  зез  ргепиёгез  йётёез  йапз  (юи(  Гезрасе,  аига  1ои1ез 
1ез  ргорпё(ёз  (Тип  ро1епИе1  к  Гех1ёпеиг  с1е  а>1  е!  а>2  е1  забега  аих 
ё^иаИопз 

Н1  +  О^2)2  XI  =  (*2)8  Ф*2 ,    а  ГтЬёпеиг  ае  да, , 

(117) 
Аг\  +  (**)*  %1  =  №2)2Ф*' ,    к  Птёпеиг  йе  оо2. 

Сотте  поив  ауопз  са1си1ё  &2  е!;  1ез  гарроПз  йез  Г]2/1,  Г2,2  к  Гшйе 
дез  ёдиаМопз  (107),  поиз  1ез  са1си1егопз  таш1епап1  к  ГаЫе  йез  ёфмЫопз 

9>1=  9>п  —  \  Ф%*  \Т  =  0 .    а  1а  зигГасе  ю, , 

(ПО) 

х1=  %1  —  |ф^|«1  =  °.   а  1а  8шГасе  ""г; 

поиз  арреИегопз  1ез  уа1еигз  соггезропскпЬез  Р ,  У*-1,  Г*'2. 
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Оп  аига  [1а  дётоп$(га(юп  ез1  аиа1о^ие  а  се11е  ёев  шёдаШёз  (108) 
<1и  §  2] 

\УУ-УУ\<ЬКС.^\  (119) 

N0115  геса1си1егопз  тат1епап1;  1е$  ГопсИопз  ф*9  ф*1,  Ф^2 ,    х%  еп 
1о1го(1и1зап(;  раг!ои(  1ез  уа!еигз 

К>  ^п1»  ?н2    аи  11еи  Йе8    *•»  Ч'1»  у2,2> 
е1  арре1опз 

се  дш  ё\&\1  ауап!;  Ф^'1,  Ф^2,  х2;  а'ог8  'а  ГопсНоп  ц>*  зега  ипе  Гопсиоа 
сопНпие  ауес  зез  ргепиёгез  йётёез  с1апз  1ои1  Гезрасе  ауаи(  (ои!ез  1ез 
ргорпё16з  (Тип  ройепЦе!  а  Гехгёпеиг  йе  а>1  е1  а>2,  е1  е11е  8я118(ега  аих 
бдоаЫопз 

Ау>\  +  (*»)»^  =  (Ч)*9*п* .     *•  ИпЮпеиг  йе  ©, , 

(120) 
Л*;?  +  (*2)2*2  — (Ф^'2.     *  ПШёпеиг  йе  а>2, 

ой  ооиз  ровооз 

(121) 

"*  1^п      |Н" 


^.1  =  ^3,1_        ЗН2. 


N0118  арреИегопз  у>1 ,  &*  1а  1го131ёте  арргохша1кш,  е!  поив  гетаг- 
^ие^оп8  дие  й'аргёз  (115) 


_     _  /Е\н+'6 

9%2  <<**•€-  I  —  1       ,    а  ГЫёпеиг  йе  о>} , 

=  /Л  \'н~3 

у?'1  <а2.0-  I       )       ,     а  ГЫбпеиг  йе  со2, 


(122)  2) 


1)  Сотр.  1а  гета^ие  1)  р.  42. 

а)  Оп  Гега  1е  га18оппетеп!  апаЬ^ие  &  1а  гета^ие  а)  р.  42. 
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е1  4'»ргё9  019)  .еС  (115) 

(123) 

\к-к\ъ»\к-к\{тУ- 

%  4.  II.  Бп  сопипиап*  а1гш    оп    оЪИепйга    1а    зо1иИоп  йи- 
ргоЫёте  йапв  1а  (огще 

(124) 

Сез    зёпев    зегоп!;  аЪ8о1итеп1:    вЬ    ип1ГопвёщепЬ    сопуег- 

Н 

^епЪез,  31  —    езЬ    зиГПзатгаеп!  дгапй,   ри^8^ие    1еига    1егтев 

зопЬ  геврес^1Уетеп(;  р1из  реШз  ^ие  сеих  йез  рго<$ге8310П8  §ёо- 
тё1пдиез 

А  с1^и<е  гааае  к*  4е  1^иаЫоц  аЛ&ёЬп^ие  гезиЦап!;  Лез 
ё^иа^;^оп8  (100)  соггбзропйга  ипе  уа1еиг  Кп. 

Ьа  тё1Ьос1е  апа1о§:ие  &  се11е  Ае  МигрЬу  езЬ  ёопс  (1бтопйг4е;  )в  Г  а! 
<1ё}к  етр1оуёе  йапз  топ  Иуге  *)  „Еше  тесЬапхьсЬе  ХЬеопе  йег  КеШипд 
т  ксшИпшегНсЬеп  Маззеп-зузЪетеп"  роиг  1ез  саз 

п  =  0      (ТЬёопе  (1е  1а  дгауКаЬюп) , 

п  «=  1      (ТЬёопе  йи  ГгоИетеа!;) ; 
поиз  зауопз  таш1епап1  ^и,е11е  езЬ  аррПсаЫв  роиг  ип  п  ^ие1соп^ие  роиг- 
уи   дие  —   зой   аззег  рей1,   е1   1а   тёЪЬойе    реи!;   бкге   иптё(1]а1етеп1 

§ёпбгаШёе  роиг  ип  потЬге  Пш  Ле  раНкЫез. 
С'езЬ  1е  гёви1Ш  цие  ^е  УоиШз  оЫешг. 


*)  Сотр.  р.  з. 


Къ  теорш  обыкновенныхъ  дифференщ- 
альныхъ  уравнешй  перваго  порядка. 


В.  П.  Ермакова. 


1.  Постановка  Задачи. 

Въ  ХЬУШ  том*  „Ма1Ьегаа«8сЬе  Аппа1еп"  (стр.  317—364)  А.  Н. 
Коркинъ  р*шаетъ  сл*дующую  задачу: 

Составить  дифференцгалъное  уравненге 

Мду  +  Х0х  =  0  (1) 

такъ,  чтобы  полный  шинегралъ  этого  уравнения  илиълъ  форму 

О/  —  «',)""  {у  —  г.2Г  ...(//—  ги)»ы  =  С,  (2) 

гд*  показатели  тх ,  т., ,  . . .  ,  тя  —  числа  постоянный.  При  этомъ  пред- 
полагается, .  что  число  п  дано,  а  также  дана  степень  функцШ  М  и  Лг 
относительно  //.  Предполагается,  что  М  и  X  суть  ц*лыя  функщи  отно- 
сительно I/. 

Въ  этой  задач*  показатели  т{ ,  т2 ,  . . .  ,  пьи  можно  считать  дан- 
ными; неизвестными  функциями  будутъ  г, ,  «?2 ,  . . .  ,  гн  и  коэффициенты 
при  различныхъ  степеняхъ  у  въ  М  и  А\  Определена  неизв*стныхъ 
фуякщй  приводится  къ  р*шенш  системы  обыкновенныхъ  и  дифферен- 
шальныхъ  уравненШ.  Коркинъ  показалъ,  что  Оля  этой  системы  диф- 
ференталъныхъ  уравнеюй  всегда  моьутъ  быть  найдены  полные  интегралы 
въ  конечной  форм)ь.  Сверхъ  того  Коркинъ  показалъ,  что  р*шеше  задачи 
можетъ  принимать  несколько  различныхъ  формъ.  Въ  этомъ  заключается 
глубошй  интересъ  мемуара  Коркина. 
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Въ  общемъ  изложены  Коркина  для  читателя  не  выступаетъ  со  всей 
рельефностью  общая  мысль,  которою  руководствовался  авторъ  при  своихъ 
изсл*довашяхъ,  и  въ  н*которыхъ  отношешяхъ  изсл*доваше  усложнено 
бол*е,  ч*мъ  сл*дуетъ. 

А.  Н.  Коркинъ  прежде  всего  предполагаешь,  что  М  и  N  первой 
степени  относительно  у,  т.  е.  р*шаетъ  задачу  для  такого  уравнения 

{у  +  Р)ду  +  (Яу  +  Н)дх  =  0.  (3) 

Еще  Эйлеръ  въ  своихъ  нзсл*довашяхь  зам*тилъ,  что  простою  за- 
меною перем*нныхъ  можно  достигнуть  того,  чтобы  было  Р  =  О ,  <2  =  1 . 
Эти  положения  оказываются  несущественными  для  теорш.  Между  т*мъ 
первое  изъ  этихъ  положешй,  Р=0,  въ  изсл*дованш  Коркина  приво- 
дить къ  такой  зависимости  между  искомыми  функщями  г\  ,  г2 ,  . . .  ,  гп , 
которая  какъ  будто  играетъ  основную  роль  во  веемъ  изсл'Ьдованш. 

Въ  настоящей  стать*  я  желаю  выяснить,  какими  соображениями 
руководствовался  А.  Н.  Коркинъ  при  производств*  своихъ  изсл*дованШ, 
выяснить  обшдй  путь  разсуждешй,  при  помощи  которыхъ  можно  построить 
вс*  вычисления,  действительно  нриводяпця  къ  полному  р*шенш  задачи. 

Такимъ  образомъ,  см*ю  надеяться,  что  моя  статья  облегчить  чи- 
тателю понимате  прекраснаго  мемуара  А.  Н.  Коркина. 

Напомню  прежде  всего,  что  число  множителей  п  въ  интеграл*  (2) 
предполагается  даннымъ,  а  также  дана  степень  функщй  М  и  Лг  отно- 
сительно у. 

Введу  н*которыя  сокращенный  обозначения. 

Выражеше  въ  первой  части  уравнешя  (2)  я  буду  сокращенно  обоз- 
начать черезъ 

П(у  —  г)>п. 

Логариемъ  отъ  этого  выражешя  будетъ 

т,  1од  (у  —  I?,)  +  т2 1о?  (у  —  г\2)  +  . . .  +  тп  1о§  (у  —  г^) , 

что  сокращенно  я  буду' обозначать  черезъ 

2^108(0  —  0). 
Подобнымъ  образомъ  им*емъ  сокращенный  обозначешя 

2т=  Ш1  +  т2  +   '  ■  •    +  тп  * 


I- 


— «       у— «',       у— »4   '" '"■      у  — 

И   Т.   Д. 
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2.  Р%шеже  задачи  въ  простЪйшемъ  случае. 

Мы  ищемъ  такое  дифференциальное  уравнеше,  полный  интеградъ 
котораго  будетъ 

П{у  —  гГ=С,  (2) 

Взявъ  логариемы  оть  об'Ьихъ  частей,  получимъ 
2»и1од(«/  —  г)  =  1о%С. 

Дифференцируя  это  уравнеше,  получаемъ  искомое  дифференщаль- 
ное  уравнеше 

у^-_1М  =  0.  (4) 

Остается  освободить  это  уравнеше  отъ  знаменателей,  для  каковой 
ц'Ьля  вводимъ  слйдугондя  обозначешя 

Р(у)  =  (У  — *>,)  (У  —  *'2)  •  •  •  О  —  *«) , 

(5) 

Уравнение  (4),  поел*  освобождешя  отъ  знаменателей,  приметь  сле- 
дующую форму 

Рг(у)<>у-К(у)д*  =  0.  (6) 

Полный  интегралъ  этого  уравнешя  выражается  формулою  (2). 

Степень  функщй  Рг(у)  и  Р2(у)  равна  п  —  1 . 

Поэтому  мы  решили  задачу  въ  томъ  случай,  когда  данная  степень 
функщй  М  и  Ат  равна  п  —  1 .  Въ  этомъ  случа*  функщй  г1 ,  г?2 ,  . . .  ,  ги 
произвольны;  искомое  дифференциальное  уравнеше  определяется  форму- 
лой (6),  при  чемъ  Рх{у)  и  Р2(у)  определяются  по  формуламъ  (5).  Но 
если  степень  функщй  М  и  Л'  ниже  и  —  1 ,  то  решете  нашей  задачи 
усложняется. 


т 
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3.  Понижете  степени  на  единицу;  первое  рЪшеже. 

Положимъ  теперь,  что  степень  функщй  М  и  Лт  равна  п  —  2 .  Въ 
такомъ  случае  въ  выраженш  (6)  функцш  Рх(у)  и  Ъ\(у)  должны  иметь 
общаго  делителя  первой  степени:  у — р\  следовательно 

2ЗД-0,  Р2(р)  =  0. 

На  основаши  формулъ  (5)  эти  уравнешя  могутъ  быть  заменены 
следующими 

1^-°'  (7) 

У„— =  0-  (8) 


Уравнеше  (8)  дифференщальное;  полный  пнтегралъ  этого  уравне- 
Н1Я  легко  можетъ  быть  найденъ.  Для  этой  цели  умножимъ  уравнение  (7) 
на  др ,  а  уравнеше  (8)  на  дх  и  вычтемъ;  получимъ 

у  т  (др  —  дг)  = 

1*  Р—  V 

Полный  интегралъ  этого  уравнетя  будетъ 

или 

П(р  —  гу»=С.  (9) 

Остается  теперь  изъ  уравнешй  (7)  и  (9)  определить  р  и  юп  через?» 

остальныя  функщй  ь\,  г2,  . . .  ,  г?п  ^  ,  которыя   остаются   произвольными. 

Поел*  этого  искомый  функщй  31  и  Лг  определяются  сд4дующимъ  обра- 
зомъ 

у—р'       *        у--рт 

4.  Понижете  степени  на  единицу;  второе  рЪшеме. 

Понижеше  степени  на  единицу  въ  функщяхъ  Л  и  Лг  можетъ  быть 
сделано  еще  другимъ  снособомъ.  Мы  можемъ  наши  величины  подобрать 
такъ,  чтобы  въ  функщяхъ  Ъ\(у)  и  Ъ\(у)  [уравнешя  (6)]  коэффищенты 
при  уп~1  обращались  въ  нули. 
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Коэффищентъ  при  уп~х  въ  Рх(у)  будетъ  2т>  положимъ 

2«-0.  (10) 

Коэффищентъ  при  уп~х  въ  Р2(у)  будетъ  ^тг'\  положимъ 

Полный  интегралъ  этого  уравнеюя  будетъ 

2«г-С.  (11) 

Если  равенства  (10)  и  (11)  удовлетворяются,  то  рйшеше  нашей 
задачи  дается  уравнетемъ  (6),  т.  е.  въ  настоящемъ  случай 

,17=7»,         К  =  -Р^(у). 

5.  Понижена  степени  на  два;  первое  рйшеше. 

Положимъ  теперь,  что  данная  степень  искомыхъ  функщй  М  и  -У 
равна  п  —  3.  Въ  такомъ  случай  функщй  Рг(у)  и  (Р2(у)  должны  имйть 
обицй  квадратный  множитель:  (у — р)(у  —  </).  Въ  §  3  было  показано, 
что  корни  этого  множителя  должны  удовлетворять  уралнетямъ 

2~  =  °'        Л(р-г)-- С, 

У-^— =  0,         //(о  — гГ=  С. 

1ич  —  V 

Остается  изъ  этихъ  уравченШ  оиредйлить  2>,  д,  *м  и  гп_}  черезъ 
остальныя  функщй  г\  ,  г\, ,  . . .  ,  *:п_2 ,  которыя  можно  считать  произволь- 
ными. Поел*  такого  опредйдешя  функщй  М  и  Л"  определяются  слй- 
дующимъ  образомъ 

7^,0/)  Р,(у) 


(у—р)(у—<1>я     *         0/—р)(у—яУ 

6.  Понижете  степени  на  два;  второе  рйшеме. 

Положимъ  опять,  что  данная  степень  искомыхъ  функщй  31  и  Лг 
равна  п — 3.  Въ  такомъ  случай,  кмкъ  сказано  раньше,  функщй  7^0/)  и 
Р2(у)  должны  имйть  общаго  квадратнаго  множителя.  Мы  предполагали, 
что  корни  этого  квадратнаго  множителя  различны.  Но  можетъ  случиться, 
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что  корни  квадратнаго  множителя  равны,  т.  е.    еамъ    обдцй   множитель 
превращается  въ  полный  ква драть:  {у — р)*.  Въ  такомъ  случа*  должны 
удовлетворяться  сл4дующ)я  уравнешя 

Р1(р)  =  0^      Р[(р)  =  0,  (12) 

ВД»0,         1ВД-0.  (13) 

На  основанш  формулъ  (5)  уравнешя  (12)   могутъ   быть  вам'Ьнены 
следующими 

1^  =  0'  С14) 

^       т       =  0.  (15) 


^0>  — О» 

Уравнения  (13)  могугь  быть  заменены  следующими 
V»     то' 


I 


р V 

ям/ 


О,  (16) 


=  0.  (17) 


Покажемъ  теперь,  что  эти  четыре  уравнешя  зависимы,  что  урав- 
неше  (17)  будетъ  сл4дств1емъ  уравнений  (14)  и  (15).  Дифференцируя 
уравнеше  (14),  находимъ 

у  т(р'  —  у) 

Если  это  последнее  уравнеше  вычтемъ  изъ  уравнен1я  (15),  умно- 
женнаго  нар',  то  получимъ  уравнеше  (17).  Итакъ,  уравнеше  (17)  мож- 
но отбросить.  Дал*е,  дифференщальяое  уравнеше  (16),  какъ  показано 
въ  §  3,  можетъ  быть  заменено  его  полнымъ  интеграломъ 

П(р  —  г)т  =  С.  (18) 

Остается  функщи  р ,  ^  ,  €2 ,  . . .  ,  гм  подобрать  такъ,  чтобы  удовле- 
творялись уравнешя  (14),  (15)  и  (18).  Изъ  этихъ  трехъ  уравнешй  мо- 
гугь быть  определены  три  функщи  черезъ  и  —  2  остальныя  функщи, 
которыя  остаются  произвольными.  Посл^  этого  искомый  функщи  М  и  Лг 
определяются  такъ 


(у-рУ  (у-р) 
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7.  Понижете  степени  на  два;  третье  р-Ьшеше. 

Покажемъ  еще  третье  р'Ьшеше  той  же  самой  задачи,  т.  е.  мы 
опять  предполагаема  что  степень  искомыхъ  функщй  М  и  Л"  равна 
п  —  3.  Въ  §  4  было  показано,  что  степень  функщй  Рг(у)  и  Р2(у)  мож- 
но понизить  на  единицу,  если  коэффищенты  при  у"'1  въ  этихъ  функ- 
щяхъ  приравняемъ  нулю.  Въ  результат*  получимъ  уравнения 


1  т : 


О,         ^ть=С.  (19) 


Нужно  понизить  степень  функщй  М  и  Лт  еще  на  единицу.  Для 
этой  ц-Ьли  нужно  подобрать  ь\ ,  г\2,  . . .  ,уп  такъ,  чтобы  функщй  Рх(у)  и 
Р2(д)  имЪли  обнцй  корень  р .  По  доказанному  въ  §  3  получимъ  сдй- 
дуюпця  уравнешя 

2;7-,==0'         Щр-ьу-С.  (20) 

Остается  подобрать  показатели  т) ,  ж., ,  . . .  ,  тп  и  функщй 
Р ,  -г,  1  ^2'  •  •  •  *ги  такъ1  чтобы  удовлетворялись  четыре  уравнешя  (19)  и 
(20).  Поел*  этого  искомый  функщй  определяются  по  формуламъ 

Ъ\(у)  Рг(у) 

у—р  у—р 

Въ  этомъ  р*Ьшенш  опять  п  —  2  изъ  функщй  г, ,  г>2 ,  . . .  ,  Vп  оста- 
ются произвольными. 

8.  Понижете  степени  на  два;  четвертое  рЪшеше. 

Мы  можемъ  понизить  степень  функщй  Рх(у)  и  Р2(у)  на  дв*  еди- 
ницы, если  коэффищенты  при  двухъ  высшихъ  степеняхъ  въ  каждой 
функщй  приравняемъ  нулю.  ' 

Коэффищентъ  при  у-1  въ  Рг(у)  будетъ  2Ш- 

Коэффищентъ  при  г/и"2  въ  той  же  функщй  будетъ  2  тх  —  2  т  2  г" 
Приравнявъ  эти  коэффищенты  нулю,  получимъ  сл4дую1щя  уравнея1я 

2]т=-0,         ^тъ'^О.  (21) 

Коэффищентъ  при  у"*1  въ  /^0/)  будетъ  2П1Г'-  Этотъ  коэффи- 
щентъ обращается  въ  нуль  на  основанш  второго  уравнешя  (21).  Коэф- 
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фищентъ   при  у"-2    въ  той  же    функцш    будетъ    ^ппъ'  —  ^г^тг'. 
Этоть  коэффищентъ  обращается  въ  нуль,  если 

У?пит  =0. 

Полный  интегралъ  этого  дифференщальнаго  уравнетя  будетъ 

^  тг*  —  С.  (22) 

Остается  подобрать  ш, ,  т.2 ,  . . .  ,  тп ,  г1 ,  г\ ,  . . .  ,  гм  такъ,  чтобы 
удовлетворялись  три  уравнены  (21)  и  (22).  Поел*  этого  искомый  функ- 
цш М  и  Лт  будутъ 

Въ  этомъ  р*Ьшен1и  опять  //  —  2  изъ  функцШ  г^  ,  ь\2 ,  . . .  ,  гя  оста- 
ются произвольными. 

9.  Понижете  степени  на  три. 

Мы  можемъ  понижать  степень  искомыхъ  функщй  М  и  У  далйе. 
Пзъ  предыдущаго  становится  уже  яснымъ  дальнййпий  ходъ  рЪшешя. 
Положимъ,  что  степень  функщй  М  и  2\г  понижается  на  три  единицы, 
т.  е.  равна  п  —  4.  Въ  такомъ  случай  задача  допускаетъ  семь  сткдую- 
щихъ  р'Ьшен1й. 

Первое  ртиете. 

\ =  0,      >  =0,      > =  0, 

1^р — г*  ^</ —  г  ^г — г 

7/(р_г)-  =  С,         П^  —  г)»  ^=  С  ,         И  (г—  г)"  =  С  , 

Щи)  х.  Чу) 


М= 1" -        д  = 

( у — р)  (у  —  ч)  0/ — '*)  '  (у — Р)  <  // — Ч)  (у — г)  ' 

Второе  ртиете. 


-^— 0. 

</  —  Г 
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Третье  ртиеюе. 

Хт     ^        т       чгч       т       

^7--°'     2аХР=^-  °'     ЬТё=ф~  °' 

Л(р  — г)--С, 

(у-рУ'    *         Ъ-рУ 

Четвертое  ршиеме. 

2  же  =  С,        77  О  —  г)"  ==  С ,         П(д  —  г)т=  С* , 

Л/  =  — ; — ,  о\   = 


(М—Р)(У  —  9)  '      ^  (у  —  Р)(У  —  9)  ' 

Пятое  ртиенге. 

2  «иг  =  с ,       л  о  —  *.)•»=  с , 

,,      Чу)        ,.         ВД 


(у—р)'2'  А         (у—р)2' 

Шестое  ртпете. 

2»-о,    2"г-°'    2^-=0' 

2  »н-2  =  С,  77  (р  —  г)"  =  С  , 

у—р  у—р 

Седьмое  ])>ыне>ие. 

2  т = о ,     2  тс  =  ° '  2 ии'* =  ° '     2  т(Л  =  С ' 
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Во  вс*хъ  р*шешяхъ  п  —  3  изъ  функцШ  г{ ,  г2 ,  . . .  ,  г?я  остаются 
произвольными. 

Мы  можемъ  это  понижете  продолжить  до  т*хъ  поръ,  пока  М  и  Лг 
будутъ  содержать  у  въ  первой  степени,  т.  е.  искомое  уравнеше  приве- 
дется къ  форм*  (3).  При  этомъ  придется  сделать  понижеше  на  п  —  2. 
Согласно  данной  выше  теорш  въ  окончательномъ  результат*  останутся 
произвольными  дв*  изъ  функщй  17,  ,  !>а  ,  . . .  ,  »„. 

10.    Общая    задача. 

Дано  дифференщальное  уравнеше 

Мду  +  Хдх  =  0,  (23) 

въ*  которомъ  М  и  IV  суть  ц*лыя  алгебраичесшя  функщй  относительно 
у\  требуется  узнать,  можетъ  ли  быть  полный  интегралъ  этого  уравне- 
шя  выраженъ  въ  форм*  (2). 

Эта  задача  можетъ  быть  решена  лишь  въ  томъ  случай,  когда  число 
п  дано.  Въ  такомъ  случа*  мы  можемъ  составить  вс*  формы  дифферен- 
щальныхъ  уравненШ,  допускающихъ  общШ  интегралъ  въ  форм*  (2)  и 
содержащихъ  у  въ  той  же  степени,  какъ  и  данное  уравнеше  (23).  По- 
томъ  останется  узнать,  заключается  ли  данное  уравнеше  въ  одной  изъ 
найденныхъ  формъ. 


Зависимость  между  Кинкелиновыми  и 
гаммаморФными  Функщями. 


В*  Д.  ЛдежеЪевеваго. 


Подъ  назвашемъ  функщй  Кинкелина  г.  Бопенъ  1)  разуметь  функ- 
щй Кп(х),  удовлетворяющая  уравнешю 

Кп(х+1)  =  х'пКп(х) 

при  условш  Кп(1)  =  1 . 

Функщя  Кь(х)  совпадаетъ  съ  Эйлеровой  функцией  Г(х)\  функщя 
Кх(х)  была  указана  и  изучена  Кинкелинощ>;  начало  изсл-ЬдованШ  функ- 
щй высшихъ  порядковъ  было  положено  Глешеромъ. 

Тому-же  вопросу  посвященъ  недавно  вышеднпй  мемуаръ  г.  Бопэна. 
Въ  последней  глав*  авторъ  показываетъ  связь  между  функщей  Кх{х) 
и  функщей  О  (г),  свойства  которой  были  изучены  мною,  и  строить 
классъ  функщй,  представляющихъ  обобщеше  функщй  С(х).  Повидимому 
г.  Бопэну  не  было  известно,  что  функция  0(х)  является  лишь  простей- 
шей представительницей  функщй,  подобныхъ  функщй.  гамма,  основаше 
теорш  которыхъ  было  дано  мною  2)  и  недавно  изложено  въ  новой  форм* 
г.  Барнесомъ  въ  ряд*  мемуаровъ  3). 


')    Веаирпт.  ..  8иг  1е»  Ашсйшпз  (Гогйге  зирепеиг  <1е  КшкеНп". 

Мепмигез  соигоппсз  е*  тстснгез  (1ез  загапйз  Мгап^егз  риЫк;з  раг  ГАсайепие  (1с 
Вс^чие.  Т.  59. 

*)  ,,0  функщяхъ  подобныхъ  функщй  гамма".  Сообщен1я  Харьковскаго  Матема- 
тическаго  Общества.  2  Сер.  т.  I. 

8)  Вашей.  ,ЛЪе  ТЬеогу  оГ  Ню  О  Рипсйоп".  (}иаг1ег1у  Лоигаа1  оГ  МайЬетаИсз. 
Уо1.  31. 

Вагпез.  ,,Опе$1$  о?  1Ье  ВоиЫе  Сашша  Риисйоп".  РгоееесИирз  оГ  1ке  Ьопйоп 
Ма1Ьеша11са1  8осш1у.  Уо1.  31. 

Вагпез.  ,.ТЬе  ТЬеогу  о!*  1Ье  ВоиЫе  Оагата  РинсЬюп"'.  РШо80рЫса1  Тгапзас- 
Иопз  о{  0\е  Коуа!  8ос1е1у  оГ  Ьопскш.  8ег.  А.  Уо1.  100. 
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Въ  этой  стать*  я  показываю,  что  теор1я  Кинкелиновыхъ  функщй 
находится  въ  самой  тесной  связи  съ  теор1ей  функщй,  подобныхъ  функ- 
ции гамма  вп(х) :  воь  функщи  Кинкелина  могутъ  быть  составлены  изъ 
функщй  Оп(х)  и  обратно.  То-же  заключеше  справедливо  и  для  функцШ, 
обобщающихъ  функщю  0(х). 

Небезъинтересно  заметить,  что  выражеше  Кинкелиновыхъ  функщй 
въ  зависимости  огь  функщй  Оп(х)  требуетъ  возвышешя  посл*днихъ  въ 
степени,  показатели  которыхъ  суть  ц'Ьлыя  ращональныя  функцш  х ,  тог- 
да какъ  составъ  функщй  Якоби,  Гейне,  Аппеля,  модульныхъ  Эрмита  и, 
следовательно,  двуперюдическихъ  гораздо  проще:  они  сводятся  къ  про- 
изведешямъ  или  частнымъ  функцШ  подобныхъ  функцш  гамма  *). 

1.  Дифференщальное  уравнеше  между  двумя  последовательными  гамма- 

морфпыми  функщями. 

Прежде  ч*мъ  приступить  къ  выводу  вышеупомянутыхъ  зависимостей, 
я  остановлюсь  на  обобщены  нйкоторыхъ  свойствъ  функщй,  подобныхъ 
функцш  гамма,  которыя  дальше  для  краткости  я  буду  называть  гамма- 
морфными. 

ПросгЪШшй  классъ  гаммаморфныхъ  функцШ  характеризуется  функ- 
щональнымъ  уравнсшемъ: 

Ои(х+1)  =  Оп^(х)Оп(х)  (1) 

при  чемъ 

60(х)  =  Г(х),        01(х)  =  6(х), 

следовательно 

О^х+^^Пх)  О^х).  (2) 

Выборъ  р*Ьшен1й  ограничивается  сл*дующимъ  услов1емъ. 

Такъ  какъ  общее  решете  уравненШ  (1)  и  (2)  получается  умно- 
жешемъ  частнаго  решетя  на  произвольную  перюдическую  функщю  съ 
перюдомъ,  равнымъ  единиц*,  то,  по  определенно,  подъ  Оп(х)  мы  разу- 
м*емъ  функщю  не  разлагаемую  на  решете  того  же  уравнен1я  (1)  и  пе- 
рюдическую  функщю. 

Кроме  того  функщи  Оп(х)  подчинены  усдовдо: 

0.(1)- 1. 

Разсмотримъ  логариемичесшя  производный  техъ-же  функщй.  По- 
ложимъ  для  краткости  обозначен^: 

В  1ок  Оп(х)  =  фп(х) ,         В  \щ  Г(х)  =  у(х) . 


1)  См.  мою  статью:  „ГЬог    еше  01а5*с  уоп  Гипсгюпеп,  (Не    <1ег    ОалшаАшсИоп 
аиа1о^  *т<1".    Венские  с1ег  Заскв.  ОезеШскаК  ги  Ье1р21#.  Магк.-Ркуз.  (Л.  Вс1.     6. 
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Функщи  фп(х)  въ  силу  равенствъ  (1)  и  (2)  определяются  функцю- 
нальными  уравнешями  такой  формы: 

фп(х  +  1)-фи(х)  =  фп_](х), 

(3) 
^(.г+1)  —  ф^х)^^). 

Основнымъ  предложешемъ  въ  теорш  гаммаморфныхъ  функцШ  слу- 
жить дифференциальное  уравнеше  !): 

В1оё  0^-{-1)  =  х  то$Г(х)~(х—  1)  + 1)108  6,(1), 
которое  въ  новыхъ  обозначешяхъ  им*етъ  сл-ЬдующШ  видъ: 

ф1(х  +  1)  =  хц,(х)  —  (х—1)  +  ф1(1).  (4) 

Установимъ  соответственное  уравнеше  для  функщй  ф  высшихъ 
порядковъ. 

Пользуясь  символомъ  А  для  обозначешя  разности,  вт*  силу  ра- 
венствъ (3)  мы  можемъ  представить  уравнеше  (4)  такъ: 

Аф2(х+1)  =  хАф1(х)-(х—1)~гф1(1). 
Зам*тивъ,  что 

хАфх(х)  =  ^.г^Сг)  -  ф/х  +  1)] , 
находимъ,  что 

фДх  +  1)  =  хф{х)—ф1х  +  1)  -  (ХГ=})^-Л1  +  Хф{(1)  +  С. 
0пред1ш1въ  постоянное  С,  полагая  х  =  0 ,  получимъ  окончательно 
2ф&  +  1)  -  хфх(х)  -  (^-11)2(-Г=^  +  ^(1)  +  20,(1) .  (») 

Переходъ  отъ  уравнешя  (4)  къ  (5)  есть  не  что  иное,  какъ  инте- 
грироваше  въ  конечныхъ  разностяхъ  уравнения  (4),  поэтому,  не  повто- 
ряя однихъ  и  гЬхъ-же  разсужденШ,  можемъ  сразу  получить  общШ  ре- 
зультата, взявъ  конечный  интегралъ  (и — 1)-го  порядка  отъ  обйихъ  час- 
тей уравнешя  (4)  и  опред'Ьливъ  каждое  изъ  произвольныхъ  постоянныхъ, 
вводимыхъ  посл*довательнымъ  интегрировашемъ,  полагая  г  =  0. 

Такимъ  способомъ  получимъ: 

пфп(х  +  1)  =  хфп^  (х)  +  Яп(х) ,  (А) 


1)  См.  ,,0  функщяхъ  подобныхъ  фуикцш  гамма".  §  3. 
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гд4  Ян(%)  —  полиномъ  и-ой  степени,  именно 

х(х —  1),. .  ,,(х —  п  +  к+  1) 


*=1 


(и  — А:)! 


Уравнеше  (А)  и  есть  искомое. 

Интегрируя  последнее  уравнеше  огь  О  до  х,  получимъ: 

п1о«ви(х+1)  =  х1(щал^х)  —      1о8вя_1(*)Аг+(   Яы(х)Ох.  (В) 

«;о  Л  о 

9 

Отсюда,  полагая  х  =  1  и  перем*нивъ  п  на  п  +  1 ,  находимъ: 

Г1овб.(ж)Л?=  Г  ^,+1(*)*г.' 

Л  о  </о 

Ясно,  что  искомый  интегралъ  есть  линейная  функщя  постоянныхъ 
$5,(1),  $2(1), ...  »$„+,(!);  причемъ  важно  заметить,  что  въ  число  не- 
обходимыхъ  постоянныхъ  для  опред4лен1я  интеграла  отъ  функщи  я-го 
порядка  входить  й5я+1(1). 

-^ 

2,  Выраоюенге  гаммаморфныхъ  функцгй  въ  зависимости  отъ  производной 

отъ  Ход  Г(х). 

Изъ  того-же  уравнен!я  {А)  слЪдуетъ,  что  всякая  функц1я  фп(х) 
можетъ  быть  выражена  посредствомъ  функщи  у>(х).  Действительно,  пе- 
рем'Ьнивъ  въ  втомъ  уравненш  х  на  х  +  п  —  1 ,  найдемъ: 

п  фп(х  +  п)  =  (х  +  п  —  1)  фи__у  (х  +  п  —  1)  +  Яп(х  +  п  —  1) . 

Следовательно, 
(п-Л)фп_1(х-\-п-1)~(х4-п-2)фп_2(х  + 

2ф2(х  +  2)  =  (*  +  1)  фх(х  +1)         Н^  <?2(*  +  1) , 
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Исключивъ  изъ  этой  системы  фх(х  -\- 1) ,  . . .  ,  фп_х{зс  -\-п  —  1) , 
получимъ 

п\фЛх  +  п)  =  х(х+1),...,(х  +  н  —  1Жх)  +  Вя(х)         (С) 

гдЪ  Ин(х)  полиномъ  п-ой  степени. 

Итакъ,  производная  логариема  гаммаморфной  функщи  есть  линей- 
ная функщя  отъ  производной  логариема  Г(х)  съ  целыми  ращональными 
коэффициентами. 

Взявъ  интегралъ  отъ  об*ихъ  частей  уравнешя  (С)  въ  проделать 
отъ  0  до  а:  и  замЪтивъ,  что  Сгя(н)  =  1,  въ  чемъ  легко  убедиться  съ 
помощью  равенства  (1),  получимъ 

п\1о$Сгп(х  +  п)  = 

=  I   х(х  +  1)  .  .  .  (х-^-п  —  1)  у)(х)йх+  I   Пп{х)ах.  (В) 

у  о  «/о 

Таково  выражеше  логариема  гаммаморфной  функщи  въ  зависимости 
огь  функщи  ф(х). 

3.  Выражеше   Кинкелиноеыхъ  функцш  посредствомъ  гаммаморфныхъ    и 

обратно. 

Перейдемъ  теперь  къ  установлены  зависимости  между  функщями 
Кп(х)  и  вп(х). 

Основное  уравнеше,  характерное  для  Кинкелиновыхъ  функщи,  мо- 
жетъ  быть  записано  въ  такой  форм*: 

1овКп(х-\-1)  —  1о?2д>)===#Мо?г.  (6) 

По  свойству  функщи  Г(х)  им*емъ 

А  [хп .  1о?  Г(и:)]  =  хп  1ор  х  +  Ах" .  1о?  Г(х  +  1) . 

Точно  также  но  свойству  (1)  функщи  Оп(х)->  находимъ 

А  [А  яМорСД.г  -г  !)]  =  А  *".1орГ  (х  +  1)  -^  А'2хпЛоцОх(х^г  2) , 

Л  \А*&ЛщаЛ*  +  2)]  =  А'2х*\\оцОх(х  +  2)  +  А*х»Ло$а2(х  +  3) , 

А  [А*х* .  1о?  Ои(-г  +  Ю]  =  А»хп .  1о?  Си  _  х(х  +  п) , 
гд4  Апх*  =  п ! 
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Изъ  этихъ  равенствъ  не  трудно  обнаружить  следующее  тождество 

п 

.г»  1од  х= А  У  (—  1)*  Акх" .  1о?  Ок(х  -\-  к). 

/.=0 

Внося  это  выражеше  въ  равенство  (6),  находимъ 

1о8#<>)  =  V  (-  1)*Акх"ЛоёОк(х-к)  +  С. 


*=0 


Отсюда,  принимая  во  внимате,  что 

АГя(1)=1,         Яп(1)=1,         С4(1  +  *)  —  1 

заключав мъ,  что  постоянное  С=0. 
Следовательно, 

1од  Кп(х)  =  х»  1ор  Г(х)  —  Ах* .  1о?  О  х(х  +  1 )  — 

+  А^Ло^С^/х  +  2)  —...-}-  (—  1)"  ^.гМорГ^Сг  -|-  и).         (Я) 

Этотъ  выводъ  въ  силу  равенствъ  (1)  можно  формулировать  такъ: 
лошривмъ  всякой  Кинкелиновои  функцш  есть  линейная  функция  лош- 
ривмовъ  юммаморфныхъ  функцш  съ  ц>ьлыми  рац'юнсичьными  коэффи- 
циентами. 

Изъ  обзора  уравненШ 

1ое  Кх(х)  =  х  ЩГ(х)  —  \щ  Ох(х  +  1) 

1ое  К2(х)  =  х2 1ов  Г(х)  —  Ах*  \щО{х  +  1)  +  2 !  1ор  в^х  +  2) 

1ор#я(*)  =  ^1овГ(.г)  —  ^дгл]о?(71(.г-|-2)-|-. . .  +  (—  1)нШЩОи(х  +  н) 

ясно,  что  и  обратно,  лошриомъ  всякой  шммаморфной  функцш  Оп(х)  есть 
линейная  функцш  лоьаривмовъ  Кинкелиновыхъ  функцш  съ  щьлыми  ра- 
циональными коэффициентами  относительно  х. 

И,  действительно,  р*шен1е  приведенной  системы  даетъ: 

п\]0!хОп(х+  п)  = 
=  Ря]оцГ(х)—Р'и1оцК1(х)  +  ^ 1<щКр) -...-(—  1Г  ~  1<Ч?  #  ,(*).  (^ 
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гд* 

Ри  =  х(х-1-1)  ...  (дг  +  н— 1), 

а  Р'п ,  Рн" ,  . . .  суть  производный  отъ  Рп. 

4.  Зависимость  между  основными  постоянными  о6)ьихъ  системъ  функцш. 

Мы  вид-Ьли  въ  §  1  какую  важную  роль  играютъ  постоянный 
фх{\),  <#2(1)...  въ  теорш  функщй  Оп.  Эти  постоянный  могугь  быть 
заменены  другими  системами,  между  прочимъ  вышеупомянутыми  инте- 
гралами 

Анадогичныя  постоянный  им-Ьютъ  огромное  значеше  для  Кинкели- 
новыхъ  функщй.  За  основную  систему  въ  темрш  Кинкелиновыхъ  фуяк- 
цШ  Глешеръ  и  Бопэнъ  принимают?»  постоянный  сои-1,  которыя  опреде- 
ляются такъ: 

^  1 

\   1о^  Кп(х)  (1х=  -  1орг  соп^ . 

^  о 

Для  того,  чтобы  установить  связь  между  обеими  системами  посто- 
янныхъ,  мы  выведемъ  выражеше  производной  отъ  1о$Кн(х)  изъ  фор- 
мулы (Е). 

Посредствомъ  дифференцирование  иолучимъ: 

В \щ  Кп(х)  =  н  [.г»-1 1орг  Г(/)  —  Ах"~' .  ХоцО^х  +  1)  +  . . . 

...+(—  1)"  -1  г!—1  х»-1  Лоцвп_х  (х^-п  —  1)]  -гВн(х), 
гд* 

Вн(х)  =  х«у>(х)  —  Лх-фх(х  +  1)  +  . .  .  +  (—  1)"  А»х"фн(х  -|-  и) .     (7) 

Выражен1е  въ  скобкахъ  иредставляетъ  1о^А"м-1(х),    следовательно 

В  1ор  Кп(х)  =  п  1ов  Кп_х(х)  +  Вп(х) . 
Для  определения  вида  функщй  Вп(х)  составимъ  разность 

Вн(х+1)-Нп(х)  =  Л1п(х). 
Вычислеше  этой  разности  въ  силу  равенствъ  (3)  даетъ 
А11п(х)  =  х»->. 
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Назовемъ  чрезъ  Вп(х)  полиномъ  Бернулли,  написанный  въ  такой 
форм1!},  что 

Вп(х^-1)-Вп(х)  =  х»-К 

Черезъ  сличеше  этихъ  результатовъ,  находимъ 

Еп(х)  =  Вн(х)-\-Ап  (8) 

гд4  Ап  постоянное. 

Отсюда,  полагая  х  =  0  и  замгЬтивъ,  что  1?м(0)  =  0,  получимъ 

Для  оиредЬлешя  ^?п(0)  изъ  формулы  (7)  необходимо  напомнить,  что 
О  есть  полюсъ  функцш  ?/>(./*),  причемъ  изъ  функщональнаго  уравнешя 

р(*+ !)  —  *>(*)  =  - 
непосредственно  слЪдуетъ,  что 

Всл*дств1е  этого  равенство  (7 )  даетъ  при  и  >  1 
Ап  =  —  АЪ»фх{\)  -г  А*0»ф$>)  —  ...+(- 1)"  4-о«  фп(п).         (9) 
Въ  случай  же  и  =  1  ,  получимъ 

^  =  -1-^(1).  (10) 

Изъ  соотяошешй  (3)  ясно,  что  Ан  представдяетъ  лицейную  функ- 
цш постоянныхъ  дй,(1),  </>2(1),  . . .  ,$и(1). 

Опред*ливъ  составъ  постоянныхъ  Ан ,  мы  можемъ  остановиться  на 
слйдующемъ  выражении  производной  1оцК(х): 

В  1од  Кп(х)  =  п  1ор  Кл_г{х)  +  Вн(х)  Л-Ап.  (11) 

Обращаясь  къ  мемуару  Бопона  на  стр.  20  мы  находимъ  следую- 
щую зависимость: 

1ое  К^т)  =  н  ^   1ор  Кп^(х)  с1х  -г  ±  Вн+1{х)  —'-х  1оё  о^  '. 

Откуда  чрезъ  диффсреицироваше  находимъ 

В  1ор  ВД  =  п  1ор  а;.^)  +  *  7/  +  ,(.г)  -  *± \щ «^ . 
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Им-Ья  въ  виду,  что  по  свойству  Берну-шевыхъ  функцШ 


получимъ 

Сравнивая  двй  формы  производной  1од#п(#),  находимъ 


В \щ  Кп(х)  =  п  1од  Кп^{х)  +  Бп(*)  + 1 Я    ДО)  -  ^  1од «>„-! . 


Л=^1+Д0)-|108о>и-1.  (12) 

Зам'Ьтимъ  еще,  что  полагая  х  =  1 ,  получимъ 
Лй  =  Я1о§#п(1). 

о.  Выражете  функцш,  обобщающихъ  фунщт  в(х) ,  посредствомъ  %ам- 

маморфныхъ  и  обратно. 

Обратимся  къ  обобщенш  функцш  0](х)  =  0(х),  данному  г.  Бопэномъ. 
Зам*тивъ  соотношеше 

6(х)  =  1^± 

Бопэнъ  составляете  так1я  функцш, 

К*~\(х) 
Кп{х) 

Очевидно,  что  ^^(x)  тождественно  съ  О^х) ,  но  остальныя  функщи 
*Гп(х}  суть  новыя  функщи. 

Изъ  этого  опред,Ьлен1я  по  свойству  Кинкелиновыхъ    функщи    сл4- 
дуетъ,  что 

Цх  +  1)  =  Кп_^х),Тн(х) 
и 

Чтобы  обнаружить  выражеше  функщи  е7"п(#)  чрезъ  посредство  гам- 
маморфныхъ  функщи,  логариомируемъ  предыдущее  равенство;  получимъ: 

1о?  Ощ(х  +  1)  -  1о8  «/.(*)  -  1о?  Кп_х(х) . 
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Следовательно,  1о^  «/„(я)  представляетъ  конечный    интегралъ   отъ 

Принимая  во  внимаше,  что  по  доказанному  имъемъ 

1ов  *„_,(*)  = 

=  х»-1 1од  Г(х)  —  Ах»  -1 1ов  ОДаг  +  1)  + 

+  Л*.г— '  1о§ в2(^  +  1)—  . . .  +(—  1)"-,/1"-,^-,  Щвн_&  +  и—  1)  , 

чрезъ  конечное  интегрироваше,  прилагая  справа  методъ   интегращи  по 
частямъ,  находимъ: 

1ое  «/„(*)  = 
=  -г"-1 1ое  Ох{х)  —  2  Ля—' .  1о§  02(х  +  1)  + 

4-34|«"-|.1ое01(аг  +  2)— ...+(— 1)"-1»4"-,л"-1.]08О1|(*+»— 1)-(в) 
Откуда  сд-вдуеть,  что  обратно 
« !  108 вн(х  +  п-  1)  =  Ри_х 1о?  (?,(*)  -/*;..,  1ов^Й  +  . . . 

•■•+(-1)-1(^|)-,»вв^И  ^) 

гд* 

Р,_,=*(*  +  1)...(*  +  «— 2). 

в.    Выражены    пиъхъ-же    функщй    посредствомъ    кратнаю    интеграла 
отъ  лошривма  функцш  Ох(х). 

Равенство  (О)  даетъ  выражеше  1о8</"п( х)  въ  зависимости  отъ  систе- 
мы функщй  Сгх,  02 ,  . . .  ,  Оп ;  можно  показать,  что  ^п{x)  зависитъ  ис- 
ключительно отъ  первой  изъ  нихъ  Ох(х). 

Прежде  всего  это  обнаруживается  для  ^.  Полагая  въ  формул* 
(О)  п=  2  ,  находимъ 

1ое  </20)  =  х  1ое  Ох(х)  —  2 1ов  02(х  +  1) . 

Полагая  же  въ  формул*  (В)  тоже  //  =  2 ,  получимъ: 

2 1ор  02(*  +  1)  =  х  ]ор  &,(*)  —      1о<*  С^я)  йе  +       ф2(#)  Ах. 

^  0  •/ О 
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Чрезъ  сравнеше  этихъ  двухъ  тождествъ  им4емъ 

Для  обобщешя  этого  вывода,  найдемъ   сначала  выражеше    произ- 
водной отъ  \щ^х). 

Изъ  формулы  (О)  находимъ: 

=  {п  —  1)  [я—*  1о?  вг(х)  —  2  Ах»~*  1о?  в2(х  +  1)  +  . . . 

...+(— 1)«-2  (п — 1)  4»-  2^~2 1о8  (?,_,(* + п — 2)]  +  ад , 

гд* 

Я(я)  = 

=  л:»-1дб1(дг) — 2Лхп-1.^д:+1)+. . .-г(—1)*-1п/1*-1х"-*фп(х  +  п—1У 
Составивъ  разность    отъ   8п(х),  находимъ 

«я(*  +  1)-ад= 

=  хп~*у>{х)  —  Ах»-1ф1(х  +  1)+  ...+(—1)«-*Ап-ххн-\фп{х  +  п  —  \). 

Сравнивая  правую  часть  съ  формулой  (7)    и  принимая   во  внима- 
ше  равенство  (8),  получимъ 

8п(х  + 1)  -  ад  =  *,_,(*)  +  Ал_, . 

Такъ  какъ  Вп_х(х)  есть  полиномъ  (/г  —  1  )-ой  степени,  то  8п1х)  бу- 
детъ  полиномъ  м-ой  степени,  выражеше  котораго  не  трудно  найти. 
Въ  самомъ  д&гЬ,  изъ  тождества 

Вп(х+1}-Вп(х)  =  х[Вп^(х+1)-Вп^(х)] 
слйдуетъ,  что 

Постоянное  #„(0)  получается  безъ   затруднешй    изъ   первоначаль- 
ная выражеюя  8п(х),  принявъ  во  вниманье,  что 

[хф1(х)]х=0=1. 
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Выяснивъ  это  обстоятельство,  юЛеыъ 

2)  1ов  ^х)  =  (п  —  \)  «/,_,(*)  +  8п(х) . 
Отсюда,  дифференцируя  (» —  2)  раза,  получимъ 

В*-*  108 ЩХ)  =  (*_  1)  д-^  |(*)  +  ВД 

гд*  .Р;(#)  полиномъ  2-й  степени. 

Заменяя  въ  предыдущей  формул*    п  чрезъ  п  —  1 ,  п  —  2 ,  . . .  ,  2 , 
получимъ  рядъ  аналогичныхъ  равенствъ 

2>»-2 108 1п_х(х)  =  (п  -  2)  !>-• 1ов  •._,(*)  +  Р*_г(х) 

В  1ов  <ВД  =  1ов  ОД  +  ВД • 

Следовательно,  путемъ  исключешя  получимъ: 

Я»-1 1о8  Щх)  =  (п  —  1)  !  1ов  вх(х)  +  Р\х) , 

гд*  ^2(д:)  —  опять  полиномъ  второй  степени. 

Интегрируя  это  равенство  (п — 1)  разъ  въ  пред'Ьлахъ  отъ  0  до  х, 
находимъ: 

ОХ  лЛ 

...  \  1ое  <?,(*)  йя-1  +  *"•+'(*)•         (?) 
о         «/о 

Итакъ,  логариемъ  Щх)  отличается  отъ  интеграла  (и — 1)-й  кратности 
огь  1о8  (тх(х)  на  полиномъ  (п  -(-  1)-ой  степени. 

7.    Обобщенье. 

Строеше  функщональнаго  уравнешя  Кинкелиновыхъ  функщй  ука- 
зываетъ  на  возможность  разнообразныхъ  обобщенШ;  наприм'Ьръ,  выраже- 
ше  каждой  изъ  функщй  Рп(х) .  удовлетворяющихъ  одному  изъ  уравненШ 

Рп(х  +  1)=в*;(х).Рп(х) 
Ъ\(х  +  1)  =  К*[х) .  Гщ(х) 
Рн(х+1)=^п(х).Рн(х) 
можетъ  быть  найдено  пр1емомъ,  указаннымъ  выше. 
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Логариемъ  каждой  изъ  такихъ  функцШ  Рп(х)  представляетъ  линей- 
ную функцш  логариемовъ  гаммаморфныхъ  функцШ  сть  целыми  ращональ- 
ными  коэффициентами. 

Выборъ  показателя  въ  форм*  а?  не  существененъ:  предыдущее  за- 
ключеше  остается  неизменным!»,  если  примемъ  .показателем»  какую 
угодно  д*лую  рацюнальную  функцию  х\  поэтому  къ  той-же  категорш  от- 
носится функщя  1'%н(х) ,  определяемая  уравнешемъ: 

Рп(х  +  1 )  =  хг>Ы .  цг&Цх ) . К*** . ,/Г»<*> .  Рп(х) . 

гд*  г0,  гх,  г2,  г3  суть  ц*Ьлыя  ращональныя  функцш  .г. 


КЕМАКОХЖ  КЕЬАТ1УЕ8   АИХ   ЕОКМИЬЕЗ 
80ММАТ01ЕЕ8  Б'ЕХТЬЕК  ЕТ  БЕ  ВООЬ 


РАК 
>У.  8*ек1оГГ. 


1.  Оп  яаИ  Ьеаисоир  йе  (Ипншяи'аНопз  81тр1ез  йе  1а  Гогиш1е 
зоттаМге  (ГЕи1ег.  Хеаптошз  ^е  гае  регте1з  йе  риЬИег  с^иеЦиез 
гепш^иез  геЫп'ез  &  сеКе  Гошш1е,  апш  яи?  &  1а  Гогти1е  апа1орше  йе 
М.  Воо1,  ^ш  те  зетЫеШ  поп  с1епиеез  (Пп1егё1  аи  рот!  с!е  те  (Мас- 
сив. 

•1е  га18  аШгег  ГаНешюп  виг  се  ГаН  яи'оп  реи(  (1ес1и1ге  1ез  Гогти- 
1ез  еп  ^иез^юп,  атм  с^и'еикПег  1е§  ргорпегёз  Гоп(1атеп1а1ез  с1ез  ро1упо- 
тез  ^^и  з'у  гаПаскепК  раг  ип  ргос(к№  шШ'огте  е!  1гез  ОДдаШ,  еп  раг- 
1ап!  (Типе  Гогти1е  е1ётетаи-е,  с^гоп  реШ  сопзОДгег  еп  тСте  1ешрз 
сотте  ипе  Готш1е  яотта1о1ге  ^п#га1е  соМепам  сошшв  <1ез  саз  1гез 
рагНсиНегз  сеПез  1ГЕи1ег  е1  <1е  Воо1. 

2.  8о1еп1  /(х)  е!  д(х)  (1еих  ГопсИопз  йе  1а  гапаЫе  г^е11е  х  ас1те1- 
1ап1  1ез  йепгёез  с!е  //  ргашегз  оп1гез  с1апз  ип  ткчтаИе  ^ие1соп^ие 
(а,  Ь). 

Без1цпоп8  раг  д(к)( — х)  1а  (1егпг^е  й'огйге  А*  с1е  д(х),  ой  Гоп  гет- 
р1асе  .г  раг  — .г. 

Га1зап1  (Ыпз  ШепШе 

Л*?Сл:)//"-*Ч — х)  —  /1*-1)(.г")У»-*+1)( — ^)=  -*-[Рк-"(х)ф"-кЧ—х)~} 
зисееззп'ешеШ  к=  1,  2.  3,  . . .  ,  п  е!  аМШоппап!,  оп  1гоиге 

п 

/(">  (.•*•>.'/ (—  •*)  —  /<•') //(и)(— -г;  =  -((/г  2] /1*_1)0) </("-1,(—  •'•» . 

*=1 
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(Той,  еп  иПё^гап!  еп!ге  1ез  НтИез  а  е1  6,  оп  Иге,  арг^з   ипе   гбйисНоп 
знпрк, 

№  &»-"(—  Ъ)  —  №  9{п~1){-  а)  = 

Ь  н 

=  —  [Г{х)9™(—  х)  Лх  —  ^  [/•(*-1)(^^»-*)(-а)-/(*-1)(6)^-*>(-^)]  + 

а 

Ь 
-1-^Р»(х)д(-х)<1Х.  '  (1) 

а 

С/ез1  1а  Гогти1е  йе  Кгопескег. 
3.  Розопз  Ь  =  а  +  к ,  е! 

Оп  аига 

Ь'ёдаШё  (1)  (1еу1еп{ 

({а  +  Л)  д><»-')(1)  —  Да)  9><»-»(0)  = 

=1}  я-)^(^)^+ 

а 

+  ^](—  1)*Л*->  [^*-!)(а-;- А)^»-*)(1)~/\*-,)(а)  ^"-*>(0)]  + 

*=2 

1 

+  (— 1Г~1Ап  Г^Ча-;-^)^^)^,  (2) 

о 
саг 

о+А  1 

а  о 

Кетр1а<;ап1  йапз  (2)  а  раг  а+^г,  ]  <Нап1;  ип  епИег,  &изап1  еп- 
зш1е  зиссеззкетеп!  у  =  0, 1,  2,  . . .  ,  т  е1  асИШоппап!;  1ез  гёзиНа1з,  оп 
*гоиге,  аргез  (1ез  гес1ис1юпз  знпркчз, 
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т 

(у*-1)(1)  _  ^-0(0)]  2 /(а  +  &)  = 
/-о 

+  ^  (^-1)*М-1  [/№-1)(Ь)?)(»-*)(0)_^*-П(а)9рС-*)(1)]+  (3) 

п  ш 

+  2](_1)*Ъ*-'  |><--*>(1)-  9.(»-*)(0)]  ^  /Г(*-,,(«+^)  + 

1  )м-1 

+  (—  1)п-а Дм  Г  Ф (*)  У  /*и>(а  +  ;А  -[-  ЩАг . 


Сев!;  1а  Гогти1е  зоттаШге  &ёпёга1е,  апа1одие  &  сеИе  йе  М.  Кго- 
пескег  '). 

4с.  СопзМёгопз  1е  саз  1е  р1из  8ипр1е,  ой  ^(аг)   ез1  ип  ро1упогае    йе 

II  е81  ёуИеп!    ^ие   1а  Гогти1е  (3)   зе  гёс1и1га  к  се11е    (ГЕи1ег,    81 
поиз  (Шегттегопз  1е  ро1употе  ф(г)  к  Га1с1е  йез  сопйШопа 

?><"-*>  (1)  =  ф<п-*)(0) .  (*-2,  з »о  (4) 

Ьа  (огти1е  (3)  зе  гёйшга  &  сеИе  (1е  Воо1,    81  поиз  зиррозопз    цие 
1е  ро1употе  <р(г)  заИзГаззе  аих  сошШмшз 

ф(»-*)(1)  +  5Р(п-*)(0)  =  0.  (*=1,2,з п)  (5) 

Коиз  сопзИёгопз,    (1апз    се  ^ш  уа  зш\те,  сез  с1еих    саз    1ез    р1из 
т№гез8ап1з,  запз  1га11ег  1а  ^ие8^^оп  рёпёга1е. 

5.  Зиррозопз  (ГаЬогй  ^ие  <р(г)  заИзГаззе  аих  сошШюпз  (4). 
Розопз,  роиг  зшфНйег  ГёсгИиге, 

у(0)  =  А'п,  ф1"-кЩ  =  Лк.  (*=0.1,2 н-1)  (6) 


*)  Сотрагег  Ь.  Кгопескег:  ,,Лгог1езш1§еп  йЪег  (Не  ТЬеопе  (1ег  еш&скеп  ии<1  (1ег 
пеНасЬеп  1п1едга1е';.  Ьсцш^.  1891,  р.  1-18. 
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Оп  а 


т^-Щг)  =  А^-~з  — —  4-  г2  — —  4-         —  з*-1 - I-  **  —     т 

У         У*)       л*    ■         Ц     -1--      2!     ^  •"•    '  (*  —  1)!  ^      *!  '        ' 

(*=0, 1,3, '...,«) 

Еп  розап*  г  =  1 ,  он  1гоите,  еп  гег1и  4е  (4), 

Сез  и  —  1  ёяиа!юп8  (Шегттеп!  зисссзякетеШ  1ез  гаррог!з 

.-.  (*=1,2,...,п~1) 

Ьез  соеШс1еп!8  Л0  е1  Л'я  гез1еп1;  тсЬНегттёз. 
N0118  р080П8,  роиг  р1из  (1е  зшрНсНё, 

.Г=0,        А0=1.  (9) 

Коиз  оЬНепйгопз  апш  1е  ро1употе 

Ак    ё1ап1    йез   сопз^аШез,    йёйтея   раг  1ез  ^иаИопз    (8),    ой    И    Гаи1 
розег  А0  =  1 . 

Еп  ргеппап!  роиг  и  1ез  уа1еигз  епИегез  &  рагШ*  (1е  н  =*  2 ,  3 ,  . . .  , 
поиз  оЪИепйгопз  ипе  зиИе  (1е  ро1употез  с!е  с1ертё  2,3,...  с^Гоп  арреПе 
роЦрютев  йе  ВегпюиШ. 

6.  ЗДзщпопз  тат1епап1  1е  ро1употе  (1е  ВегпоиШ  с1е  <1е.схё    п  раг 

Еп  1епап1  сотр!е  (1е  (10)  е1  (4),  он  1гои\*е  1ттёсПа1етеп1; 

р,/0)  =  ?й(1)  =  0.  (11) 

Розопз  (1апз  ГёциаНоп 

Л      1 

Ч%-кЧ1—г)  =  Аь  —  з-^  + 

+  --Й-+ •••  +  (-«'- "-^Ьтд  +  '-^тг 

е!  (1апз  (7)  /•:  =  2. 
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Оц  аига 

0и-9(,)  =  А,-+  *Л  +  |у '       9-Ди-2)(1  -  *)  =  А,  -  *^"-»(1)  +  -^ , 

(Той 

<"  2)(*)  -  «# "2)  (1  - *)  =  * М,  +  У>-"(1)] • 

Ог,  Ге^иаНоп  (7)  йоппе,  роиг  Л  =  1 ,  г  =  1 , 

<»-')(1)  =  ^  +  1.  (12) 

Оп  а  йопс,  еп  тег1и  (1е  (8)  (роиг  А-  =  2) , 

Л,  +  *<|-,>(1)  =  2Л1  +  1  =  0,  (13) 

с'езНнИге 

у(»-2)(г)  _.  у.(^Ч(1  —  л~)  =  о . 

Оп  Иге  йе  1а,  еп  ш1ё§гап1, 

р(»-з)  (г)  а_  ^,(,.-3,  (!_«•)  =  Сопз1.  =  2^4з , 

у(»-4)(гг)  —  9(«  - *)  (1  _  «)  =  2Л3^  —  Сопз1.  =  гЛ,*  , 

(Той  Гоп  сопс1и1,  еп  розам  г  =  1 , 

,13  =  0. 
Раг  сопзе^иеп*, 

^Г"*0*/)  "Г  (—  I)*"1  9>?~*}  (1  —  г)  =  0         Р°иг  А*  =  2 ,  3 ,  4 .      (14) 

8ирро80П8  дие  сеПе  ^гаШ^  8оп  ехасЧе  роиг  ипе  га1еиг  ^ие1соп^ие 
ра1ге  с1е  к\  тогИгопз  ^^Ге]1е  1е  зега  аи.чы  роиг  А*+1  е1  к  +  2. 
Бе  Ге^гаШё  (14)  оп  Иге,  еп  пПедгаш, 

9(Г*-%)(*)  +  {-  1)Ч(Г*-!)(1  -*)  =  2А^ , 

II  з'епзик  ^ие 

Ог  Г^иаИоп  (14)  ея!  охас!е  роиг  к  =  2:   е11е   гея!е    с1опс    ехас!е 
роиг  1ои1е8  Ь'8  уа1еиг§  (1е  ГпкИсе  А*  =  2,  3,  4,  ...  ,п. 
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Оп  а  еп  т&пе  1етр8 

Л^  =  0  роиг  к  нпргиг.  (15) 

Розан*  к=п,  оп  1гои\е 

*,(*)  +  (—  1)"-|Ун(1-^  =  0, 
(Той  Гоп  сопс!и(  ^ие 


..(*)-. 


роиг  п  1тра1г. 


7.  Кетр1а?оп8  тат1епап1  с1апз  (3)  д>  раг  ?>п. 
Оп  а 

саг  (1апз  1е  саз  сопзЫёгё 

<В,( А—  )=1' 

е*  1а  Гогти1е  (3)  (1еУ1еп*,  еп  уегШ  с!е  (4),  (6),  (12)  е1  (13), 

т  Ь 

2  /*(«+»=  {  (' '"'-'О  **  +  о  ^)  -  /*(«)]  -г 

а 
п 

+  ^  А*"1  Лк  \Гк-ЩЬ)  -  Л*-«(а)]  + 

1  т-1 

-г(— I)»-1*»  (**,(*)  ^  Л»Ч«-ЬД  +  Л*)&г, 

о'  '-0 

ой  поиз  а\гопз  зиррпте,  ей  е^гап!  а  (15),  1е  1ас(еиг  ( —  1)*  с1апз  1а  зотте 
с1и    зесопй  тетЬге. 

Сез1  1а  Гогти1е  (1'Еи1ег  зоиз  за  Гогте  изиеИе. 

8.  Роиг  асЬегег  Гё1и(1е,  И  пе  гез!е  чи'й.  гё(1тге  Гехргеззшп 

Вп  =  (-  1  )•- '  А-  Г  9н  (г)  У  Л">  [а  +  А  0'  ~  *)]  ** , 
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аих  Гогтез  изиеИез,  йиез  раг  Ро1ззоп,  Оз1го#га(1зку  (Ма1тз1еп),  ^со1м, 
8сЫ0тИсЬ  е(с. 

^е  геп\егга1,  роиг  1а  йётопз1га1юп,  &  ГОиуга^е  йе  М.  А.  МагкоЙ: 
„Са1си1  йез  йШёгепсез  йтез"  (81.  Рё1егзЬоигд,  РагИе  II,  1891,  р.р. 
25—27)  е!  аих  Мётои*ез  соппиз  йе  М.  1тсЬепе1зку  (Аппа1ез  (1е  1Тт- 
уегзИё  йе  Казап,  1870)  е1  йе  М.  8опт  (Аппа1ез  йе  ГЕсо1е  ^Тоггаа1е, 
3  зёпе,  Т.  VI,  1889),  ой  1е  1ес1,еиг  1гои\гега  1а  зо1ииоп  сотр1Ме  е!  1а 
р1из  ё1е&ап(е  йи  ргоЫете  еп  диезЫоп. 

9.  Раззопз  тат^епап*  к  Гё1ийе  йез  ро1употез  уёгШап!  1ез  соп- 
йШопз  (5). 

Л  Йёз18пега1  йез  &  ргёзеп*  ип  1е1  ро1уаоше  раг  у>(2)  е1  ^е  розет 

р<»-*)(0)=С4.  (*=1,2 »)  (16) 

Оп  а 

й'ой,  еп  уёгШап*  1ез  сопйШопз  (5),  оп  Иге 

2С  А —  -] —-и         ^ I -—О  Г 18") 

(*=1,2,2...,п) 

Оп  оЪиеп*  атз1  1е  зуз1ёте  с!е  п  ё^иаНопз  Нпёап'ез  дш  регтеПеп! 
с1е  са1си1ег  зиссеззкетеп!:  1ез  гаррог*з  йез  сопз1ап1ез  СДА:=1,  2,3,.. .,  п) 
&  1а  сопз!ап!е  С0  ^и^  гез1е  йиШ-егтшёе. 

Розап!,  роиг  р1из  йе  зипрИсИё,  С{)  =  1 ,  поиз  оЪИепйгопз  1е  ро1употе 
у>{г)  йе  йе^гё  п ,  сотрШетеМ  Йё1егштё  е*  заИзЁизаШ  аих  сопйШопз  (5). 

Га1зап1  зиссеззгуствп!  п—  1,  2,  Зу . . .  ,  поиз  сопз1гшгопз  ипе  зт1е 
йе  ро1упогаи8  йе  йе^ё  1,  2,  3, ...  ,  дие  поиз  <1ёз1$пегопз,  й'ипе  татеге 
?ёпёга1е,  раг  ц>п{г)  (п  =  1,2,3,...): 

Ск(к=  1,  2.  . . .  ,  п)  ё1ап1  (1ез  сопз1ап1:ез  сошрШетеп!   (Шепшпёез    раг 
1ез  ёциаИопз  (18),  ой  И  Гаи!  розег  С0=1. 

10.  Розопз  (1апз  Гё(1иаиоп  [го1г  1ез  по1а1шпз  (16)  е!  1ез  ёсра- 
иопз  (5)] 

С  С  С  г* 

—  Ч      *     ц    ~ГЛ      9!         ""    '    •  (*— 1)!      ■  *! 
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е1  <1апз  (17)  А-  =  2;  И  \1еш1га 

^-«(г)  =  С2  +  г^  +  ^-, 

-*2-»(1-ж )  =  С,-г^-  ^, 

(Той  Гоп  Иге 

^п-2)(^)-^-2)(1-^)  =  2Сг. 

Розап*  #  =  1 ,  оп  1гои\ге,  еп  1епап1  сотр!е  йе  (5), 

С2  =  0. 

Бе  Гё^аШё  ргёсёс1еп1е  оп  Иге,  еп  ш№§гап1, 

у,(»-*)(г)  +  ^,н~8)(1  —  *)  =  Сопз1.  =  О , 
<п~4)0)  —  ^п^(1  —  *)  =  Сопз*,  =  2  С4 , 
(Той  Гоп  сопсШ,  еп  ро&ап!  г  =  1  , 

С4  =  0. 
Оп  а  (1опс 

^0-*)(2г)  +  (— 1)*-»^— *)(1  — лг)  — О        роиг  4  =  2,  3,  4.      (20) 

Еп  гер61ап1  1ез  га1зоппетеп1;8  <1ц  п°  6,  оп  з'аззиге    а1зётеп*    цие 
се11е  ё^аШё  а  Ней  роиг  1ои1ез  1ез  уа1еигз  (1е  Л*  =2,  3, . . .  ,п. 
II  ез!  ёуШеп!  аизз!  ди'еИе  гез1е  уга1е  е!  роиг  4  =  1. 
Оп  а  еп  тбте  *етрз 

Ск  =  0        роиг  к  рай*.  (21) 

11.  Розопз  йапз  (20)  к=п\  оп  1гоиуе 

%№  +  (— 1)^>„(1-^)=0, 
(Той  Гоп  сопс1и!  ^ие 

/1\ 

81  п  ез!  нпрал*. 


>.$=* 


81  и  ез1  ращ  оп  аига,  ей  <^ап1  а  (21), 

*„(*)-*    !,      .  -      21     .-••,*      („_!)!+„!' 
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(Той,  еп  1епап1  сотр!е  <1е  (5),  оп  Иге 

Фп(°')  =  К(1)  =  °        роиг  и  раа\  (22) 

12.  1/йеаШй  (19)  доппе 

П^         »-1-Гг    ц    Тг      2,    -Г---П--       (м_2)р    („_1)Г 
Оп  а  Допс  йнуоигз,  дие1  ^ие  8оМ  ПпсИсе  «, 

,-     »»=*.-,(*)•  (2Ю 

8оИ  п  ип  потЪге  ранг,  зои  ап  1е  потЪге  йе  гасшез  йе  у>яС*)  & 
Ппгёпеиг  йе  Пп1егуа11е  (О,  1). 

Ье  потЪге  йе  гастез  йе  у>'п(г)  зега  аи  тотз  Йеа1  &  ап~\-1\  се1- 
1ез  йе  ч>*п(з)  аи  тотз  6да1  &  ап  [еп  уег1и  (1е  (22)]. 

Ог,  оп  а,  еп  1епап1  сотр1е  йе  (23), 

КМ  =  <->(*)  =  Рп-2(*)'  (24) 

й?ой  Гоп  сопсШ  ^^^е 

ап  ^  ам_2  <1  «п_2  <  . . .  <1  «2 . 
Ма18  а2  =  0,  саг 

^ж)=*=Я 

И  з'еизиИ  цис  1с  ро1уноте  у>п(з)  не  скапде  раз  зоп  згдпе  Лат 
ГШепаНе  (О,  1),  $1  н  еМ  ип  потЪге  ршг. 

Зиррозопз  тат1епап1  ^^1е  п  зоК  нпрагг. 

Ь'ё^аША  (23)  топ!ге  ^^^е  ц>'и(г)  пе  сЬап&е  раз  зоп  зцте  йапз 
ЛиПеггаИе  (О,  1). 

II  з'епзш!  с|ие  1е  ро!употе  гр  к(г)  п'айтеЬ  олСгте  иеи1с  гасше  гёеНе 
а  Ппкггеиг  Ле  ГгШеггаИе  (О,  У),  81  п  е$(  гтршг. 

13.  Розопз  п=  2т.  1/ё@аШё  (23)  йоппе,  81  Гоп  у  гетрксе  и  раг 


1 


(25) 


Оп  уоИ  еще  1е   81^не  <1е  у>,ю  (г)  е$1  соШгааге    а    секи   йе    1а  соп- 
81ап1е  С;м+1. 


< 
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Хариашп  Математическаго  Общества 

издаются  подъ  редакщею  распорядительная) 
комитета  Общества. 

Книжки  СообщенШ  выпускаются  въ  неопределенные  сроки,  па 
м4р1>  отпечатайся,  въ  размер*  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
иусковъ  составляют»  томъ. 

Желающе  подписаться  на  восьмой  томъ  второй  серш  благоволять 
адресовать  свои  заявлешя  на  имя  секретаря  Общества  въ  Харьковсый 
*  Университета  Подписная  ц-Ьна  3  рубля. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  серш  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  гл  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом*щенныхъ  въ 
книжкахъ  первой  серш,  ц*на  20  коп.,  3)  Первые  семь  томовъ  2-й  серш 
(42  выпуска),  ц'Ьна  но  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требованиями  и  до  всЬмъ  дЪламъ.  касающимся  Общества,, 
просятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковсюй 
Университетъ. 

ТаЫе  (1ез  тайёгез. 

Ра дез . 

8иг  1е§  1гап$Гогша1кт8  туапап!е*  йея  1М^та1е$  иНгаеШрИ- 
^ие^^:  раг  1).  МопЪикау-ВоНоа'вЪу 49 

$иг  1е  ргоНете  таШёта^ие  (1ез  У1Ьга1юп$  итгегаеИез;  раг 
А.  Кот 68 

8иг  1а  Шеопе  (1е.ч  е^иа^опз  сШёгепНеИе?  <1и  ргеппег  ойге;  раг 
\\\  ЕгтаЩ •     -    ИЗ 

Ке1аиоп$  еп!ге  1е*  ГипсИопз  с1е  М.  КткеПп  е!  1ез  Гопс1юп8 
уаттатогрЬе§:  раг   И\  А1еатегзку 123 

Кешагцт***  ге1а11Уе8  аих  Гоггаи1е§  ^отл1а1оне«  сГЕи!ег  е*  йе 
Воо1:  раг   1Г.  ЯШо/? 136 
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СоттитсаМом  йе  1а  Зос1ё1ё  та!НётаМф1е  бе  КЬагкож. 

2-е  зёпе,  •^•йще.  УШ^Ш^Си  5. 


СООБЩЕНЫ 

ХАРЬНОВСКАГО 

НАТЁМАТИ^ЁСБАГО  ОБЩЕСТВА. 


ВТОРАЯ  СЕР1Я. 

Томъ  VIII. 

№№  4  и  5. 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Типо-Литограф1я  М.  Зильбербергъ  и  С-вья. 

(Рнбяи  уяица,  донг  .Чк  30-й). 

1904. 


< 


=_=^Ч^' 


ткГ-Аь*  яСШ^Зш^. 
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т 

[ф<-1>(1)  -  гр<»~  0(0)]  ^  /(а  +#)  = 

т-1  а+(У+1)Л 

+  ^  (— I)*/**-1  [/(*-»)(6)^-*)(0)  — Л*-1)^)^'-*)^)]  +  (3) 

м  ш 

+  ^  (-  1)***-«  [др<-*>(1)  -  «Р<-*>(0)]  2  ^-"^  +./*)  + 

*=г2  >=0 

1  т-1 

С'ез!:  1а  Гогпш1е  зотта1ои*е  &6пёга1е,  апа1о{?ие  й  се11е  йе  М.  Кго- 
пескег  *). 

4.  СопзМёгопз  1е  саз  1е  р1из  81тр1е,  ой  ?(.?)  ев!  ип  ро1употе  (1е 
(1е§г6  п. 

II  ез1  ёгМепй  ^ие  1а  Гогти1е  (3)  зе  гМшга  &  се11е  (ГЕи1ег,  §1 
поиз  (Шегтшегопз  1е  ро1употс  <р(г)  &  1*аМе  (1ез  сопсШтпз 

^("-*)(1)  =  5р(«-*)(0).  (*->,  з, »)  (4) 

Ьа  Гогти1е  (3)  зе  г&Мга  й  се11е  (1е  Воо1,  81  поиз  зиррозопз  ^ие 
1е  ро1употе  у  (я)  заИзГаззе  аих  сопйШопз 

9>(«-*)(1)  +  др<'»-*>(0)  =  0.  (*=1,2,3 п)  (5) 

1*ои8  сопзШёгопз,  с1апз  се  ^ш  га  зш\те,  сез  (1еих  саз  1ез  р!из 
т1ёгеззап1з,  запз  1гаНег  1а  ^ие8^^оп  ^пёга1е. 

б.  Зиррозопз  (ГаЬогй  цие  <$>{г)  заИяГаззе  аих  сошШюпз  (4). 
Розопз,  роиг  зипрИПег  ГёсгИиге, 

<р(0)  =  А'п,        д><п-кЧО)  =  Ак.  (*=го.1,2 .-и  (0) 


*)  Сотрагег  Ь.  Кгопескег:  ..УоНеяип^еп  йЪег  (Не  ТЬеопс  с1ег  (чпГасЬеп  ип(1  ёег 
таеНасЬеп  1п1едга1е".  1лч\)ъщ,  1891.  р.  148. 


А-Т      ,       о    ^*~2      ,  ,        ,     ,  А\  ,        ь  А) 
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Оп  а 

<Р»-»(г)  =  Л~2^-  +  2>-^.+  ...  л^-,_1_  +  г*_?.   (7) 

(*=0,1,3,'...,п) 

Еп  ро8ап1  г  =  1 ,  оп  1гоиуе,  еп  \ег!и  с1е  ( 4 ), 

Л-,  +  -^7-+---  +  ^1Г!  +  1у  =  о.  (8) 

(4^2,3  .....я) 

Сез  и  —  1  (кщаИопз  сШепшпеп*  8иссе881Уетеп1  1е8  гаррог1з 

А 

—.-.  (*=1,2,...,п-1) 

Ьез  соеШспеШз  А0  е1  А'я  гез1еп1  тсЬНегттёз. 
N0118  розопз,  роиг  р1из  (1е  зипрНсПе, 

^  =  0,       Л-1-  (°) 

Nои8  оЪИепйгопз  анш  1е  ро1употе 

9(я)=  *+,.-,  _Д_+Л.-._Д_ +. .  .  +  ,^,л._р<10) 

Ак    ё1ап!    Лез   сопз1ап1ез,    (№Птез   раг  1ез  ^иаНопз    (8),    ой    И    6ш1- 
розег  А0  =  1 . 

Еп  ргеппап!  роиг  п  1ез  уа1еигз  епИегез  й  рагИг  с1е  н  =?  2,  3,  . . .  , 
поиз  оЪИепс1гоп8  ипе  зиИе  (1е  ро1употез  с1е  йергё  2,3,...  ци'оп  арре11е 
роХуттев  Ле  ВепюиШ. 

6.  Вёзцтопз  тат1епап*  1е  ро1употе  с!е  ВегпоиШ  с1е  йецгё    п  раг 

Еп  1епап1  сотр1с  с!е  (10)  е!  (4),  оп  (гоиуе  1ттё(Па1етеп1; 

Уп(0)  =  <рп(1)  =  0.  (11) 

Розопз  (1апз  Гёс|иа1юп 

9<:-'Н1-*)  =  Ак-*^=±  + 


А,    ,  а-^-^О)  ** 


е!  ёапз  (7)  /с  =2. 


—  140  — 
Оп  аига 

<-»(*)  =  Аг  +  гАх  +  Ц-,       ^;-«»(1  -*)  =  ^-^-»(1)  +  -^, 

«Той 

<"  2)(*)  -  *?  "2>  (1  -  *)  =  *  [А,  +  9<:-Ч1)]  • 

Ог,  ГесщаНоп  (7)  йоппе,  роиг  к=1,  г=1, 

^Г,)(1)  =  Л]-^-1.  (12) 

Оп  а  йопс,  еп  лег1и  с!е  (8)  (роиг  А-  =  2) , 

Л, +  др<,-»(1)=  2^  +  1  =  0,  (13) 

с'езЫыНге 

*<,—»(*)- ^-«П  —  *)  =  0. 

Оп  Иге  <1е  1а,  еп  иПе^гаШ, 

д,*-*>(г)  -!-  9(;'-з)  (1  —  е)  =  Сопз1.  =  2А3 , 

<""*'(*)  —  9х*  "4)  (1  —  2>  =  2-4^  4-  Сопв1.  =  2А^ , 

(Той  Гоп  сопс1и1,  еп  розам  г  =  1 , 

А,  =  0. 
Раг  сопз^иеп*, 

»(н""*}(^)  +  (— 1)*-,»?"'*)(1— гг)  =  0         роиг  *=2,3,4.      (14) 

8ирро80П8  ^ие  сеИе  ё?аШё  зои  ехас1е  роиг  ипе  лакиг  ^ие1со11^ие 
ранге  (1е  А*;  пюп1гоп8  ^и"е11е  1с  8ега  аия81  роиг  /г-}-1  е!  к~2. 
Бе  ГсдаШё  (14)  оп  Иге,  еп  ииедгаш, 

»?-*-»(-;  -  (- 1)4+1  фГ"*-2>(1  — *;  =  2А+1- 

II  з'епзии  ^ие 

Ог  Г^иаОоп  (14)  ез1  ехас1е  ропг  /»  =  2;   е11е   гез1е    с1оис    ехас1е 
роиг  ЮШез  1ез  ла1еиг8  (1е  ГпкИое  к  =  2,  3,  4,  . . .  ,  п. 
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Оп  а  еп  тёте  1етрз 

^  =  0  роиг  к  иираи\  (15) 

Розап*  к  =  п,  оп  {гоиге 

«Р»  +  (—  I)'4-1  <?л(1  -  *)  =  0 , 
(Той  Гоп  сопсШ  С1ие 


••0)- 


роиг  п  1траи\ 


7.  Кетр1а?оп8  тапиепап!  (1апз  (3)  <р  раг  <рп. 
Оп  а 

1П_1<Н-(Л-1)а  ъ 

^  [  /(*)<я)(*~д~^)<Ьг  =  Г/Г*)**,         *  =  а  +  »*, 

саг  (1апв  1е  саз  сопзШгё 

е1  1а  Гогти1е  (3)  с1еу1еп1,  еп  гегШ  (1е  (4),  (6),  (12)  е*  (13), 

т  Ъ 

^  Г(.а+№)=\  Г  /Г.г)  Лг  +  А  [ДЬ)  -  /'(«)]  + 

а 
п 

*:=2 

1  ж-1 

+  (_  !)«.-! кп  Г  «^  ^  /*•>(*  -^  +  кг)  д* , 

о' 

ой  поиз  агопз  зиррпте,  ей  ^рап1  а  (15).  1е  Гас1еиг  ( —  1)*  (1апз  1а  зотте 
(1и    зесопй  тетЬге. 

С'ез!  1а  Гогти1е  сГЕи1ег  зоиз  за  Гогте  изиеИе. 

8.  Роиг  асЬегег  Гё1ис1е,  Н  пе  гез!е  ^^Гй  гё(1шге  Гехргеззюп 

1  т 

Ля  =  (-1)-'А"  [*„(*)  2/")[«-гАО-г*)]Й*. 

^         /—о 
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аих  Гоггаез  изиеИез,  (1иез  раг  Ро18зоп,  Оз1го#га(1зку  (Ма1шз1еп),  ^соЫ, 
ЗсЫбгаЦсЬ  е!с. 

^е  геп\тегга1,  роиг  1а  йётопзЪгаИоп,  &  ГОиуга@е  <1е  М.  А.  МагкоЙ: 
„Са1си1  (1ез  (ШТёгепсез  Гпиез"  (81.  Р61егзЪоиг&  РагИе  II,  1891,  р.р. 
25 — 27)  е!  аих  Методов  соппиз  (1е  М.  1тсЬепе1зку  (Аппа1ез  (1е  Г1Тт- 
уегзИё  (1е  Казап,  1870)  е1  (1е  М.  8опш  (Аппа1ез  (1е  ГЕсо1е  Когта1е, 
3  зёпе,  Т.  VI,  1889),  ой  1е  1ес1еиг  1гои\гега  1а  зо1иЦоп  сотр1ё1,е  еХ  1а 
р1из  ё1е^ап1е  с1и  ргоЫете  еп  ^ие8Цоп. 

9.  Раззопз  таШепап*  &  Гё1и<1е  (1ез  ро1употез  убгШапЪ  1ез  соп- 
йШопз  (5). 

Зе  й6з1бпега1  йёз  к  ргёзеп!  ип  Хе1  ро1употе  раг  гр(г)  еЬ  ]е  розега 

^<Я-*)(0)=С4.  (*=1,2 и)  (16) 

Оп  а 

С  С  С  С 

ф(п-к)(г)=С '-\-з-  —  А-  г2— —  4-    .     -4-г*-1 - (-г*  —  ,    (\1) 

г        \л)       ^к   I         ц    ^г*      2!      '  '  (к  — 1)1    *        к\  '    ^ 

(1*ой,  еп  уёгШап!  1ез  сошШюпз  (5),  оп  Иге 

(4=1,2,2,.  .,и) 

Оп  оШеп*  атз1  1е  зуз1ёте  (1е  и  ^цШитз  Нибайез  ^и^  регтеНеп! 
(1е  са1си1ег  зиссевзгуетеп!  1ез  гаррог1з  (1ез  сопз1ап(ез  Ск(к=1,  2,  3,. . .,  п) 
&  1а  сопз1ап1е  С0  ^и^  гвз!в  тй&егтшёе. 

Розап!:,  роиг  р1из  йе  зипрНсОД  С{>  =  1 ,  поиз  оЫ1еп(1гопз  1е  ро1упогае 
у>(г)  йе  с1е#г6  м,  сотрШетеп!  (Шегштё  е1  зайзГа^зап!  аих  сошШюпз  (5). 

Га1зап1  зиссезз1Уетеп1;  м=  1 ,  2,  Зу . . .  ,  поаз  сопз1гшгопз  ипе  зийе 
йе  ро1употиз  Ле  йе,етё  1,  2,  3, ...  ,  ^ие  поиз  й^з^егопз,  сГипе  ташёге 
^ёп6га1е,  раг  у)п(з)  {п  =  1,2,3,...): 

С1  Г1  с 

У>п^)-^п-Т*    и     ,  *     2!      I    ■••    ;   *       (п— 1)!   '    пГ     (1У) 

Ск(к=  1 ,  2.  . . .  ,н)  ё1ап1  Лез  сопз1ап1ез  сотр№1етеп1.   (Шегпипёез    раг 
1ез  &Ц1аИоп8  (18),  ой  Ц  Гаи!  розег  С0=1. 

10.  Розопз  с1апз  Ге^иаИоп  [уо1г  1ез  по1а(10ПЗ  (16)  е!  1ез  с^иа- 
Попз  (5)] 

—  ^М-А)(1—  г)  = 

С  С  С  *к 
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е1  йапз  (17)  А-  =  2;  И  л1еп<1га 

(Той  Гоп  Иге 

^(;-2)(^)-^-2)(1-^)  =  2са. 

Розап!  г  —  1 ,  оп  1гоил*е,  еп  1епап1;  сотр1е  йе  (5), 

С2  =  0. 

Бе  Гё^аШб  ргёсёс1еп1;е  оп  Иге,  еп  ШЪёдгап^ 

Р!Г~8)(*)  +  ^Г"8)(1  —  *)  =  Сопз1.  =  О , 
у>(»-»(2)  —  р<»-*>(1  —*)  =  СопвЬ.  =  2  С4 , 

й'ой  Гоп  сопсШ,  еп  ровап!  г  =  1  , 

С4  =  0. 
Оп  а  (1опс 

9%-Ч*)-г(—  I)*"1  ^|Г-*Ч1  —  *)  =  0         Роиг  *  =2,  3,4.      (20) 

Еп  гёр<Пап1;  1ез  га1зоппетеп18  йи   п°  0,  оп  з'аззиге    адзбтеп*    дие 
сеие  ё^аШб  а  Ней  роиг  1ои1ез  1ез  лта1еигз  с1е  А  =  2,  3,  . . .  ,п. 
И  ез!  ёуМеп!  аизз1  ди'еПе  гез1е  \та1е  е1  роиг  к=1. 
Оп  а  еп  тете  1етрз 

Ск  =  0        роиг  А  рап\  (21) 

11.  Розопз  (1апз  (20)  к=п\  оп  1гои\те 

^)  +  (-1)»~>п(1-*)=0, 

(Той  Гоп  сопс1и!  ^ие 


'.(■5)- 


81  п  ез!  ипраич 


81  и  ез*  рак,  оп  аига,  ей  ё#аг(1  й,  (21), 

^)  =  -1!-+^-2!-+-----"-,^П)!  +  ^, 
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(Той,  еп  1епап1  сотр!е  ее  (5),  оп  Иге 

*п(°)  =  ^Л1)  =  °        Р°иг  п  Ра1г-  (22> 

12.  1/ёваШй  (19)  с1оппе 

С      ,  С      0  С,  Н»-1 

»'(*)  =  С    .Ч-*-^-!-*3-^-}-       -4-*»-* ! !-— - . 

1>ЛК*)       ^„-1-Г^    1{    Т*     2!   -г  •••-Г*      («  —  2)1  '    (м  — 1)! 

Оп  а  (1опс  1оц]оигз,  дие1  дие  зой  ПшИсе  ю, 

,    <(*)  =  *_,(*)-  (23) 

8ои  л  ип  потЪге  рай\  зоИ  ам  1е  потЪго  <1е  гастез  йе  #>пСг)  4 
Пп16пеиг  (1е  Пп1егуа11о  (О,  1). 

Ье  потЬге  (1е  гастез  (1е  ц>н(г)  зега  аи  тоша  ё#а1  &  а„-|-1;  се1- 
1ез  с1е  ф"п{г)  аи  гоошз  ёда1  &  ап  [еп  уегШ  (1е  (22)]. 

Ог,  оп  а,  еп  1еиап*  сотр*е  (1е  (23), 

^«  =  ^.1«  =  ^.в«,  (24) 

(Той  Гоп  сопс1и1  ^^^е 

«п^«п-2  <1«1.-2  <  -  •  •    <,<*>' 
Ма18    а2  =  0,    саг 

г  (г  —  1) 
*г(*)  =        2       • 

И  з'епзиИ  (]ие  /с  ро1уиотс  ц>н(/)  т  сканде  раз  зоп  згдпе  Дат 
Гш(егга11е  (О,  1),  з1  н  ез1  ип  потЬге  ршг. 

8иррозопз  таОДепап!  4ие  п  ш%  1трап\ 

1/ёраШб  (23)  топ!ге  ^ие  ц>'и(*)  пе  сЬап&е  раз  зоп  зхрпе  (1апз 
.ГШегуаИе  (О,  1). 

II  з'епзиИ  ^ие  1е  роХупоте  ц>п(г)  п'аАтеЬ  ди'ине  зегйе  гас'те  гее11е 
а  ГШтеиг  Ае  ПМегсаШ  (О,  1),  з1  п  ез(  ппртг. 

13.  Розопз  н=2т.  Ь'е#аН16  (23)  с1оппе,  81  Гоп  у  гетрксе  драг 
2т+1, 

Р^1(1)-Л^.(0)=-2СЛ|1+|  =  I  у>2,М  сЬ.  (25) 


'*т+\\х'         Г2т±\\У' ~~2лИ-|  —    1   *Ъ 


Оп  уоН  (хие  1е   в1#пс  с1е  ч>*т(з)  ез1  соШгалге    &    секи    с1е    1а  соп- 


о 


81аШе  С;м+1. 
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Раг  8ш1е, 

(п—  1)"»      у ^ 

^  (т  —  / 

ой  Гоп  а  розе 


М'0-^^-25ЛЕГ1(«-1)--'+2|с,,..,+1(„), 


2# — 1 


Ог  оп  а,    ей  бдагй  аих    ргоргШёз    Дез    ро1употе8    ц>)Я(г)    е*    Дез 
потЬгез  Сж, 

*.<'+*>— с.--Гг'-%-'"---га*-'+5- 

сГой  Гоп  Иге,  еп  розап1  з  =  п  —  1  , 

*-1 


Раг  сопз^иеп!, 


*=;2 

ои 


.(»)  +  2У1СЛ_н.1(»)-0, 


*=1 


ршздие  2С1  =  —  1 . 

И  еп  гёзиНе  ШепШё  зшуап!е 


9т(*)  +  Ъ%Ск9н_^г(*)-0, 


*=1 


ауап!  Ней  роиг  1ои*ез  1ез  лта1еигз  (1е  1а  уаг1аЫе  *. 

Оп  ггоиге  с1опс  1ез  ге1а1юий    8шуап1б8    еп!ге    1ез  ро1употез  у>ш(г) 
е!  1ез  ро1употез  Фт(г)  До  ВегпонШ: 
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51  т  е§1  1шрап\ 

9т(')  +  Щ  9т(г)  -  *Сг9ш_%{г)  +  2С6«рм_4(*)  +  . . .  +  2Ст_^,(я)  =  О , 

81  т  ее!  ра1г. 

Кетр1а?опз  йапз  (*)  2г  раг  г,  я  раг  ш.  Оп  аига 

|-  *».(*)=»-+,(*)-2'Н-1у1Н.1  ф  + 1  е., 

(Той  Гов  Иге,  ей  ё^агс!  аих  ёдаШёз  ргёсМеп1е§,   1ез  Гогти1ез    81игап1ез 
сопсегпап!  1а  Шеопе  (1ез  ро1употез  <1е  ВетоиШ: 

-^[»-+,(*)^с,,^)+^1._,(*)+...+  с11.Л(*)  +  ад, 

81  т  е$1  1тра1г,  е1 


»-н(!)- 


-  2^+1  К.+.00 +  С.*-(*>  +  СЛ_20)  +  -  +  <?„,_,**(*>  +  Ст_19М  , 

81  ж  ез1  рай*. 

Сез  ^иаиопз  вхрптеп*  1е  Игёогёте  йе  1а  йтзюп  раг  йеих  (1е 
Гаг&итеп!  (1ез  ро1упошез  йе  ВегпоиШ. 

81  Гоп  ро*е  г=1  с1апз  1а  ргепйеге  с1е  сез  ^иаНопз,  оп  1гои\е, 
еп  оШге,  ей  ё^агс!  &  (с*,), 

/1\       с*  I  22*  —  1 

21.  СопзМёгопз  таШепап!  1а  Гогти1е  зиир1е  (27). 
Розопз 

Г(Х)  =  Ъ  \{х+2ку  ~  (х+2к+1г)  ' 
ш  ё1ап1  ип  епИег,  р  ип  потЪге  розШГ  ^ие1соп^ив. 
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Оп  а 


т 

:(-1)М/>+1)....(Р  +  ^-1)|;(^^-(^+2/+1^), 


]   /(а;)Й:Г==Г^2  I  («  +  2Л+1У-1  -[а+2(*+1яН~ 

1_/_1 1 \ 

1  —  р  \ аР~х        [а  +2 (ж  +  I)?"1/ " 

Кетр1а?ап!  йапз  (27)   А  раг  1,    п  раг    2м,  оп  1гоиуе,    аргёз   йез 
гё(1ис(юпз  з1гар1ез, 

=  1/_1 ! \_ 

_  67  ^Г"*  /-1 Х \  _ 

1      2     \о"       [о  +  2(т-г1)]'/ 

_  С   (1^-РАР(Р+А)  /'_! 1  \  _ 

3  2  \<^+2       [а+2(т+1)]"+2/| 

_  с        (1-^)р(р+1)-0>-Ь2п-3)  / 1_ 


2*-1  2  ^аН-«(«-1)      [а  +  2(т+1)]"+2(и- 

+  **■*  (29) 

ой  Гоп  а  розе 

1 

В2»  =  |(1  -^)1»(Р+  1).  •  .(р-;-2«  —  1)  Г  ?*.(*)  «К«  +  *)&, 

О 
т 

V («  +  *)  =  2,  \(а  +  а+2ку+*  ~  '(а  +  г-\-2к+1)**») ' 


*=о 
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Сотте 

<р(а  -\-г)  >  О        роиг  а  >  О ,        О  <  я  <  1 , 
оп  еп  сопс1и1  ^ие 


*(а  +  *)<^*' 


Раг  яийв  (р  >  1), 


1»    ,^(Р-1)/»(Р  +  1)---(Р+2»-1),г       , 

Ь'бдаШб  (29)  ГоигпН  ип  тоуеп  81гар1е  (1е  са1си1ег  1ез  зёпез    (1е  1а 
Гогте 

2*  \(а  +  2к  +ГГ  ~  Т<Г+  Щ+  1)?  ) ' 


*=0 


81  1е  потЬге  а  вз1  р1из  дошй  ^ие  Гши1ё. 
22.  Розопз,  раг  ехетр1е, 

«=100,        ш  =  49,        Р  =  5,        н=2. 
Ьа  Гогти1е  (29)  йоппе,  еп  уеПи  с1е  (28), 


в—  2Л(Ю1-г2А)*      (Ю2  — 2/04) 


ой 


Ог 


__     15 3       ,     5.127 

~"25.108      2М0°   '    28.1014  +     4' 

28 

\в*\<-То*и 

—-*?-*-  =  0,0000000046875 , 
2&.10в 

Ъ*Ш*  =  0,0000000000000248  , 
3       =  0,000000000093750 , 
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<Гой 

6"= 0,0000000045937748 , 

1е  гёзиИа!  а\гес  16  йёюта1ез  ехас1. 

Розап1  йапз  (29)  т  =  оо,  поиз   оЬНепйгопз   1а   ?огти1е   соттойе 
роиг  са1си1ег  1а  зотте  йе  1а  зёпе  1пОгйе 

СО 

8"=}и ((«  +  2*+1)"~~  [а  +  2(*+1)]') ' 

Еп  ГаррНдиапк  аи  саз  <1е 

а=100,        Р  =  Ь,        и  =  3 , 
оп  1гоиге 

1  1      ,    2.5         14 


&  = 


4        2.108       1010   '    1015       1018_ 

=  0,0000000051000264000 , 

1е  гёзиИа!  агес  19  (1ёс1та1ез  ехас*. 

Оп  роиггаИ,  запз  йои1е,  йёйшге  1ез  пгётез  гёзи11а1з  еп  раг!ап1  <1е 
1а  Гогти1е  зоттакиге  (ГЕи1ег,  пшз  раг  ип  ргосМб  тотз  сИгес!  е!  ип 
реи  р1из  сотрЦдиб. 

23.  Га13опз  тат1епап1  йапз  (27) 

Л=1,        /(*)  =  — 1о«  *<(*), 

т  еХ  Я  ё!ап!  йез  епИегз. 
Оп  а 

/\*-1)  (а  +  1)  +  ^-г>(«)  =  ^  ]ори(в ■+  1)и(а). 

Ог, 

/      -,л    /ч      1      [а  — 2(т+1)]1«+*М-1И>-       ^ 
1овм(а  —  1)  и(а)=  1одЬ — --- =  ё,  —  е0> 

ой  Гоп  а  розе 

§!  =  [«  +  2  (ж  +  1  )]>•  1о&  [а  +  2  (ж  +  1)] , 
$0=аЧо^;а. 
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Оп  а  йопс 

/(*-!)  (а  + 1)  +  /•<*-')  (о)  =  #>  -  §<*> . 

ВДз^опз  гоа1п(епап1  раг 

ипе  зш1е  (1ез  ро]употез  еп  Я,  <Шшз  раг  1ез  геЫюпз  зшуап1ез 

^,  =  Я  +  (Я-1)^, 

(1,=1а— 1)-ьа— 2)//,, 

/*!,  =  Я(Я-1)(Я-2)  +  (Я-3)/<2, 


^=Я(Я-1)(Я-2)...(Я-«+1)  +  (Я-8)^_,. 
Оп  *гоиуе,  роиг  А^Я, 
|(*)=Я(Я-1)(Я-2)...(Я-Л+1)[а+2(т+1)]>.-*1о8[а4-2(ж4-1)]  + 
+  /<*_,  Г«  +  2  (>п  +  1)]*-*,  (30) 

§(*>  =  Я(Я  - 1)  (Я  —  2)  . . .  (Я  —  к  +  1)  <*-  *  1оща  -]-  ^_,  а*-* ,     (30, ) 

Й'ой 

|».)=Л1ое[а  +  2(т+1)]  +  ^_1, 

|{)»  =  Я!1о??а+^_1. 
Раг.  зийе, 

^•Н  =  (- !).-(.__  1)Ш    [о  +  2Д+1)]„  (31) 

|а+4)  =  (_1).-1(8_1)и!  1  .  (32) 

(•=1,2,3,...) 

Кета^иопз  епйп  дие 
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ой  Гоп  а  розе 

ааХ  (а  +  2)<а+2>х  ...  (а  +  2тУ+*"* 


(33) 


_ (а+  1)(а+1)'' (а  +  З^4**  •  •  ."(а+2т  +  1)(«4*»+«*' 
24.  Зиррозопз  (ГаЪогй  яие  Я  но'й  ра1г: 

Я  =  2л 

Кетр1а$опз  йапз  (27)  п  раг  2п  е1  розопз 

2н  =  Я  +  2«. 
Оп  1гоиге 

2 1о§  ^  (а ,  т)  =  -  (|;  -  $0)  -  С,  (§[  —  &  - 

-  <?3(ё{"  - «?>)  -  •  •  •  -  С}  _,  (§»-»  - 1?.-»))  -  Сж  (!<)•+')  - #+ц)  - 

-  С+з^-И)-!^))-  . . .  -  С.+,г_,  (|а+*-.)_|а+^о)  +  Л#, 

ой 

р  _  Г  „     м <*н**1 1ое «(«+*)  ^ _ 


=  —  2*!Я!  I  ?&>  +2в  (^)  2  (  (а  +  ^  +  2А)2*+«       («,+-* +  2*+ 1)*+у 


<&. 


Р080П8 

Р0.>(«)  = 


=—  2в!  Я!     у>>+2,(*)  ^  ((«  +  г  -г  2*)*+'  ~  (а  +  /+24  +  1)»+']  * '         (34) 
о  *=» 

.   ()(>.)[о  +  2(т  +  1)]  = 
=  —  2зШ\у,}+2>(*)    ^    ((а  +  *  +  2А)*+>  ~~  (а+*+2*  +  1)*+»)  ***'     (35) 

«.(«)  =  1„4-  С& + с,#>  + . . .  +  с,,,!».-» + сж|й+1)  +  . 

-Г  •  •  •  +  Сн.2...Д>+2'-,>  +  #>(а).  (36) 
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Оп  аига 

Л.  =  (><"'>(«)  -  Р'Л« ■+  2(ш  + 1)] 

21ов»,,(в,т)=^(о)-51-С1|;  — С,|»)  — 

_?<>•>[« +  2(,п  +  1)],  (37) 

(Той  1'оп  Иге  епсоге,  еп  гетр1а^ап1  5  раг  а  +  1 , 

21ов г,, («,  »)-  &+,(«)  -5,  -  С-.Г,  -  С,|«  — 

- ...  -  <\_,#-'>  -  сж  §<>•+»  - . . .;-  <^,#-+*-ч  - 

-С>+2,+1^+'-+1>-р^1[«-Ь2(^  +  1)]. 

Сез  ёдаШёз  Гоигшззеп!;  1а  ге1аИоп  зт\ап1е 

«Н»  =  &(а)  +  ^1  [а  +  2  (т  +  ^  ~ 
_р<Х)[а+  2(т+  1)]  +  С^^+^Н-", 

ауап!  Ней  ^ие18  ^ие  зо1еп1  1ез  потЪгез  з  е1  т. 

Зиррозопз  дие  т  спнззе  икЬзПттеп*  еХ  раззопз  к  1а  ИтИе. 
Оп  1гоиуе,  еп  1епап1  сотр!е  (1е  (31)  е1  (35), 

Ит^1[а  +  2(т+  1)]  =  Итр<>->[а  +  2(ж  +  1)]  =  0, 


и=эо 


тг=оо 

с'езЫйИге 

И  з'епзиИ  дие  Гехргеззюп  фДа)  пе  йёрепй  раз  йе  ГтсИсе  5,  пшз 
е11е  Лёрепс!,  6\гк1еттеп1,  (1е  X  е!  с1е  а,  се  цие  поиз  ехрпшегопз  раг 
се11е  поШюп  поилге11е 

25.  Сек  розб,  (гапзГогшопз  1ез  зесопйз  тетЬгез  йез  ^иаИопз 
(36)  е1  (37). 

Ьез  ё^аШбз  (30,)  Лоппеп* 

|0+^+ед)+  •  •  • +ч_1ё(ох-,,= 

=  [а*  +  С^аХ-1  +  слх _  1)  (я _  о) „*-«+. .  -Сь, Я!  а]1о{?а+д(а), 
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Бе  сеИе  МепШб  оп  Иге  шип&Шетеп*  1ез  геШюпз  зшуап{ез  еп*ге 
1ез  потЬгез  С>м_1  е!  А^ ,  соеШс1еп*8  йез  ро1упоп1ез  Ле  ВегпоиШ: 

БёзщпаШ:  раг  Вт  1ез  потЪгез  •  йе  ВегпоиШ  е1  еп  зе  гарре1ап*  ^ие 


А     =( IVм-1 


оп  1гои\ге 


ои  епсоге 


(—  \)^2{^м—  1) 
2т! 


ой 


С  (-1)"'  д 

22и,(22да— 1)    ю 

2)      =  Ц- '-    В  («=1,2,8... .) 

т  2т  т 


зоп!  Дез  потЬгез  епИегз,  дш  зе  гепсоп1геп1  (1апз  1е  с№\ге1орретеп1  Ыеп 
соппи 

X  X*  х~т~* 

18.  Ро80пз  тат1епап1  (1апз  (а) 

п=2т  —  1,        г  =  0. 
Оп  1гоиуе 

(2т  — 1)!  с      , 

=  12т-1 о2т- '  +  з2т_1 22т_1  +...-(-  {2$  —  1ут-1  —  (2у  —  2)2т- ' . 

Бе  се11е  6&аШё  {$пе.га1е  оп  Иге,  ей  ё^агй  а  (28,)). 

1-0+3—2+4-3  -{-... +(2]—1)  —  (?/  — 2)  =  ;, 

1»  — 0«+3»  — 2»  +  43  — 33+...+(2./— I)3  — (2./  — 2)3=4/  — 3/, 

15_05+з«— 25  +  4*— 35+  . . .  -Ь (2>  —  I)5  —  (2/  —  2)*  = 

=  5/  —  20/  +  16/, 

1'  —  О'  +  З7  —  27  +  4*  —  37+...  +  (2/  —  1  )7  —  (2/  —  2)"  = 

=  64/  —  1 1 2/  +  70/  —  2 1/ . 
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Розопз,  раг  ехетр1е,  йапз  1а  3"шв  йе  сез  ^иаИопз  ^'=10. 
Он  1гоиге  ахзбтеп! 

1Б_о5-|_з5~25  +  55  — 45+  ...  -}-195—185  =  1400500. 

19.  Бе  ГбдаШ  (еГ)  оп  Иге,  еп  гёр61ап1  1ез  га1зоппетеп1,5  йи  п°  17, 

\  К„-1  (2*)  -  С2,И_,]  =  9Лт(2*)  ~  22'" »*,'(*) • 
Оп  реи1  (1опс  ёспге,  ей  6дагс1  &  (у), 

\ 1л(йО  -  С. ]  =  «р^  (2*)  -  2"+'  <рп+{  (г) .  (•) 

СеПе  беаШ  а  Ней  1ои)оигз,  аие1  цие  зоИ  1е  потЪге  епИег  п ,  саг 
Сп  =  0  роиг  п  ра1г. 

20.  Ьез  Гогти1ез  (26)  е1  (27)  он!  ипе  |?гап(1е  апа1о?1е  а\гес  1а  й>г- 
ти1е  с1аз81аие  (ГЕи1ег  (Мас-Ъаипп)  е\,  реиуеп*  атоиг,  сотте  се11е-с1, 
(1ез  (Иуегзез  аррИсаПопз  т16ге8зап1в8  Лоп1;  ,)  т(Ициега1  ^^^е1^ие8-^те8 
(1апз  се  дш  уа  зипгге. 

Розопз  (1апз  (26) 

{(х)  =  хт~* ,     а  =  0,     /ь=1,     Ъ  =  п—  1, 

т  е!  п  ё*ап*  с1ез  потЪгез  епИегз. 
Кетащиап!  ^ив 

р*-»(х)  =  (т—  1)(т  —  2) (т  — й+ 1).г>"-*, 

1в  +  2'  +  3'  +  . . .  +  (п  —  1)'  =  5!<Р,+1(п), 

<Г,+1(п)  61ап1  1е  ро1употе  (1е  ВегпоиШ,  е!  с^ие  Ск  =  0,  81  к  ез!  ип  пот 
Ъге  ранг,  оп  реи!  ёспге 

(л  —  1)ад 


(т  —  1)1д>ж00=- 


?« 


_  V  Ск(т—  1)(т  —  2) (т  — Ь-}- 1)(н— 1)"-*  — 2  Сж(т— 1)! + 

+  2  (ж  -  1)  I  2  С*  »т-н-1  ('*)  +  2  Ст»<т  —  !)'  = 
т        г*  т 

»(т_1)1|<1^12_2;-^г,(«-.,-.+22^-.+.(»| 

1  *=1  к=2 
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Раг  8ш1е, 

(л—  1)»\     у 5. 

и  О — 

ой  Гоп  а  розе 


».(•)■-  ^ТП^-  2(^)!^-  ^  +  2  2  СЛ^<">< 


,,       2г  —  1 
»,(*)«  — 2~  • 

Ог  оп  а,    ей  ё^агс!  аих   ргорпёгёз    (1ез    ро1употез    ч>т(г)    е!   Дез 
потЬгез  С  , 

да  ^ 

с  л      с  9  а  #* 

ПЛ    ^  ;  '"         1!  2!  (ж  — 1)!  '    т! 


(Той  Гоп  Иге,  еп  розап!  г  =  п — 1  , 

О*—  1)т      у       ск 

Раг  сопз&доп!, 


^т    у  ж!  ^(т— Л)1Ч 


9\»  =  *■»  +  2  ^  С^«-Ж  00 


ои 

рш8^ие  2СХ  =  —  1. 

II  еп  гёзиИе  ГШепШб  зшуап1е 


^(^)  +  2|]С^м_ж(^=0, 


*=1 


ауап!  Ней  роиг  *ои1ез  1ез  лга1еигз  йе  1а  уапаЫе  з. 

Оп  1гои\е  с!опс  1ез  геЫюпз   зипаШез    еп!ге   1ез  ро1употез  фш(г) 
е!  1ез  ро1употез  Фт(г)  <1<з  ВегпоиШ: 

у>п{г)  +  2Сх9т00  +  2СЛ_2(*)  +  Жь9ш_А{*)  +  .  . .  +  2С1*1(г)  =  0 , 
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81  т  ез*  ран\ 

Кетр1а?опз  йапз  (е)  2г  раг  *,  п  раг  т.  Оп  аига 

|  *.(*) = ^-иЮ-з-^,  (|)  + 1  е., 

(Той  Гоп  Иге,  ей  браги  аих  ёдаШёз  ргёеёйеп^ез,   1ез  Гогти1ез    зшгаШез 
сопсегпап*  1а  Пшене  дез  ро1употез  йе  ВегпоиШ: 


^+>(|): 


81  т  ез1  ипран\  е1 


»-+|(|)' 


-  2^!+Т  [?„,+,(*)-  С,  ут  (г)  +  С,9щ_а(г)  +  ...  +  С,_8*4(г)  +  С..,  *>,(*)] , 

81  т  езЬ  ранг. 

Сез  ^иаНопз  ехрпгавп!  1е  Шёогёте  йе  1а  йтзтп  раг  с!еих  (1е 
Гаг$итеп1  (1ез  ро1упогпез  (1е  ВегпоиШ. 

81  Гоп  розе  г=\  йапз  1а  ргет№ге  с1е  сез  ^иаНопз,  оп  1гои\е, 
еп  оШге,  ей  браг<1  &  (дх), 


(Л—  С"-1  —  ч  22*  — ! 

9'2к  \  2/  ~~  ~2**+Г  ~^~  ^  2^ТЛ ! В* ' 

21.  СопзЫёгопз  таш1епап!  1а  1огти1е  81тр1е  (27). 

РОЗОП8 

и» 
Г{Х)  =  Ь  их+2к)Р~(х+2к  +  1)Р)  ' 

т  61ап1  ип  епИег,  р  ип  пошЪге  розШГ  циековдие. 


(*=],2,3,...) 
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Оп  а 


/«(*)  = 

т 

=  (-  1ЖР  +  1)  •  •  •  •  (Р  +—  1)  2  {^2ку^-(х+2к+1^Ч  ' 

Я')(а+1)  +  /г<«)(«)  = 
=  (-1)^+1). ...(^  +  8-1)[^-^г^1^]) 

]   Пх)йх==\^Ь  {(а-2к+1у->  ~[а  +  2(*+1)]'-'Т]~ 

1_р *. \ 

1  — |)  ^а^-1        [а+2(;и+  I)]"-1/ " 

Кегар1а?ап1  (1апз  (27)  к  раг  1,    п  раг    2м,  оп  1гои\ге,    аргё8   йез 
гёЛисиопз  81тр1е8, 

2и  (-^Тзл+ТУ'"-1  _  [«  +  2(Г+Т)?- V  = 
=  !/_! __1 \_ 

2  ^о"»-1        [в_)_2(1И  +  1)]«-1  / 

^с1-р(^- 1 \_ 

'      2     \а>       [ал-2(т+ф) 

_  С   (1^Р(Р  + 1)  /_> 1  \ 

3  2  [а***       [а-^-2(ш  +  1)]»'+2у/ 

_       _С        (1  —Р) Р(Р—1  )•  •  •  (Р -г 2»~ 3)  / 1 1  \ 

'•   '  "    2"""      '  "        'Дя»+*1— >)       [а+2(ш+1)]Н-2(«-1)у' 


2н-1 


+  Я,„ ,  (29) 

ой  Гоп  а  ровё 

Л2»  =  |  (1  - Р)Р (Р  'Г  1)  •  •  •  0> "  'г  2«  —  1)  (  V,,,  О)  «в  («  +  г)  сЬ , 

О 
т 

У  («  +  *)  =  2,  ^^+7+2*)й-*»  ~  (а  +  *-г2*+1)|Н-47 ' 


*=о 


—  155  - 

Сотте 

<р(а  -р  з)  >  О        роиг  а  >  О ,        О  <#  < 1 , 
оп  еп  сопсШ  дие 


<р(а  +  г)<^^. 


Раг  зийе  (/>>  1), 


,р    1  ^(1»—1)КР  +  1)- ■-(!>  +  2л-1).г       , 

1/ёеаШб  (29)  йгагпй  ип  тоуеп  8шр1е  Де  са1си1ег  1ез  збпез    йе  1а 
Гогте 


*=о 


81  1е  потЬге  а  681,  р1из  ртат!  ^ие  ГипНё. 
22.  Розопз,  раг  ехетр1е, 

а=100,         »л  =  49,        Р  =  5,         н=2. 
Ьа  Гогти1е  (29)  (1оппе,  еп  уег1и  йе  (28), 


5—  2Л(101+2Л)4      (102+  21с)* ) 

_     15  3       .5.127 

25.108       25.10°   '    28Л0'*  ~*~     4' 


ой 


Ог 


28 

\н*\<-ш 


15      =0,0000000046875, 


2&.Ю8 

-54йг  =  0.0000000000000248 , 
2  .10 

в       =  0,000000000093750 , 


—  156  — 

<Гой 

6'= 0,0000000045937748 , 

1е  гбэиИа!  ауес  16  с1ёс1та1ез  ехас1. 

Розап*  йапз  (29)  т  =  оо,  поиз  оЪИепйгопз  1а  Й)гти1е  соттойе 
роиг  са1си1ег  1а  зотте  йе  1а  зёпе  ш&шс 

8'  =  2^ \(а  +  21с+1у ~  [а  +  2(*+1)]М " 

Еп  Гарр^иап*  аи  саз  (1е 

а=100,        1>  =  5,         м  =  3 , 
оп  1гоиуе 

о=_1 1_   ,  М  _Л  = 

4        2.108       Ю'в   '    1014       1018 

=  0,0000000051000264000 , 

1е  гёзи11а(  агес  19  (1ёс1та1ез  ехас!. 

Оп  роиггаИ,  запз  йои1е,  (Шшге  1вз  пгётез  гёзи11:а18  еп  раг!ап1  йе 
1а  Гогти1е  зоттаШге  (ГЕи1ег,  пшз  раг  ип  ргосМб  тотз  (Игес!  е1  т\ 
реи  р1из  сотрет}. 

23.  Га130пз  таШепап!  (1апз  (27) 

А=1,        Кх)  =  -^\о%и(х), 


_  х*1  (х  +  2Ух+2>'*  .". .  (х  +  2т)<*+2,И>х 


т  е1  Я  <Нап1  йез  епИегз. 
Оп  а 

Ог, 
1о? и(а  --  1)  и(а)=  1ор ^-^'"^Ц^ =  §,  —  §0, 

ой  Гоп  а  розе 

^  =  [«  +  2  (ж  +  1)]*  1ов  Г«  "Г  2  (»«  +  1)] . 
§0  =  а>»1ора. 


—  157  — 

Оп  а  ёопс 

/(*-.)  (а  + 1)  +  /•<*-'>  (а)  =  #)  - 1« . 

Бёз^опз  шаШепап!  раг 
ипе  зш1е  Лез  ро1употез  еп  Л,  <1ёПшз  раг  1ез  ге1аиопз  зшуап1ез 

Р0  =  1> 

#«1  —  Л  +  (Л  —  1)  #«„ , 

^  =.  Я(А  —  1)  +  (Я  —  2) //, , 

^  =  Я(Я-1)(Я-2)+(Я-3)^, 


^  =  Я(Л-1)(Я-2)...(Я-8+1)  +  (Я-8)/И,_1. 
Оп  1гои\'е,  роиг  к^Х, 
|(*)=Я(Я-1)(Я-2)...(Я-А+1)[а+2(т+1)]>.-*1о8[а  +  2(ж+1)]  + 
+ //,_>  + 2  (>п  +  1)]Х-*,  (30) 

§<*>  =  Я(Я  -  1)  (Я  -  2)  . . .  (Я  -  А;  +  1)  а>--  *  1о8а  +  Л_,  «*-* ,     (30, ) 

й'ой 

§<>.)  =  Я!1о?[а  +  2(т  +  1)]  +  ^)_1, 

|<»  =  Я!1о8а  +  ^._,- 
Раг.  зиНе, 

|^,  =  (_1ГЧ8_1)1  Я!  ___!__,  (31) 

|<Х+.)  =  (_1).-1(8_1)!я!±.  (32) 

(.=  1,2,3,...) 

Кета^иопз  епГт  див 
|^1ок«(х)^=1ое^^>  =  21ог?,х(а,т)  +  5,-511, 


—  158  — 

ой  Гоп  а  розе 

*&' *>  =  -$& 


а'1  (а  +  2)(а+2>)-  ...(«  +  2от)<а+2""х 


(33) 


~~ (а+1)<в+1>'(а  +  3)<а+!»Х  . . .  {а-\-2т  +  1)<«4*"+|*" 
24.  Зиррозопз  сГаЪоп!  дие  Я  зой  рат 

Кетр1асопз  йапз  (27)  я  раг  2«  е1;  розопз 

2м  =  Я-{-28. 
Оп  1гоиуе 

21ОДР,, (о,  т)  =  -  (|.  -ё0)-  ^(§1  -  Г0)- 

-  С3  (ё<8> -  !<?>)  -  ...  -  С.  _,  (|<>-»>  -  $.-»)  -  Сж  (§а+»>  _ |0.+1))  _ 

-  С/+8  (|р»>  -  $+«)  -  ...  -  С. >+„_1  (|й4*-.)  _  ф+*-«)  +  л# , 

ой 

О 
1  ,„ 

=  —  2« !  Я !     щ,} +2,  (г)  V  ( -^лГ^Х^)2.+Г  ~  (а  +  *  +  2*Н-1)*+7  <** ■ 


о 
РОЬ'ОПЗ 


=—  2в!  Я!     Гх+*(*)  2)  ((а "+  *  +  2*)*+'       («  +  *+2*  +  Х)2**1)  Л ' 

о  *=« 


рО.)(а)  = 

^  ^Н-2А  +  1рНЙ )  л  1  (34) 

.   (Д)[а  +  2(т  +  1)]  = 

=  —  2*!  Я!     Ф}+2,(.2)    2]    ((^+г+2^)2':Й  ~~  (а+г+2Л+1)2«+1)  Л '     <35) 
-Г  •  •  •  +  Ч+в._,^+*-1)  +  (»?•'(«)•  (36) 


—  159  — 

Оп  аига 

В,  =  (.<»(«)  -  р<»[а  +  2(т  +  1)] 

21о?  *  (а,  т)  =  <Ца)  - 1,  -  С&  -  С,|»)  - 

-рй)[а  +  2(1«  +  1)],  (37) 

(Той  Гоп  Иге  епсоге,  еп  гетр1а9ап1  «  раг  «  +  1 , 

21о?*х(а,  »)  -  вж(а)  -§,  -  С,Г,  -  С,|«- 
-  •  •  •  -а_1|0-')_С.+]^+.»_  . .  /-с^ян*-)- 

-^+2^1^-+2»+1>-р^1[а  +  2(ш  +  1)]. 
Сез  ё^аШёз  Гоигшззеп*  1а  геЫюп  зшуап1е 

С.+1(«)  =  СД«)  +  (^,  [«  +  2(т+  1)]- 
—  №[*  +  2  (т  +  1)]  +  С^-Л*'2**" > 

ауап*  Ней  ^ие18  ^ие  зо1еп1  1ез  потЬгез  «  е1  т. 

8иррозоп8  ^ие  т  сплззе  шйёОштеп*  е*  раззопз  &  1а  ИтНе. 
Оп  1гоиуе,  еп  1епап1  сотр*е  с1е  (31)  е1  (35), 

Пт рО),  [а -(-  2  (ж  +  1)]  =  11т  р</>  [я  +  2  (т  +  1)]  =  0 , 


1Я=00 


ит|(Н2.+1)==0, 

т=оо 

с'ез1-йг(Иге 

II  з'епзш!  дне  Гехргеззюп  фв(«)  пе  йбрепй  раз  (1е  ПпсНсе  5,  та1з 
е11е  йёрепй,  6ум1еттеп1,  с1е  Я  е!  <1е  а,  се  цие  поиз  ехрптегопз  раг 
свив  по(аИоп  поиуеНе 

е»=вх(«)- 

25.  Се1а  розе,  1гапзГогтопз  1ез  зесопйз  тетЪгез  (1ез  ^иаНопз 
(36)  е1  (37). 

Ьез  6§аШёз  (30^  йоппвп! 

ьсо  +  С&  +  ВД>  +  . . .  +  С.  _ДА->  = 

=  [а>.-гС1Яо>--'  +  С;Я(Л-  1)(Я-2)а>.-з+. .  .-^С>_1Я!а]1ода+д(а), 


—  160  — 

ой  Гоп  а  розе,  роиг  змрШег  ГёспШге, 

рх(о)  =  С1(10<*->  +  С9рааК-*+  ...  л_  С}_1(1._2а.  (38) 

Ог, 
«>  +  С,  Хс*->  +  С3  Л(Л  -  1)  (Я  -  2)  а>--«  +  . . .  -1-  С,  _,  Л  а  =  Л  ^(а) . 
Оп  а  йопс 

йо  +  С.Го  "Г  СД3'  +  •  •  •  +  ^_11<их-1»-  Л  ^(а)1оВа  +Рх(а). 
Б'аи1ге  рагг,  еп  уегШ  <1е  (32), 

Ч+.Ф+"  +  С7>+3|<^»+  . . .  +  Ч+2._]|0^-»  = 

=  Л![Сл+^  +  Ч+з2^+-..+^+,_,  [2(5-1)]!^" 

Оп  1гоиуе  йопс,  еп  1;епаМ  сотр1е  Де  (36), 

-  д^а)  =  Ч>)(а)  1ода -±-  ^,(«0  + 

^  +  ^4з2!  ^  +  . . .  +  ^+ь.,[2(«~  1)]!рт  +  Х!  0?>(в).   (39) 
26.  Ьа  збпе 

оо 

2(  (  ^+~*  +  2*)»+'  ~(а^  +  2А-4-1)2,+1) 

6Чап1  сопуегвеп1е  роиг  1ои{ез  1ез  та1еигз  розШуез  (1е  а,  оп  1гоиуе  1'ех- 
ргеззшп  йе  у:()'Х)(а)  зоиз  1а  Гогте  с1е  1а  зепе  аизз1  сопуегреп1е: 

I  рй)(а)  =  «.<%(«)  +  »<'>,(а)  +  •  •  •  +  «&(«)  +  •  •  •   , 

ой  Гоп  а  розе  [>'01г  1'6рШ  (34)], 

«{*),(«)  = 


—  2»^л4*«(гвТ>"Т 


2Л)**н       (« + *  +  2Л  -г  1)2'+1 


') 


Й#. 


ой 


—  161  — 

81  Гоп  розе  5  =  0,  оп  анга 

—  д-.  (о)  =  р, (а)  1о%а  +  ^1>>  («)  + 
+  и[0)(«)  +  «!;>(а)  +  •  •  •  +  «<*'(«)  +  •  •  •   ,  (40) 

1 

и 

(к  =  0,1,2,...) 

II  ез1  а1зё  (Гёуа1иег  сЬасипе  (1е  сез  ^^ш^^а1;и^е81  таю  1с1  поиз 
п?Ш81з1оп8  раз  зиг  се  рот*. 

Ьа  Гогти1е  (40)  ез!  апа1о§ие  &  се11е  Де  Сгоийегтаип  (1апз  1а  Шёопе 
йе  1а  ГопсОоп  Г(х)  е!  й6Вш1  ипе  ГопсИоп  (^(я),  сопМпие  роиг  1ои1ез 
1ез  уа1еигз  розШуез  йе  1а  гапаЫе  а. 

Оп  роиггаИ,  тоувппап1  1а  Гогти1е  (40),  61еш1гв  1а  поНоп  (1е  1а 
Гопсйоп  д}(а)  аих  уакшгз  сотр1ехез  (1е  а,  пшз  ]е  те  Ъотепи,  Лапз 
се  дш  уа  зшге,  аи  саз  <1е  а  гёе1  е*  розШГ. 

27.  Ь,а  Гогти1е  (39)  соггезропс1  &  1а  зёпе  (1е  5иг1т§  е1  ГоитИ.  ип 
тоуеп  з1тр1е  ее  са1си1  питёвдие  (1е  1а  ГопсИоп  бд(а)  роиг  1ез  уа1еигз 
(1е  а  р1из  &гапс1ез  сцде  Гшигё. 

Ёспуопз  (39)  зоиз  1а  Гогте  8шуап1е 


+  9^,  §^ +  *&<*), 

ой 

Л.  (я)  =  А !  рх  (х)  1окж  - 1-  рх  (х) , 


рй>Ог)  = 

'со 

=  -  2в\  |  ^х+2,(г)  2  [(я +* +  2*)*+'  -  (7+*+2*  +  1)*+']  Л ' 


И 


—  162  — 

я    ,  ... 

Ьпррозопз  ^ие  «-  +  *  80й  раи\ 

Он  1гоиуе,  ей  е&ага  а  (251)  с!  (252), 

С\+2,_,  <  О ,        ^х+г,^)  <  О        роиг  О  <  г  <  1 , 
С)+2,+1  >  О ,        Рх+*+*(*)  >  °        Р°иг  °  <  г  <  1  • 

81  поиз  зиррозопз  ^ие  ^-  +  »  зоН  лпра1г,  поиз  аигопз 

Сх+2,_,>0,        *)%+Й(*)>0, 

роиг  О  <  г  <  1 . 

Ч-+*+|<0'         *н-*+в('><° 

Гаг  соп8ё^иеп^, 

Ч+*-1<0'         Р^  (х)>0, 

^+2,+1>0,  ф!)<0, 

Ч+2,+1>0,         р<Х)  (*)<0, 

Оп  1гои\'е  иопс,  (1апз  1е  ргепиег  саз, 
*Ы^>А(гЛС      Я1Д-Г       2!Я!    <  Д.  Г  [2(*-1)]!Я! 

дх(*)<^(*)  +  Сх+1^  + 
I   г       2Ш   |  Д. г  [2(«  — 1)]Ш  2«!Я! 

~Г  ^+3     д.8      "Г   •  •  •  "Г  и>,+2»-1  -         ~*Г1  Г  °/.+2«+1   Д.'.-|-Г 


61 


81  к"  +  8   е§1  ра»г, 


.  Я    .  .  .        . 

81  х- +  «  ез1  пират 


—  163  — 

е1 


^  (х)  <  А}  (х)  -р  о. +,  —  -+-  . . .  -р  о>1+а,_,  — ^^ 

а(х>ЪА(т\4-С      Я!4-         -4- С  [2(«— 1)]!Я1 

^x{x)  >  лх(х)  -г  с)+1 — -г  ...  -+-  ^л+2._1  — -йп г  с> 


2зШ 

х2'-1  I     ~Л+2«+1  ^2.+!  ' 


йап8  1е  зесоМ  саз. 

II  еп  гёзиНе  Гё?аШё  зшуаШе 


2Ш  [2(«-1)]Ш  2»Ш  «) 

ауап!  Ней  1ощоигз,  ^ие18  ^ие  8(неп1  1ез  потЪгез  X  е1  8. 
Оп  реи!  (1опс  розег  аррпштаигетеШ 

Ч)  (х) = Я !  ^  (о-)  1о§х  +РХ  0*0  + 
Я!  2!/!^  .  [2(«-1)]Ш 

агес  ипе  еггеиг  <1оп1  1а  \'а1еиг  питёвдие  зега  р!из  реШе  ^ие 

,(>,_■  с  '*!*! 

81  Гоп  розе,  роиг  ехетр1е, 

.г  =10,        А  =  2,        5=5, 
оп-  аига 

д2(10)  =  2^(10)  1ор  10  +/>8(10)  + 

+  2^^-2^2!^+2^-^  +  2^+2^1^ 

ауес  ипе  еггеиг  тот(1ге  ^ие 

10'2 
«(«  =  |  С13|  ^-  <  0,000000000032 . 


1)  в  ез1  ип  пошЬге  розШ?  р1из  рей!  (|ие  ГипНе. 


—  164  — 

01зрозап1  1е  са1си1  с1апз  1ез  1аЫеашс  зшуап1з: 

2р2(10)1од10  =  207,23265  83694  636...   , 

2С,-^-=     0,00833  33333  333...   , 

2С.-^г=     0,00000  02023  809...   , 
■  105 

2С„  -8'а  =     0,00000  00003  489. . .   , 

207,24099  19055  267...    . 
р,(10)  =  — 5 

1С. ^-  =  — 0,00001  66666  666...  , 
2С9-^7=  — 0,00000  00061  507...  , 


—  5,00001  66728  174... 


оп  (гоиуе 


д2(10)  =  202,24097  52327...   , 

1е  ГёаиНа!  ауес  10  с16ст)а1ез  ехас1. 

28.  N0113  1гоиуегопз  епсоге  1ез  уа1еигз  арргосЬёез  (1е 

*4(Ю),       д,(Ю) 

^ш  поиз  зегоп!,  пёсезза^ез  р1из  1от. 
Ьа  Гогши1е  (392)  йоппе 

?4(10) -4!  *4  (10)1ор  10+^(10) +• 

1      40^    7   10»     '      9~105  ^    »~107  ~Г    13  10» 
а>*ес  ипо  еггеиг  тотйге  ^ие 

1014! 
с54)  =  |  С15 1  Пои"  <  0,000000000039 . 


—  165  — 

Оп  1гоиуе,  еп  тегШ  йе  (19),  (38),  (28)  е1  (280, 

&  ,   26 
41у4(*)  =  **  —  2*»  +  *,        *4(*>— ^Ч^** 

саг,  йапз  1е  саз  сопаОДгб  (п°  23), 

^2  =  Я(Я— 1)  +  (Я~2)(2Я— 1)=26. 

Оп  а  йопс 

4!  р4(10)Ь)810  —  18443,70659  48823  0592...  , 
^(10)=.  — 489,16666  66666  6666...    . 

Б'аи1ге  раг1, 

С7  ■— -  =  0,00002  02380  9523 . . .  , 

С"  "ТЙ^  =  °>00000  °0074  7835  —  ' 


+  0,00002  02455  7358... 

С^-^  =  —  0,00000  02460  3174...  , 
С,ч%?о-=  —  0,00000  00004  2432...  , 


—  0,01000  02464  5606...  . 

Раг  соп8ё^иеп^;, 

д4(10)  =  17954,  52994  82147  5678...    , 

1е  г6зи1Ш  агес  10  с№с1та1ез  ехас1. 

29.  Арр^иопз  епЯп  ГбдаШ  (390  аи  са8  Йе 
Я  =  6,         5  =  3,         х  =10. 


—  166  — 

Оп  1гои\ге 

^10)  =  6!^(10)1о?10  +  Рв(10)  +  С7^-С91!^-1-Си1!^ 
агес  ипе  еггеиг  тотйге  цие 

езв)  =  \Са\  ~^:  <  0,000000023 . 
Оп  а 

6 !  р,(*)  =  я*  —  Зх&  +  5*»  —  Зх , 

ой  (\'01г  п°  23) 

<"о=Ь         ^2  =  74,         /<4=1044. 
Раг  сопз&цдеп*, 

6!^в(10)1о?10=10в  — 3.105  +  5.10»  — 3.10  = 
=  1623253,41300  8012...  , 

,.00)  —  ..„н+^-у. 

=  —46960,16666  6666...    . 
Б'аи1ге  раг!, 

С?-^-  =  0,03035   7142...   , 

2»  6' 
С9-^3-  =  — 0,00006  1507...   , 

4 ?  6 ' 
С'п-^==  0,00000  0747...    . 

Оп  1гоиуе  йопс 

<76(10)=  1576293,27663  7728...   , 
1е  гёзиИа*  атес  7  Йёс1та1ез  ехас*. 
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30.  Кеуепопз  таМепап!  &  1а  Гогпш1е  (37). 
Оп  1гои\е,  сп  Убг*и  (1е  (30)  еЪ  (31), 

ё1  +  с1й1  +  сгё»+...+ск_г®-"  = 

=  Я!^х[а  +  2(т  +  1)]1о^[а  +  2(т  +  1)]+^[а  +  2(т  +  1)], 
п     *х-Н)  I  г»     *<х+з)  +  ...  +  а ,  о    ,&х+2в~ ])  = 

Г  1  21 ,  [2р?— 1)]1 

=  и  [С>.+1  а+2(ж  +  1)  +  °Ь+3 [а  +  2(ж+1)]3  +  ' ' "  +  " +2*"1  [а  +  2(т+1)Ру-1    " 

Раг  зиИе, 

-1о?Ух(а,т)= 

=  ^Т-  ^х(«)  —  ^  [«Ч-  2(т  +  1)]  1о8  [«  +  2(т  +  1)]  — 


Я 

1 


—  С, 


-^[«  +  2 (ж  +  1)]  -  Сх+1  0+2(т+1)  " 
2!  ^  [2(8  —  1)]! 


х+3  "Г«  +  2  0»Г+~1  )Р         " " '         х+2*~1   [а  +  2  (ж  +  1  Я2-1 

-1ра)[«+2(ш+1)]'.  (41) 

Се11е  Гогтикз  регте*  (1е  са1си1ег  1е  1о#агШш1е  с1и  гаррог! 

а*1  (а  +  2)<в+2>х  ...(«  +  2ж)(«+2т>х 
V.  (а ,  ж)  = г —  —  ■> ! .;  > 

ХЧ  >         (г/  _|_  1)(а+1)Х  (а  _|_  3)(в+8)А  .  . .  (а  -}-  2т  +  1  )(«+*»+!>* 

роиг  1ез  уа1еигз  йоппбез  (1е  Я  е!  (1е  а ,  агес  шю  аррпштаНоп  дт  зега 
<Гаи1ап1  р1из  ргапйе  ^ие  ж  зега  р1из  сопяЫёгаЫе. 

31.  СопзШёгопз  1е  сая  рагИсиНег  (1е  а  =2. 
ТгапзГогтопз  сГа1юг(1  Гехргеззюп  (1е  V.  (2,  ж). 
Оп  1гои\ге 

22>Ч*Х  .  . .  [2  (ж  -р  1)]2Х(И,+1)Х  = 

_  р1+2Ц^>ч-...+(«+1)^  1^.  22/ч.  ЗзХ  .  .  .  (ж  +  1)(*"-Н)х]2х  = 

=  [2Х!с?х+1(т+2>  1 ,Х. 22>\ ЗзХ  . . .  (ж  +  1)(т+1>Х]2Х 
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(Той  Гоп  Иге,  еп  гетр1асап(  т-{-2  раг  #, 

1'х  1  Iх  .  22\  ЗзХ  ...  (2^  —  1)№-»1 

ой  И  Гаи*  розег 

<рг(х)  =  х—1,        0!  =  1, 

аГт  ^ие  1а  Гогти1е  зоИ;  гга1е  роиг  Я  =  0. 

йТоиз  оМепопз  атз1  ипе  зт!е  йе  ГопсИопз  ^(А  =  О,  2,  4, . . .), 
шишётепМхёез  агес  1ез  ГопсИопз,  аихе^иеЦез  М.  Веаират  !)  а  йоппб  1е 
пот  йез  ГопсИопз  сГогйге  аирёпеиг  йе  КткеНп. 

Сез  Гопсйопз  зе  {гоигеп!  аизз1  еп  ге1ай<шз  зппр1е8  агес  1ез  Гопс- 
Шпз,  ё1шШез  раг  М.  А1ехйетзку  йапз  за  Ткезе:  „8иг  1ез  ГопсИопз 
апа1о@иез  к  1а  ГопсИоп  Г(х)и  2). 

Ьа  ГопсИоп 

1Х> .  22Х.  ЗзХ  . . .  (х—1)1*-& 

герг6зеп!е  ипе  ^гёпёгаНзаНоп  па1иге11е  йе  1а  ГопсИоп 

Г(Л)  =  1.2.3  ...(я-— 1) 

роиг  х  епИег. 

Хоиз  розегопз 

Г}  (х)  =  1  ]Х .  1*Х .  ЗзХ  ..Ах—  1)(*-1>х . 


1)  8.  Веаира1п:  ..8иг  1ез  ГопсНопз  Йогйге  зирёпеиг  <1е  Кшке1ш".  Методов, 
риЪИёз  раг  ГАсайёпае  Дез  8с1епсез  йе  Ве1одие.  1902. 

Сотраг.  аизз1  С1а1зспег:  „Ргос1ис1*  аш1  зепез  шуо1уш#  рпше  пишЪегз  оп1у". 
Тпе  (}иаг1ег1у  Лоигпа1,  1895  е*  1896.  (Ьа  р1ираг1  а*ез  Мёнкпгез  (1е  М.  СЫзсЪег  пе 
Шзап*  рагПе  йе  ВШИоН^ие  с!е  ГГшуегзйё  йе  Кпагкотс,  ^е  не  ршз  1ез  сНег  яие 
зшуап!  Гапа1узе.  Гайе  раг  М.  Веаират  (1апз  ГАуап*-ргороз  а  зоп  Мёшодо.  Той*  аизз1 
„ВиИеИп  с!ез  8пепсез  шайпёша^иез",  1899). 

а)  \\г.  А1ехё1еузку:  ,.8иг  1ея  ГопсПопз  аиа1о«иез  а  1а  ГопсИоп  2Т(а?)".  Соттшп- 
саНопз  <1е  1а  8ослё1ё  Ма1Ьёта^ие  (1е  Кпагкоич  2-«  зёпе.  Т.  I,  1889. 

Сошраг.  аиз51  В  а  тез:  „ТЬе  Т11еогу  о?  1Ьс  О  Гипс-Поп".  (2иаг*ег1у  ,Тоигпа1  оГ 
Ма^пешаНсз,  Т.  XXXI. 

1(1еш:  „Тпе  ТЬеогу  оГ  1пе  БоиЫс  Сашша  ГопсИоп".  РЫ1озор1иса1  ТгапяасНопз 
оГ  1пе  К.  8.  К  8епез  А,  Уо1.  196,  1901. 
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Оп  еп  уоИ  ^ие 

Г(х)  =  Г0(х). 

Сек  розе,  оп  реи1  еспге 

Розап!  А  =  0,  оп  1гои\е 

V*.  *-*)  =  — №—  = 

1 

=  2*-»Б(,,  *)  =  А  Б  (I ,  *)  =  1 1  (1  -  у)-*  ± 

С 

В  йёзг^пап!;  Г№6зга1е  еи16пеппе  Йе  ргеттёге  вернее. 

Оп  уой  ^ие  1а  ГопсИоп  гх(2,х — 2)   гергбзеп^е   ипе   §ёп6гаЦза1юп 

йе  1а  ГопсИоп  #(-^  х\- 

1е  йДОдпегш  в(—,х\    81тр1егаеп1    раг   #а(#)   е^    раг    апа1о?1е, 
^(2,  х  —  2)  раг  /?>(*). 

38*  Кетр1а$опз  таМепап*  йапз  1в  зесош1   юетЬге  йе  ГбфтШш 
(41)  а  раг  2,  т-\-2  раг  х, 
II  \г1ешка 

^108^(^-1^(2)  -  ^(2^)1082^—1^(2»)  — 


С>.+1  1 
2     л; 

С^+3  2!                 Сн.2,_1[2(5_1)]! 

-1(>(>.'(2х). 

(42) 

Оп  реи!  ёспге  аизз1,  еп  1епап1  сотр!е  (1е  (39), 

21ор/?х(*)  =  ?х(2)  —  ?х(2дг).  (43) 

Моиз  ауопз  зиррозё  з^и'й  ргёзеп!  ^ие  х  зоИ,  ип  епИег;  пшз  1а 
збпе  (40)  (ШтН  1а  йпсШт  д.  (а)  роиг  1ои1ез  1ез  \га1вигз  йе  а ,  ГгасИоп- 
па1гез  ои  хпсоттепзигаЫез. 
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Ь'^иаНоп  (43)  реппе1  с1опс  <Г&еп<1гв  1а  поНоп  (1е  1а  ГопсМоп 
/2у(х)  к  1ошез  1ез  уа1еигз  гёеПез  е!  розШуез  (1е  х,  ои  тёте  аих  уа- 
1еигз  сотр1ехез  <1е  х ,  пшз  ]е  те  1югпега1,  сотте  (1апз  1е  п°  26,  аи 
саз  Ле  х  гее1  е!  розШС 

Оп  той  (1е  се  ^и^  ргбсёйе  ^ие  1а  Гогти1е  (27)  регте*  (1е  сопз!гшге 
1ез  рот1з  рппараих  (1е  1а  Шбопе  (1ез  ГопсШпз  /9.(.г)(Я=0,  1,  2,  3,,..) 1), 

апа1о#иез  а  1а  ГопсИоп  рптШуе   в(-,  х \  =$0(х). 

Кетащштз  с^ие  1а  Лёопе  <1е  сез  ГопсНопз  реи!  Ыге  (ШиИе  (1е 
се11е  (1е  ГопсШгаз  Г  (х) ,  сотте  1е  тоШхе  1а  ге1а11оп  (-4),  пшз  поиз  ргё- 
№гопз  &  с1е§8ет  ипе  т&ЬоДе  сЦгес1е  е!  р1из  з1тр1е,  еп  йёзкап!  аШгег 
ГаиепИоп  аих  аррИсаНопз  сИгес(ез  (1е  1а  Гогпш1е  (27),  с1ез  ро1употез 
ц>п(г)  е!  с1ез  потЪгез  Сп. 

(}иап1  аих  ГопсИопз  Г}(х),  сез  ргорпё!ёз  ГопйатепЫез  гёзиНегопЪ 
р^е8^ие  Ш1т&иа1етеи1;  с1е  поз  гесЬегскез  зиг  1а  Шопе  (1ез-  йшсЫопз 
^.(д?),  сотте  поиз  1е  (1ётоп1гегопз  &  1а  Гт  с1е  се  1гауаИ. 

33.  Ьа  Гогти1е  (42),  ауапЪ  Пей  ^ие1  ^ие  зоИ  1е  потЬгед:,  Гоипи* 
ип  тоуеп  соттоДе  (1е  са1си1  арргоскё  с!е  1о§  /9.  (х)  роиг  х  аззег  ргапй. 

Ьа  сопз1ап1е  д}(2),  ^и^  Приге  (1апз  1а  Гогти1е  (42),  дот!  раг  гар- 
рог!  &  1а  ГопсИоп  \щ$*(х)  1а  тСте  гб!е  ^ие  1о^2л:  ге1а11Уетеп1  а 
\щГ{х),  ои,  р1из  рёпёга1етеп1,  ерю  1ез  сопз1ап1ез  \щ&.ц.  пигойиНез 
раг  М.  Веаираш,  раг  гаррог!  аих  1гапзсеп(1ап!ез  йе  КткеНп. 

\л  са1си1  питб^ие  <1е  10^/9-^х)  ехще  1ои*-<ГаЪоп1  1е  са!си1  йез 
сопз1ап1ез  ^  (2)  (Я  =  2  ,  4 ,  . .  . )  ауес  ипе  арргонтаНоп  зиШзап!е. 

Оп  роиггаН,  роиг  се!а,  етр1оуег  1а  Гогти1е  (39,)  еп  у  розаШ;  х=2, 
та18  сеМе  ташёге  с!и  са1си1  п'ез!  раз  аззег  ехас!е. 

Ь'ё^аШё  (43)  ГоипШ  ип  тоуеп  р1из  соттойе. 

1^е  са1си1  Ле  10^/9,  (х)  роиг  х  ип  епИег  пе  зигравзап!  раз,  раг 
ехетр1е,  5  пе  ргёзеп!е  раз  (1ез  ргапйез  (ПШсиИёз;  И  еп  ез*  с1е  габте  с1и 
са1си1  (1е  ^(2^)  роиг  л\>5,  сотте  поиз  ГаУопз(1ё]&уи  аих  п-08  27 — 30. 

8асЬап1  1ез  уа1еигз  с1е  1ор#.(>)  е1  ?  (2.г),  атз1  саки16ез,  поиз 
оЪИепйгопз 

гд(2)  =  21ор^.(^)Н-9)к(2^).  (44) 

Розопз,  раг  ехетр1е, 

х ■  =  5  ,         X  =  2 . 


*)  Хоиз  ауопз  зиррозе  ^(ди'а  рг«'*$еп1  ([ие    л    8<иЧ   ран*.    та!8    сеМе    гевйпсНоп 
п'а  пеп  (1  евзепИе!. 


Оп  а 
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2*8.4**.6в*.1 


^^з^'лЛэ*' 


(Той 

1о{?#2(5)  =  264 1ор2  —  135  1о#3  ~  25 1о#5  —  49 1о$7 . 

Ог, 

264  1о#2  =  182,99085  56678  25...    , 

135  1о?3  =  148,31265  89701   94...   , 

25  1о^2  =    40,23594  78108  52...    , 

49  1о|?7=    95,34959  73037   10...    . 

Раг  сопзёдиеп!, 

2 1о?/92(5)  =  —  201,81469  68338  64...    . 
Б'аий-е  раг1;  (п°  27), 

?2(10)  =  202,24097   52327...    . 

Оп  1гоилге  йопс,  ей  ё&аг(1  &  (41), 

г/2(2)  =  0,42627  83988 . .  .  ,  (45) 

1е  гёзиИа!  ауес  10  йёсипакя  ехас*. 
34.  Розопз  епсоге 

Я  =  4  ,        х  =  5 . 
Оп  1гоиуе 

1о8/94(5)=1412  10^2  —  11907  1о#  3  —  625  1о^  5  — 2401  1о|?7, 

14112  1о{?2=    9781,69301   20619  4820...    , 

11907  1о?3  =  13081,17652  11711  8199...   , 

625  1о$5=    1005,89869  52713  1273...    , 
2401  ]0#7=    4672,13026  78818  0724...    , 


й'ой 


21ов/?4(5)  =  —  17955,02494  45247  0753. 
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Б'аи1ге  раг!  (ток*  п°  28), 

д4(10)  =  17954,52994  82147  5678...    . 
Оп  а  йопс,  ей  ^агй  й  (44), 

д4(2)*=  — 0,49499  63099  50.  . .    ,  (46) 

1е  гёзиНа!,  агес  10  (1ёс1та1ез  ехас*. 

35.  Са1си1опз  епсоге  <?в(2). 

Оп  (гоиге,  еп  розап*  Я  =  6 ,  х  =  5 , 

1ое/?в(5)  =  841344  1орг  2  —  1016955  1одЗ  — 25.54  1ор5  — 49.7*  1о$7, 

841344  1о|?2=    583175,22148  1026...    , 

1016  955  1о?3  =  1117239,26001  2377...   , 

25. 54  1(^5=*=      25147,46738  1782...    , 

49.7Мо^7=    228934,38312  6208...   , 
(Той 

2 1ор/9в (5)  =  —  1576291,77807  8684...    . 

Б'аи1ге  раг*  (уо1г  п°  29), 

<?в(10)  =  1576293,27663  7728. .  .    . 

Оп  а  йопс,  еп  гегШ  (1е  (44), 

4 

дв(2)=  1,49855  9044...    ,  (47) 

1е  гбзиИа!  атес  7  йёсшакз  ехас*. 

81  поиз  т1го(1ш80113,  аи  Ней  (1е  </0(2),  1а  сопз!ап1е 


_1_ 
27  — 1 


1о8юб  =  ^г=л-^(2)^ 


поиз  оЬИепйгопз 

1о<?о>0  =  0.01179  9677...    ,  (48) 

ауес  9  й^игез  ехас!ез. 

36.  Розопз,  еп  дёп0га1, 
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Коиз  тегтом  р1из  1ош  ^ие  1е8  соп81ап*ез  ш^.  ат&1  йёДшез,    соШ- 
сМеШ  а\ес  сеПез  йе  М.  Веаираш  (у<йг  п°  33). 
Оп  1гоиуе,  еп  1епап(  сотр1е  йе  (39,), 


_Я! 4+1   .       21  Я1      Ч+з  ,       41  Я!      4+5 

ь1  — 1     2 

ауес  ипе  еггеиг  тошйге  ^ие 


2Х-И  —  1     2       '    2Х+1  — 1    23    ~*~  2**1  —  1    25  '49' 


,0>  <      6!Я!      15Ы  (50) 

з    ^  2^+1  —  1      27     "  ^     ; 

Еп  зе   гарре1ап1    ^ие    1ез    ро1употез  у)({г)    зайзйп*    &  ГёдиаШт 
(У01Г  п°  16) 

оп  оЪНеп*,  роиг  г  =  1 , 

Я!^(2)  =  2, 
саг 

р.(1)  =  0         роиг  Я  рап\ 

1/6{?аШ6  (49)  зе  гейш!  & 

.  21ор2      .      *>(2) 

1°ёП  =  2^гзг1-^т_1  + 

•Я!        Сх+1  2!Я!      С  4!Я!     5+5  /*п 


~Г  2Х+1 12'   2^+1  — "  1    2е         2Ь+!  —  1    25 

е1  ГоигпН;  ип  гаоуеп  Гог!  81тр1е  йе  са1си1  йез  сопз1ап1ез  1о?  щ  ауес  1го13 
ои  диа!ге  йёстЫез  ехас(ез  роиг 

Я=2,  4,  6,  8. 

Оп  1гоиуе,  еп  ейе1,  ей  6?агй  &  (50), 

42)< 0,00006 ?...  ,      41)<0^000018---  ' 

«<•><  0,000014...    ,         6<34><  0,000009...    . 
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37.  Арр^иопз  1а  Гогпш1е  (51)  аи  са1си1  (1е  1о#щ. 
Оп  1гои\ге 

_21ое2       Рв(2)  81  2.812073  41815461 

ЩЩ  —    511    +    511         511.4.5!  +  511. 28. 12!       511. 2е. 13!" 

Ог,  йапз  1е  саз  сопзЫбп}, 

1>80)  =  С>0*7  +  6>2хб  +  Сь(1^  +  С^х , 

ой  (уо1г  п°  23) 

^0  =  1,     ^2=Н6,     //4  =  5944,     рв  =  69264. 

Оп  а  (1опс 

р8(2)  —  —  64  +  194,6666666 ...  —  198,1333333  +  58,4071428  = 

==  —  9,0595238... 


е1 

Р8(2) 


511 
Б'аийх1  раг1, 


•0,0177290... 


21ос2 

*    —0,0027129...   , 


511 

8! 


511.4.5! 

2. 8^207  3_ 
511. 23. 12! 

41815462 
511. 2й. 13! 


=  0,1643835...  , 
=  0,0000853...  , 
=  0,0000259...    . 


Раг  зиИе, 


1орю8  =  —  0,1793...   , 

1е  геяиИа!  агес  4  (1ёс1та1ез  ехас1. 

38.  1п1го(1ш80П8  тат1епап1  1ез  соп81ап1ез 

Л)  (Х  =  0,2,4,...) 

еп  розап! 

Л+1 


1о8*х  =  ?х(2)  =  (2№  -  1)  1оео>>.  . 
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Ьа  Гогпш1е  (42)  (1оппе 

2 1ое^  (*)  +  Л  ^  (2*)  1ое  2*  +  Рх  (2л?) — 

(Той 

Лх  — ^(ДГ)ЛС,(2«)      'А        <>/>12*  +^2в-!     (2^-1      (>'•'     (-\ 

СеИе  ёраШё  а  Меи,  ^ие1  еще  8оН  1е  потЬге  о-. 

Зиррозопз  цие  х  спмззе  1ш№Пштсп1  е1  раззопз  &  1а  1ти1е. 

Оп  ггоиге 

1-  ЛГУ»/      ,     М2Л)/П     ^«М2*) 

саг 

81  л-  ез1  ип  епИег,  оп  аига 

2*Ь  о2^  44>*  44>'       Г2г 9у^-2)>-Л)Г оу2*-2)*      /,ог/!'Ь.(8х)       я>(2*) 

дг,  =11т     /^'^     --.-—>: — г_'._     ,>•*_ — -_'  -   —^ ,  с        ,     (52) 

'•      »=«  11А.  3*Х.  33\  55'* . . . (2л-  —  3)<2*-3>Л  (2г  —  1)<**-*>х  (2.г  —  1)(з*-пЛ 

1а  Гогпш1е  гергёзеп1ап1  ипе  сгеп^гаИзаИоп  (1е  сеНе  с1е  \\*аШз. 
Ей  розап!  Я  =  0  е1  еп  гешащиап!  цие 

у>.  (.г)  =  1 ,    2})  (х) =  О ,     Я!  =  1         роиг  /  =  О , 

оп  1гоиуе,  еп  еЯе1, 

„        л_         2.2.4.4. ..(2.г-2)(2.г-2)      2.г 
^=2-!^1.0.о.:Т(2^-3)(2х-^1)2^-1-  0>3) 

1/ёраШб  (52)  (№Яш1  ипе  зиИе  шПше  с1е  потЪгез 

ди'ои  реи1  соп8к16гег  согате  1ез  потЬгез   сагас1епз^иез  роиг  1е8  Гопс- 
1шп8  /?>(.г)(А  =  0,  2,  4,  .. .). 
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Уо1сл  1ез   уа1еиг8   арргосЬёез   (1е$  1овап1Ьше8  йе   диайге  ргениегз 
й'еп1ге  еих: 

1о?л:0=: 0,55158  27052...   , 

10{?*2  =  0,42627  839Н8...    , 

\щл4  =  —  0,49499  63099...   , 

1одлс=  1,49855  90...    , 

39.  Ьез  уа1еигз  йез  сопзЫПез 

1о%л}=(1} (2)  а =о,2, 4,...) 

61ап1  1гоиуёез,  1а  Гогтик  (42)  регтеИга  йе  са1си1ег  1о§^ (#)(Я=0, 2, 4,...) 
роиг  х  аззея  &гапй;  1е  са1си1  зега  й'аи^ап*  р1из  зпир1е  еХ  ГаррпштаИоп 
й'аи^ап*  р1из  дгапйе  ^ие  х  зега  р1из  соизШёгаЫе. 
Розоп8,  роиг  ехетр1е, 

Я  =  2,        #=100. 
Оп  а 

о22  4*2  6е2        193194'2  19619в2 

21о8^2(ЮО)  =  21ор     3      /- ^—  '  „  =  д2(2)  —  д2(200)  , 

З3  .55  . V   . . .  195195  .  197197 

ои,  ей  6§агй  &  (42)  е*  (45), 

21о§/?2(100)  =  0,4262783988  . . .  —  2р2(200)1од200  — 

2!  2*21 

-р2(ш)-сзШ-  сбШ, 

II  зиЯИ  йе  з'аггО^ег  аи  1егюе  тиШрПб  раг  С7  роиг  оМешг   1а  чга- 
1еиг  йе  (72(200)  аУес  12  йбсипакз  ехас!е. 
Оп  а 

2р2(200)  10^200  =  200. 199 1о&2  -}-  400. 199 1оцЮ  , 
^2(200)  =  — 100. 
Гогтопз  гаат1епап1  1е  1аЫеаи  зшгап!: 

200.19910?   2=    27587,25778  628612...   , 
400.19910810=183285,77340  232602...   , 
^2(200)  =  —  100, 

Сг-^=  0,00004   166666...    , 

С5 ~  =  —     0,00000  000208 .... 
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Оп  еп  йге 

1о8/92(100)  =  —  105386,30247  5938. . 

1е  гёзи11а1,  атес  9  йёатакз  ехас1. 
Роиг  1е  зесопй  ехетр]е,  розопз 

Л  =  6,    аг=10 
е*  са1си1опз 

2»*. 4**...  161вв.1818в 


108^,(10) -108  ■ 


3*в.5ьв...  17"в.19'*в  ' 
Оп  1гоп\'е,  ей  ё§агс!  а  (42)  е1  (47), 

21080,  (10)  =  1,4985590  . . .  —  6 !  у>в(20)  1о§20  — 

—  »Г2(»— С^       Г  2!6!      С    4!6! 
Ог, 

6!  ^,(20)10^20=  163087647,89788  5633...    , 
1>«(10)  =  — 1575420,  33333  3333...    , 

С  V 

С7  ~^-  =  0,01517  8571...   , 

~    2!6! 

С»  "20»"  =  —0,00000   7688 . . .    , 

^и  "^оГ  =  0,00000  0023 .... 

Раг  сопзёциеп!, 

1о§/9в(10)=  — 80756113,01033  86...    , 

1е  гёзиНа!  ауес  7  Пдигез  ехасг. 

40.  Ьез  бдаШбз  (39,)  е1  (42)  ЛоппеШ 

21о§/?х(х)  =  1о§л. —  Х\  грх(2х)  Щ2х  —рх(2х)  — 

Ч1+»2*       °Н*(2*)«    "•••""     Ч+*+1"(2;^*+Г-  ^*) 

12 
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81  х  ез1  1п\ч  $гапс1,  11  зиШ  (1е  з'агЖег  аи  1егте  тиШрШ  раг 
С} ,  1  ои  шёте  а  сеШ  тиШрИё  раг  С.+1  роиг  о1>1ешг  1а  \га1еиГ  <1е 
1о@/?}(.г)  агес  ипе  аррпштаИоп  зиШзате. 

Коиз  оШепйгопз  аш$1  1а  Согтик  зшгаШе 

1  Я! 

1о?^  (х)=  -1одлх  —  -  ?к(2х)  1оу2х  — 


ф>х(2*)-Ч+Г^-*^Г^ 


<Гой 


^(х)  =  |^(2«)-^",-Ь«,-^-в^Й  (55) 

81  х  ез!  1гёз  ргаш1,  он  реи!  гетр1асег  сеие  6@гаШё  раг  1а  зшуап1е 

>х(«)  =  У*х  (2Г)" ^  Г^ОТ  Г  ^  =, 
ои  тете  раг  1а  зшуап1е 

0}(х)  =  Ул}(2х)    2  с    2  . 

41.  СопзкШчжз  1е  саз  1е  р1из  81шр1е  Ле  Я  =  0. 
Оп  а,  ей  б^агс!  &  (53), 

108*0— 1ор|. 
Б'аи1ге  раг1, 


1 

2/?0(*)=  Г  (1  -у)-1  у^  =  В0(х). 


Раг  сопзёдиеп!  [ГбдаШё  (54)], 

1ор  В0  (*)  =  -  1ор  2я  —  1 1од  2*  — 
С1  1        Сз    2!  л  С,,+1       25! 


2  2*       2  (2х)3       " '       °      2      (2^)2«+1  '  (56-) 
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с'ез*  ипе  Гогпшк»  ди'оп  роиггаН  йёйтге  тйбрепйаттеп!  йе  1а  1Ьёопе  {#пёга1е 
(1ез  Гопсйопз  0}(х)  тоуеппап!  1а  Гогтик  йе  8иг1шд. 

Ь'ёраШё  (55)  Гоипи*  ип  гаоуеп  соттойе  йе  са1си1  арргосЪё  йи  1о- 
рагйЬте  йе  Пп№$гга1е 

1 


Г(1-*)-'^ 

л  уу 


роиг  х  р1из  ^гапй  ^ие  Гиш№. 
Розопз,  роиг  ехетр1е, 


Оп  1гоиуе 


1 


__  21 
Х~   2  " 


1       Г  /н         чТ  Ау        1 ,      2л   .       1 
1°ё){1~У)    ^=210?2Г  +  4:2Т 


а\гес  ипе  еггеиг  тошйгс  ^ие 


тгп^<  0,0000000123. 
2» .  2 1 


Ье  са1си1  поиз  йоппе 


-1оу2л  =  0,91893  853. 


•^1оь' 21  =  1,52226  121. 


1     =0,01190  476. 


4.21 
2! 


2.41218 
Раг  сопз&цшШ, 


=  0,00000  419.. 


2! 


2.4!218 


1  1» 

1од В0 /у \  =  1оЙГ(1-у)Т-^  =  - 0,59142  24...  ,  (57) 


О 

а\гес  7  Йёс1та1ез  ехас!ез. 
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42.  Ёсптопз  (56)  зоиз  1а  /огте  зттап^е 

1оеЯ0(*)=1о§|  —  |д0(2*) 
еХ  розопз 


1 

;  Г  (1  _  9у-х  10е(1  _  у)  ^  =  _  5  (л) . 


Ах 


Бе  Гё&аШё  ргёсеЧ1еп1е  оп  Иге,  раг  йШёгепИаШп, 

1     <*-В0О)  _       1  Лд0(2х) 
Б0(ж)     их     —       2     Лг      ' 

ои,  еп  уег1и  (1е  (58), 

Д,(*)_1Д?0(2*) 
ВД_2      Ах     ' 
е* 


(58) 


(59) 


О 

1овГ(1-у)^Чов(1-у)^  =  1овВ0(д?)  +  1ов^^^.       (60) 


Сейе  Гогпш1е  реи!  зетг  аи  са1си1  арргосЬё  Ли  1о§апШте  йе  Гт- 
1ё#га1е 

о 


Г(1-у)-«1ов(1-у)^=. 


1 

Розап*,  сотте  аи  п°  ргёсёйеп*, 

21 


*  =  -2' 


оп  й-оиуе,  ей  ёдагй  &  (392), 


1*о(21)  =  _1        ^ 3!_ 

2      А*  21  +  2.212      4!21*' 

II  зийи  (1е  з'аггвюг  аи  1егте   тиШрИё  раг  С3  роиг  оЫешг  1е  гб- 
зиНа*  ауес  7  <1ёс1та1е8  ехас*. 


Оп  а 


—  181  — 


~  =  0,04761  904. 

Ах. 


: 0,00113  378...   , 


2.21» 

4^4  =  0,00000  123...   , 


(Той 


тг  — з  —  =  0,0487515 . 
2      ах 


Раг  сопзе^иеп!, 


1<Ч(21) 


1е  гёзиИа!,  ауес  5  йёсипаЬз  ехас1. 

Оп  1гои\е  йопс,  еп  1епап1  согар1е  <1е  (57),  (60)  е!  (61), 

о 
108  В,  /у)  =  1од  Г  (1  -  у)т  \щ  (1  -  у)  ^  =  -  3,61244 .... 

1 

Еп  га180ппап!  атв1  с1е  зш!е,  оп  роиггаН  сопз1гшге    ипе    зёпе    (1е 
Гогти1ез  роиг  са1си1  виссевзН  йез  1одапШте8  с1ез  т1ёега1ез 

1 

В*  =  (- 1)*  [  (1  - УУ-1 108* (\-У)у=,      (*=з,4,5,...) 

О 

та18  поиз  поиз  Ьогпегопз  аих  саз  1ез  р1из  81тр1ез  соггезропйап*  к  к  =  О 
е*  *=1  [1ез  ё^аШёз  (56)  е!  (59)]. 

43.  81  Гоп  розе  йапз  (55)  Я  =  0,  оп  аига 

Оп  реи*  йопс  розег  роиг  х  аззег  §гаш1 

Бо(*)=|/^  <62) 
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Баи^ге  раг!  (уои*  п°  28), 

д4(10)  =  17954,52994  82147  5678...    . 
Оп  а  йопс,  ей  ё#аг<1  &  (44), 

24  (2)  =  —  0,49499  63099  50...    ,  (46) 

1е  гб8и1Ш  ауес  10  с№с1та1ез  ехас*. 

36.  Са1си1оп8  епсоге  </б(2). 

Оп  1гоиге,  еп  розап!  X  =  6  ,  я  =  5 , 

1од/96(5)  =  841344  1о(?  2  —  1016955  1од  3  —  25.5*  1о?5  — 49.74  1о§:  7  , 

841344  1од2=    583175,22148  1026...    , 

1016  955  1оз?3  =  1117239,26001  2377...   , 

25.54  1ор5-=      25147,46738  1782...   , 

49.7*  1о&  7  =    228934,38312  6208...    , 
(Той 

2 1о?/9в(5)  =  —  1576291,77807  8684 .... 

Б'аи1ге  раг!  (у(лг  п°  29), 

дв(10)=  1576293,27663  7728. .  .    . 

Оп  а  йопс,  еп  геПи  (1е  (44), 

вв(2)  =  1,49855  9044...    ,  (47) 

1е  гёзи1Ш  ауес  7  с№с1ша1ез  ехас! 

81  поиз  1п1гос1ш80П8,  аи  Пей  (1е  дв(2),  1а  сопз1ап1е 

]о?шс  =  ^— г?6(2), 

поиз  оЪйепйгопз 

1о<?юс  =  0,01179  9677...    ,  (48) 

ауес  9  Й^игез  ехас!ез. 

36.  Розопз,  еп  $6пёга1, 
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N0113  геггопз  р1и8  1от  ^ие  1ез  сопз1ап1ез  со^ .  ата1  йёйшез,    соМ- 
сЫеп*  агес  се11ез  (1е  М.  Веаират  (уо1г  п°  33). 
Оп  1гои\ге,  еп  1епап*  сотр1е  йе  (39,), 


Я! С.+1  ,       2!  Я!     ^+3  4 1Я1      С-,.+5 


+  : 


^о^1  —  1     2       '    2)-+|  —  1    2»         2*-+а —  1    25 
агес  ипе  еггеиг  тот(1ге  ^ие 

6!  Я!     \С,+1\ 


СШ< 


2Х+1  —  1     27    ' 


(49) 


(50) 


Еп  зе  гарре!ап1    ^ие   1ез   ро1употе§  ц>-(г)   8аШГоп1<    а  ГёдиаНоп 
(У01Г  п°  16) 


П0+^)т^)=2^ 


оп  оЬНеп*,  роиг  г  =  1 , 


саг 


Я!  ^(2)  =  2, 
р.  (1)  =  0        роиг  X  ра1г. 
1/ё^аШе  (49)  зе  гёс1иИ  & 


,  2  Ы  2 

1оё<»х  =  ^  — 


2*+' 


**<!>  _  + 


1    |   2*+'  —  1 


•Я'        С1. 

Л.  ) 


±1^     2!Я!      <?  4Ш      ^ 

г2^+! 1     2       '   2>+1 1    2*         2>>+1 —  1    25 

е1  ГоигаИ;  ип  тоуеп  Гог*  з1тр1е  йе  са1си1  (1ез  сопз1апЮ8  1о#  со)  алгес  1го13 
ои  диа1ге  Д6стт1ез  ехас1ез  роиг 

Я=2,  4,  6,  8. 
Он  1гои\ге,  еп  еЯе1,  ей  есгагй  &  (50), 

42)<  0,000067...  ,       4о<0>000018---  » 
46)  <  0,000014 . . .   ,        44)  <  0,000009 .... 
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37.  АррИдиопз  1а  Гогти1е  (51)  аи  са!си1  <1е  1о{го>8. 
Оп  1гои\е 

_21оё2   ,    У8(2>  81  2.812073  41815461 

Щв,—    511    -4-    511         511.4.5!  "*"  511. 2». 12!       511. 2е.  131' 

0г,  (1ап8  1е  саз  сопзШёгб, 

р6(х)  =  О,//^7  +  С3(12хь  +  СьрАа?  +  С7(ивх , 

ой  (Уок'  п°  23) 

/*0  =  1,     р2  =  146,     ^=5944,     ^  =  69264. 

Он  а  йопс 

р8(2 )  =  —  64  +  194,6666666. . .  —  198,1333333  +  58,4071428  = 

=  —  9,0595238... 

^—-  =  —  0,0177290...    . 

011 


^'^^и^^е  раг1, 

21о|?2 
511 


=  0,0027129...    , 


^_- 0,1648885..., 
^^  =  0,0000853..., 
^1^  =  0,0000259...    . 


1'иг  зиИе, 


1о^са8  =  — 0,1793...   , 

к*  п\<*и1Ш  ауес  4  с^стЫез  ехас*. 

38,  ЬПгойшзопз  тат1епап1  1ев  соп81ап1,ез 

Л)  (Х  =  0,2,4,...) 

еп  розпл1 

1ов*х  =  9Х(2)  =  (2х+!  —  1)  1овсо>.  . 
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Ьа  ГогпшЬз  (42)  (1оппе 

21о?,?. (х)  +  11  ^._(аг)1ое2лг  +  р} (2х)'= 

л       *1  л  [2(8  — 1)1!  Я!         Л1/„ 

а'ой 


л^  =  ^{х)е'-\2х)    ''■     е 


(2*)- 


Сеие  ёраШё  а  Иеи,  ^ио1  еще  8оИ  1е  пошЪге  х. 

8ирровоп8  ^ие  х  спнзве  т(1ёЯмтеп1  е1  раззопз  а  1а  ПтИе. 

Оп  ггоиге 

X—  "-О 

саг 

йМ&)     Г     ,     >-4-      Л- Г  [2(1-1)}!),! 

Й1  л-  е»1  ип  епИег,  оп  аига 

2*2>-    2аЛ    44**    44'*  Г9Г <>)[2*-2)Ь(чх 0)(2*-2)*         СОг)?ч!'Ь.(2Х)  ?,(**) 

^г.  =  Ига  — ^ — ~ — г-^-  .---4"--     "' г---  — . .     -   — ,е  ■      ,      (52) 

'•      *=*>  11А. 33>\  З3' .  о5'* . . . (2.г  —  3)(2*-3>л  (2х  —  1  )(**-!>*  (2л-  —  1  /**-1>л 

1а  Гогпш1е  герг&еп1ап1  ипе  ^пёгаИзаНоп  (1е  се11е  йо  ^аШ§. 
Еп  розан!  Я  =  0  е1  еп  гешащиаШ  ^^^е 

у}(х)  =  1 ,    р}(х)  =  О ,     Я !  =  1         роиг  Я  =  О , 
оп  1гоиге,  еп  ейе1, 

_*,.      2.2.4.4  .  ,.(2.г  —  2)(2.г  —  2)      2./' 
*"  ~  2  ~  ™  1. 3 . 3 .  57.7(2* -  3)  ( 2* -~~1)  2ж  -  1 '  ^ 

Ь'ёдаШб  (52)  (№Гти  ипе  виИе  шПше  (1е  потЬгез 

•^0  '    ^2  '    ^4  >  •  •  •  •  1  ^4  *  •  •  • 

ди'ои  реи1  сопзШгег  соттс  1ез  потЬгез   сагас1еп»ициез  роиг  1ез  Гопс- 
Иопз  0}(х)(1  =  О,  2,4,...). 
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Успел  1ез   уа1еигз   арргосЬёез   йез  1о8апШтез  ее   ^иа^ге  ргеппегз 
<Геп1ге  еих: 

1од*в  =  0,55158  27052...   , 

1о#л:2  =  0,42627  83988...    , 

1а§*4  =  — 0,49499  63099...   , 

1о§лс=  1,49855  90...   , 

39.  Ьез  \та1еигз  (1ез  сопз1ап1ез 

10%Л.   =^(2)  (Х  =  0,2,4,...) 

бит*  *гоиуёез,  1а  Гогтик  (42)  регтеНга  де  са1си1ег  1оё^  0*0(^=0, 2, 4,...) 
роиг  #  аззея  &гапс1;  1е  са1си1  зега  (Гаи1ап*  р1из  81щр1е  е!  ГаррпштаШт 
<Гаи1ап1  р1из  &гаш1е  ^^1е  х  зега  р1из  соизШгаЫе. 
Розопз,  роиг  ехетр1е, 

Я=2,        #=100. 
Оп  а 

о22  4*2  6е2         1931942  196190'2 

2108^2(Ю0)  =  21ое  1-^Ц:0     '  ,  о  «  Ь(2)  -  32(200)  , 

З3  .55  .  V    .  . .  195195  .  197197 

ои,  ей  ё§аг(1  к  (42)  еЪ  (45), 

21оё/92(100)  =  0,4262783988  .  .  .  —2^(200)10^200  — 

2!  2!°! 

II  зиШ!  йе  8'агг61ег  аи  1егюе  гаиШрИб  раг  С7  роиг  оМетг   1а  лга- 
1еиг  (1е  <?2(200)  ауес  12  йбехтакз  ехас4е. 
Оп  а 

2р2(200)  1о§200  =  200. 199 1о?2  +  400. 199 1о#10  , 
^2(200)  =  — 100. 
Гоггаопз  тат1епап1:  1о  1аЫеаи  8ш\гап1: 

200.19910?  2=    27587,25778  628612...   , 
400. 199 1оё  10  =  183285,77340  232602...   , 
/Л,(200)  =  —  100, 

21 
200 


С3-хкхг=  0,00004  166666...   , 


°>Ш*  =  ~      °'0000°  °00208--- 
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Оп  еп  Нге 

1о&/92(100)  =  —  105386,30247  5938...   , 

1е  гёвиНа!  ауес  9  йёсипакз  ехас*. 
Роиг  1е  8есопс1  ехетр]е,  розопз 

Я  =  6,    я=10 
е1  са1си1опз 

2а*  44*        161в*  18*8® 
6   ^     }         Ъ  3»в.5*\..17"6.191»в 

Оп  1птуе,  ей  ё§агс1  &  (42)  е-1  (47), 

21ов^в  (10)  —  1,4985590  . . .  —  6!у>в(20)1о§20  — 

—  п(2СЛ—С^       Г  2!6!       Г    4!6! 
Ог, 

6!  ^(20)  1ое  20  =163087647,89788  5633...   , 
1>в(10)  =  — 1575420,  33333  3333...    , 

0,01517  8571...    , 
—0,00000   7688...    , 

0,00000  0023...    . 

Раг  соп86^иеI11, 

1ов0в(Ю)  =  —  80756113,01033  86...    , 

1е  гёзи1Ш  ауес  7  Я^игез  ехас!. 

40.  Ьез  6еаЛ16з  (39^  е*  (42)  сктпеп! 

2  \О80}  (х)  =  1ое*х  —  Я !  у>х  (2х)  1о?  2х  —  рх  (2л?)  — 
_Р      А1_л      2Ш  л  2.5!  Я! 


С 

6! 

и7 

20 

с, 

2!6! 
20г~ 

с 

4!6! 

^11 

20* 

Х+1  2л?  *+3(2л;)3     "••'        "^Х+2»+1   (2х)^+1 


12 


—  178  — 

51  а-  ез1  1гёз  &гапс1,  П  зийИ;  йе  з'агЖег  аи  (егше  гаиШрШ  раг 
С)+1  ои  тёте  а  се1ш  тиШрИё  раг  С.  , ,  роиг  оМешг  1а  уа1еиГ  (1е 
10^ (х)  а\ес  ипе  аррпштаиоп  зиЯзап1е. 

Коиз  оЫ1еп(1гопз  аиш  1а  Гогтик  зшгаме 

1<>80х (*)  =  2 1об*х  ~~  2  ** (2'Г)  10^ 2Х  ~ 

(Той 

^)  =  1^(2«)-^МгЬ«,-^5-^Й  (55) 

81  х  ез*  !ге8  рташ1,  оп  реи!  гетр1аеег  ссПе  браШё  раг  1а  8иптап*е 

ои  тете  раг  1а  8ишт1е 

о  (  \       л/—  /о  ч-т*)*2**  "Т^<2^ 
0}(х)  =  Ул}  (2зг)    2  ^    2   а      ^ 

41.  Соп8к16гоп8  1е  саз  1е  р1из  81гир1е  (1е  А  =  0. 
Оп  а,  ей  б&агй  &  (53), 

1о?*0=1ор|. 
Б'аи!ге  раг!, 


1 

2/?0(*)=Г(1-у)-1^  =  Б0(л-). 


Раг  соп8ё^^^еп^  [ГёдаШё  (54)], 

1ор  Б0  (а-)  =  -  1од  2гг  —  -  1ор  2х  — 

^2  2л:        2  (2л*)3       "  "  2       (2.г)2*+1   '  ^     } 


—  179  — 

с'ез1  ипе  Гогти1е  ^и'оп  роиггаН  йёйтге  тйёрепйаттеп*  йе  1а  Шёопе  ^ёпбгак 
йез  (опсШшз  Р^х)  тоуеппап*  1а  {огти1е  йе  ЗйгНпд. 

Ь'ё&аШё  (55)  ГоигпН  ип  тоуеп  согатойе  йе  са1си1  арргосЪб  йи  1о- 
догШипе  йе  Гт№§га1е 

1 


|(1-*)*-^ 


}/У 


роиг  х  р1из  &гапй  ^ие  ГипИб. 
Розопз,  роиг  ехетр1е, 

21 


х  = 

2 


Оп  1гоиуе 

1  19 


,      Г/.         чТ  Ли        1.      2л   ,       1  2! 

?Г        У)    ^=21082Г  +  Г21-2^Г21^ 


а\гес  ипе  еггеиг  тотйге  дие 


4!|(75; 

-,Чт^<  0,0000000123. 
2.21й 


Ье  саки!  поиз  йоппе 
1 


1оё2л  =  0,91893  853. 


~1о^  21  =  1,52226  121. 


1     =0,01190  476. 


4.21 
2! 


2.4121» 
Раг  сопзбциеп!, 


=  0,00000  419. 


1» 

1ое^0(у)  =  1о?Г(1-?/)Т  ^  =  -0,59142  24...  ,  (57) 


О 

ауес  7  Й6сш1а1ез  ехас!ез. 


—  180  — 
43.  Ёстопз  (56)  80118  1а  йгте  зшгап1е 

1одБ0(ж)=  1о?  |  —  -  д0(2аг) 
е*  розопз 


йд: 


Г  (1  -  у)'-*  1од(1  -у)-^  =  -В1  (х) . 


Бе  Гё^аШё  ргёсё<1еп!е  оп  Иге,  раг  йШёгепиаНоп, 

Б0(ж)     Аг  2     &     ' 

ои,  еп  Увг1и  (1е  (58), 

В,(х)_1Лд0(2х) 
Б0(а;)— 2     «х     ' 
е* 


1о*  Г  (1  -  у)-»  1ое(1  -у)^=  =  1оёВ0(х)  +  1ое  ^ 


1  *7„(2аг) 


Же 


(58) 


(59) 


(60) 


Се11е  Гогти1е  реи!  зетг  аи  са1си1  арргосЬё  йи  ЪргШнпе  <1в  Гт- 
1ё|?га1е 

о 

у/1' 


Г(1-у)-Ч08(1-у)^:. 


1 

Розап!;,  сотте  аи  п°  ргёсёйеп*, 

21 

оп  1гои\ге,  ей  6{?агс1  к  (392), 

1^о(20  =  _1       _1 3_!_ 

2      Лх  21  +  2.212      4!214' 

II  зиШ1;  с1е  з'агг&сг  аи  1егте   тиШрШ  раг  С3  роиг  оЫетг  1е  гб- 
зи1Ш  агес  7  йёстмйсз  ехас(. 


Оп  а 


—  181  — 


^-  =  0,04761  904... 

а! 


1  0,00113  378... 


2.21» 

3! 
4!  21* 


=  0,00000  129. 


<Гой 


1  <??0(21) 

-—,.—  =0,0487515. 

2  ах 


Раг  сопзе^иеп*, 


1^(21) 


1ое-2^Г~  =  -3,02102...   ,  (61) 

1е  гёзи1Ш  а\гес  5  Йёсипа1е8  ехас1. 

Оп  йчпп'е  йопс,  еп  1епап1  согар1е  йе  (57),  (60)  е!  (61), 

о 
1ов  Вх  /у)  =  1ов  Г  (1  -  УУ  1ор  (1  -  у)  ^  =  -  3,61244 . . .    . 

1 

Еп  гахзоппап*  ашз1  (1е  зш!е,  оп  роиггаН  сопз1гшге    ипе    8ёпе    йе 
Гогпш1ез  роиг  са1си1  зиссеззй  йез  1озагШш1ев  (1ез  1п1ё@га1ез 

1 

Вк  =  (-  1)*  Г  (1  -  уу-г  1ое*  (1  -  у)  ^,       (*=з.4,5,...) 
о 

та!з  поиз  поиз  Ьотегопз  аих  саз  1ез  р1иа  внпркз  соггезропйап*  а  &  =  0 
в*  *=1  [1ез  вваШёз  (56)  е1  (59)]. 

43.  81  Гоп  розе  йапз  (55)  Л  =  0,  оп  аига 

о,  ч       В№      1,/*  к-ш, 
Ы*)  =  -у-  =  о  У  х 

Оп  реи!;  йопс  розег  роиг  х  аззег  дгапа- 


Во(*)=/^  (62> 


—  182  — 
ауес  ипе  еггеиг  йои*  1а  та1еиг  пишёодие  зега  р1из  реШе  ^ив 

€-У  х6    192**' 

81  Гоп  розе,  раг  ехешр1е,  х  =  50,  оп  аига 

г <  0,000000013. 

Ра180пз  4апз  (62)  #=100. 
Оп  1гои\ге 

1 
в800 

—  =  0,10012  507...    , 

1/лг=1,77245  385...    . 
Раг  сопзбдиеп!, 


>-< 


йу 


Б0(100)=      (1  — г,)»0-^  =  0,1774670... 
о 

а\гес  7  йёатаЬз  ехас1е8. 

44.  СопзМбгопз  впсоге  Пп16яга1е 
о 
ВД  =  Г  (1  _у)«-ЧоьЧ1  -У)  А. 

1 

Оп  реи*  розвг,  роиг  х  аззея  #гапс1, 

1  &%(Щ  =  1    .      1 

2  Лг       —  2х  +  8х* ' 

(1в  зог!е  ^и'оп  аига,  еп  \гег1и  с1е  (59)  в*  (62), 

Б'(Ж)==~^1^--'  (63) 

1а  &гти1е  ^и^  реи1  б1ге  гвшр1асёе,  роиг  х  1г&8  &гаш1,  раг  1а  зшуап1е 

_  2_ 

ВД=^.  (64) 

2ху  х 


—  183  — 

Р080П8  (1апз  (63)  #=100.  0п  {гоюте 

_  Л- 
нппг»-^*800    401 


Ог, 


1 


л/Не2®* 

Г— —  =  0,1774670...    , 


401 
и1    =0,0050125. 


8.104 

Раг  сопз^иеп!, 

Б1  (100)  =  0,0008895...   , 

атес  7  Йёсша1ез  ехас!ез. 

Моуеппап*  1а  йппи1в  р1из  81тр1е  (64)  поиз  оШешкчтз 

^(100)  =  0,00088...   , 

1е  гёзи11а1  а\гес  5  <1ёс1та1ез  ехас!. 

45.  Бе  Гё§аШе  (59)  поиз  Игегопз  епзиИе 

1 

ВД  =  Г  (1  -  !/)'-1 10{?»(1  -  у)  ^  = 

О 

Д..Г/1Ч(2^)\2       ЩЩ 
=  В«(*Н12~ЛГ-/ ШГ-]- 

Роиг  1ез  уа1еигз  (1е  х  аззег  цггапЛез  поиз  роитопз  розег  агес  ипе 
арргохппаИоп  зиШзап1е 

2       *еа  2.г2"'        [2      г/.г     ]         Ах2 


-  184  — 

N0118  Ъгоиуегопв  (1е  1а  дгёте  татйге 
о 


I 


(1_1Г1кЛ1_й4_.«У»'; 


]/у        4х*]/х 

1 

еХ  апш  (1е  зиИе. 

Розап*,  раг  ехегар1е,  х  =  100 ,  оп  1гои\те,  ей  бдагй  &  (65), 

1 

В2(100)  =  (  (1  —  у)™  1о82(1  —  у)  :>-  =  0,000013 . 
о 
1е  гбзиНа!  ауес  6  (16сша]е8  ехас1. 


}/у 


46.  Кеуепопз  шат!епап1;  аи  саз  #6пёга1. 
Ёспуопз  ГбеаШб  (41)  зоиз  1а  Гогтс  зшуап1е 

2108^  (2л-,  ж  —  1)  =  дх(2х)  —  д>  (2х  +  2т) ,  (66) 

еп  у  гетр1а$ап1  а  раг  2х  е!  т  +  1  раг  т. 
Ог,  еп  \тег*и  (1е  (43), 

^^{2x)  —  дх  (2а:  4~  2т)  =  21ое/?х  (я?  +  ж)  —  21ов0х(*). 

Ь'аи^ге  раг*  (п°  30), 

г;х(2-с,  ж —  1)  = 

_        (2х)У*^  (2х  4-  2)(,2*+2>х  . . .  (2х  +  2т  —  2у2*+2т-2)х 
_  (2.г  +  1)<М-»*  (2л  +  3)<2*+8>Х  . .  ."(2*  4"  2т  —  1)№4*"-1>* ' 

Раг  сопз&^иец*, 

1ое#?>в(^)  =  1ов^х  (х  +  т)  — 

(2я)(2*>Х  (2л  +  2)<2*+2>х  ...  (2  г  +  2т  —  2)(2*-2,И-2>х 


—  1ое 


(2л  +  1  )(2*+*>х  (2л  +  зуяН-8)>-  . . .  (2х  +  2т  —  1)С*-а«-1)Х " 


Се11е  Гогти1е  регте!  (1е  са1си1ег  1о#<&(л)  роиг  1ез  \га1еигз  (1е  х 
р1из  роШ-ез  ^ие  ГипИб;  И  зиШ1  (1е  ргепЛге  роиг  т  ип  епИег  т  1гор  реШ, 
т  {гор  дгапй. 

81  Гоп  розе,  раг  ехетрЬз,  т  =  4 ,  оп  1гои\е,  ей  ёдагй  &  (43), 

1од/9х(л)  -  2  дх(2) - \ дх(2х  +  8)  - 

(2л)<&>х  (2л  +  2)<2*+2>Х  (2л  -1-,])<**+*>х  (2л  4~  6)<2*+в>Х 
_  °ё  ~^^Г^^'(2х^З^^(2х  +  5)1****»  (2л  4-  7)<**7*  ' 


—  185  — 

Ье  са1си1  с1е  йегшег  1егте  с1е  сеие  6#аН№  пе  ргёзеп!е  раз  йез 
ргапйез  (ШПсиИёз;  роиг  1е  са1си1  арргосЬё  (1е  д}  (2х  —  8)  оп  реи!  етр1оуег 
1а  Гогти1е  (39])  (1оп{  поиз  а\топз  (1ф&  шс^иё  1Ч1за§е  р1из  Ьаи1. 

ЗасЬап!  1а  га1еиг  йе  1а  сопз1ап1е  сагас!ёпзШ^е  дх(2),  поизоЪИеп- 
йгопз  1а  уа1еиг  пишущие  (1е  10^  (.г)  роиг  х  <  1  ал'ес  ГаррпттаНоп 
зиШзап1е. 

Розопз,  роиг  ехетр1е,   #  =  -^. 
Оп  аига 

/А       1  1  02*  44Л  6е*  8*х 

=  \  9,.(2)  -  \  <?,  (9)  +  9х  1<х?9  -  г  1о?/9.  (5) . 
81  Гоп  розе  Я  =  2 ,  оп  1гоиге  (у<нг  п°  33) 

1о^2  (о)  =  1 9*<2>  ~  1  «Л9>  "Ь  9' 1о^9  +  1о^(Г)) в 

1 

2' 


=  0,2131391994  ...—100,90734*4168  ...  +  1621орЗ  —  -^,(9). 


Ог  [Гё?аШё  (39,)], 
|92(9)  =  ^(9)1ое9^^Д9,-гС3|-С5|-;~С7^Св^+С*и|-! 

а\тес  ипе  еггеиг  тош1ге  фю 

10* 
I С13 1  -йТГ  <  0,00000000003 .... 

Ье  са1си1  поиз  <1оппе 

1621орЗ  —  ^а(9Яоц9  =  98,87510  59801  29...    , 

—  {р*(?)=    2,25, 

—  С5р=  0,00001  14311  84...  , 

—  С0  -  =  0.00000  00064  29 . . .  , 

9  9' 


-1-101,87510  59801  29. 


—  186  — 

_3  =  — 0,00462  96296  29...   , 
9 

—  С7^  =  — 0,00000  01713  66...   , 

_СП^  =  — 0,00000  00004  50...   , 

—  0,00462  98014  45...    . 
Раг  сопением, 

1621оеЗ  —  ^д2(9)  =  101,12048  76162  97...,- 

***,$)  = 

=  0,21313  91994  ...  — 100,90734  84108  . .  .  + 101,12048  76162  . .  .  = 

=  0,42627  8988... 

ауес  9  й&игез  ехас1ез. 

(Тез*  1е  твте  потЪге  ^ие  поиз  ауопз  Щ&  *гои\гё    аи  п°  43   роиг 
«.(2)9. 

47.  Кетр1а?опз    (1апз  (66)   2х  раг  х  с!  розопз  т  =  1 ;  и  У1еш1га 

21^х(Ж,0)  =  дх(х)-дх(*  +  2)  =  2108(-^^, 
ои 

дх(х  +  2)  -  ^(я)  =  2 1о8  К-^  —  •  (67) 

Евргепопз  таНепап!  ГёрШё  (40)  ди!  реи1  а'ёспгв  атак 


<&. 


1)  Кои»  Увггопз  р1ив  1от  ^^^'оп  а  йпцоигз 


—  187  — 
Бе  сеИе  е|?аШё  оп  Иге,  еп  у  гетр1а?ап1  х  раг  х-\-1, 
дх(*Ч-1)  =  *1^(*-г1)1о8(-г+1)  + 

Оп  а  (1опс 


=  ^1  ОхС*0  1о?Г^  -г  РХС*  +  1)  1о{?0  +  1)]  +РХС*  + 1)  +Р}(*)  — 


(68) 


Соп8Мёгоп8  Гт1ёрга1е  с1ц  зесопс!  тегаЪге  (1е  сеИе  ^иаШт. 
Розопз 

*  +  *  =  $. 
Оп  аига 

*+1 


о  * 

Г.а  Гогти1е  йе  Тау1ог  (1оппе 

Рх(—  *  -г  8)  =  ^х(—  ,г)  +  У>'х(—  *)§  + 

+  <(-*)?,  +  »*'<-*)!5+  •  •  •  +  ^-Ч-х)  -(Х^Т  +§• 
Ог,  еп  тегШ  (1е  (20)  (роиг  А-  =  п) , 

(Той,  еп  ёсЬап#еап1  х  раг  — о;, 

»*(—  ')  =  (— 1)*^(1+^- 
Раг  сопзёсщеп*, 


(69) 


—  188  — 
саг,  еп  тег1и  йе  (23), 

Оп  1гоиге  с!опс,  еп  1епап1;  сотр1е  Ле  (69), 

1 

О 

ой  1'оп  а  (1ё81ёп6  раг  Р}(х)  1е  ро1употе  зшуап*  ((1е  <1е#гё  X  —  1) 

9Х{1-^*)  (Я_1)(Я_1)!  -Г  хм  •  V») 

Ьа  1огти1е  (68)  реи*  а'ёспге  апш 
9х(я  +  1)  +  ?х(*)  =  *!|>х(*)  +  *х(*+1)]1орг  +  вх(*), 
ои  Ыеп,  ей  ёдагй  а  (282), 

?х(*  +  1)  +  ?х(*)  =  2*х  1одх  -Ь  *(*) ,  (71) 

ой  Гоп  а  ровб 

вх(х)  =Р>(х  +  1)  +  рх(х)  -  Рх(х) . 

Кетр1а?опз  (1апз  (70)  х  раг  х  +  1 ;  И  У1впс1га 

</х(*  +  2)  +  <7Х(*  +  1)  =  2  (х  +  1)х  108(*  + 1)  +  *х(*  + 1)  • 
8оиз1гауап1  се11е  ёдаШё  е1  (71)  Типе  (1е  Гаи1ге,  оп  1гоиуе 

д>  (Х  +  2)  -  дх(х)  =  2 1ор  (х+Д(*+1)/'-Ь  ^(а  +  1)  -  *х(*) . 

сГой  1'оп  сопс1и1,  ей  ёр:аг(1  а  (67), 

вх(*  +  1)-вх(х)  =  0. 


—  189  — 

Се11е  ИепШё    топ!ге  ^ие  1е  ро1употе  0.(х)  йоИ  <Нге    6#а1  &  ипе 
сопз1ап№  дие  поиз  йёз^пёгопз  раг  ах. 

48.  II  ез1  а1зё  йе  ргоиуег'дие 

ах  =  0. 

Оп  а,  еп  еШ,  ^ие1  ^ие  зоИ  1е  потЬге  х, 

<\  =Рх(х  +  1)  +рх(х)  -  Рх(я) ,  (71) 

(Той,  еп  гетр1асап1;  х  раг  — х, 

\=Ру^-*)+Ру{-х)-Р^-х)>  (72) 

Ог  [ГбваШб  (38)], 

Рх(*)  =  — 1\(— *)  '        *Х(°)  =  °- 

Розап*  х  =  0  йапз  (71)  е!  ^=1  Дапз  (72),    оп  Ъгоиув,    раг    соп- 
вйртеп!, 

ах=р.(1)-Рх(0), 

«х=-/>)ч(1)-Рх(-1), 

<1'ой 

2«х  =  -[Рх(0)  +  Р.(-1)]. 

Р080П8  таШепап*  с1апз  (70)  х  =  0;  оп  а 

1-1  (Я  — 1)(Я— 1)!  ^Я.Я!' 
саг 

Б!аи1ге  раг*,  еп  зе  гарре1ап1  ^ие 

П_2,_1(0)  =  С2,+Р        4>х+и(0)  =  0 
е1  еп  розап!  йапз  (70)  х  =  —  ]  ,  оп  оЪИеп* 

+  С>  (Я—  1)(Я—  1)!  +ЯЛ1'  =  Я1Рх(°)' 
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Раг  сопзёдиеп!. 

еХ  ГбрШё  (71)  йелчеп* 

</х(*-{-1)  +  ,?)0г)  =  2*Х1ор*.  (73) 

49.  Ьк^иопз,  еп  раззаШ,  циекщез  сопз^иепсез  <1е  ШепШё 

**(*)  =  *>*(*  -I- 1)  -тР^х)  -  -Рх(*)  =  0 ,  (71) 

^ие  поиз  уепопз  сГ&аЬИг. 

0^(х)  е1ап1  ип  ро1употе  (1е  йедгё  (Я — 1),  оп  1гоил'е 

а  (х)  =  в.  (о)  +  е;.(о)  *  +  ^(о)  у  + . . . 

•  •  •  +  <*»«»  й  +  -  +  *Г '(о)  (зйуг  -г*?-"^  (Й)Т < 

ой,  еп  \гег1и  (1е  (74), 

0Ю(О)  =р<х*>(1)  +р(*)(0)  —  Р|*ЧО).  (75) 

Еп  зе  гарре1ап!  цие  Ск  =  0  роиг   А:   ра1г,    оп  реи!    ёспге   [Гёда- 
Шб  (38)] 

с1'ой 

Оп  а  йопс 

^>(0)=Ч_^-*+1*«.  ае) 

1>(*>(1)  =  ^  ^.^^.уО-1)  .  . .  0-А-+  1).  (77) 

>=* 

Рогтопз  таШепап!  1ез    Дёпгёез    с1е  (Цуегз    огйгез   Ли    ро1употе 
Р.  (.г). 
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11  ез1  а1зе  <1е  з'аззигег  ^ие 

^  Р?(х)  =  - ^.4.,  (1  +  *)  -г^т  + 

+п->-гс+»)1^1/-п->-3('+^^^7)Г°  + 

+  ...+(-1)^1(1+^(+_1._1)(Я-1),    + 

-гС-1)— (1=г^Д—  (78) 

роиг  к =  1 ,  2 ,  3 . 

Бе  сеНе  ё^аШё  оп  Иге  раг  (ШёгепИаНоп,  еп  1епап1  согар!е  (1е  (20), 

тщД-1ТГРГ,(,)=_Пн[_2(1  +*)г_1__+ 

+  *»-м(1  +  .)  -(^"  г  -  Ним»  +  *  ^"Ш)Г  + 

+  ...+(-1)^(1+^ 

^      ^         (Я — Й: — 1)Я!    " 

Бопс  Гб^аШб  ргёсё(1еи1е  61ап1  ехас1е  роиг  к  =  1 ,  2 ,  3  ,  е11е  1е 
зега  аиз81  роиг  1а  га1еиг  (1с  к  р1из  8гап(1е  (Гипе  иш№;  раг  сопз^иеп!, 
сеИе  ё^аШё  а  Меи  роиг  1ои1ез  1ез  лга1еигз  (1е  к  =  1,  2,  3 , . . .  ,  Я  —  1. 

81  Гоп  у  розе  #  =  0,  оп  1гоиге 


е1,  ей  6?агй  а  (75),  (76),  (77)  е1  (74), 


©.(*>(0) 


^Г^-^.^0-1).  ..0-^+1)  С№Я1     •[ 


(*г=0,  1,2,.. .,).-!) 
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Моуеппап!  1ез  ^иаИопз  (д{)  дх\  п°  16  поиз    оЪйепдгопз  1ез  ге1а- 
Иопз  соггезропйашез  еп!ге  1ез  погаЪгез  (1е  ВегпоиШ. 

50.  Кетепопз  &  Г&^иаНоп  д6пйга1е  (73). 
Ь'ёрШ  (67)  Ли  п°  47  йоппе  ') 

%[2(х  +  1)] - %{2х) -  21*  (2"  + у >)Х  , 

(Той  1'оп  Иге,  еп  1епап1  согар1е  йе  (43), 

,     ^-И)      .  (2*)(2*)Х 

10сг    V    ,        =  1огг      л     ' 


А 

ои 


(2х)^к 


А  (л  +  1)  = ^-^ г  А  (л-).  (79) 

х  (2^-^-1)(2*+1^    х 

Се11е  ёциаИоп  а  Пен,  сотте  Гоп  уоМ,  роиг  1ои1ез  1ез  уа1еигз  гё- 
еИез  е!  розШуез  (1е  х. 

Ропг  х  ип  епИег  е11е  гёзийе  Ш1тьчИа*етеп1:  (1е  1а  йбГтШоп  йе  /9} 
к  ГаМе  с1и  гарроП  дие  поиз  ауопз  сТбзздпё  р1из  Ьаи*  (п09  30  е\  31) 
раг  V. (2,. х—  2). 

81  Гоп  гетр1асе  йапз  (73)  </.(*)  раг  зоп  ехргеззюп  еп  \о^/3}(х) 

<7Х(*)  =  2,(2)  -  Ь**х  (|)  =  1ов*х  ~  Ю8/»х  (|) . 
оп  {гонге  епсоге  ГёциаНоп  $штап1е 

Ро§ап1  епГт  Лапз  (73)  х=1,  оп  оШеп! 
?х(2)-г(?х(1)-0. 

Раг  сопве^иеп*,  еп  \'ег1и  с1е  (43), 

1о^>(^  =  (7)(2)  =  1оряг),  (81) 


^  (!)=->. - 


(81,) 


*)  Кетаг^иопй,  еп  ои1ге,  ^ип    сеис    (1епнеге  едоШё    гёзиИе    пшпёШа^етеп*   с1о 
Г^иаНоп  (73). 
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гёзи1Ш,    Й6)й    йгоигб    аи  п°  46   раг   1е  са1си1  (1]гес1  Дапз  1е  саз    рагИ- 
сиПег  с!е  Я  =  2 . 

Ветащиопз  <Га\гапсе  ди'П  ех1з*е  епсоге  ипе  геЫтп  81тр1е   еп*ге 
1ор^  (.г)  е1  1о^  (1 — х),  пшз  поиз  1а  (Шшгопз  р1из  1агй. 

61.  Раззопз  тапйепат    аи   с№уе1орретеп1    с1ез  ГопсИопз   ^.  (х)   е! 
108^  (х)  еп  зёпез  сопуегдеп1ез. 
Ь'ёраШё  (40)  (1и  п°  26  йоппе 

00 

д.к(х)  =  Я!  у>.  (х)  Ъцх^р^х)  +  ^  «'>*>  (*) ,  (82) 

ой  1е  1егте  ^пёга!  а  Гехргеззюп  зшуап*е 


I 

»<*>(*)  =  - Л!  (\(*) 

0 

[     *             х      Ь- 

*  +  2й  +  *      яг-|-2*+1-Ь8г]    "' 

11  ез!  ёуМеп*,  11'арг^з  се  ^ие  поиз  ауопз  <Ш  аи  п°  49,  ^ие 

1 

Я!  1  ю.  (г)  — ,    ^.    , —  = 

^     '•    у  х+  2к-\-г 

0 

—  Р  (<гА-01Л  Л.  3! 

«,    Сг    1.    0/.   .1.  1МпггЛ'"Г2Л'— 1 

О 

=  Р.к(х  +  2к  +  1)  +  ир.(х  +  2к  +  2)\о?*  +  11  +  21. 

Оп  еп  11ге,  арг&з  йез  гМисИопз  з1тр1ез. 

„(*)(*)  =  Р.(х  +  2к  +  1)  —  Р}(х  +  2к)  +  (83) 

г    .     2к  I  1  \2(*+2*+1)>. 

+  ^^  +  а*-Ь1)1о8,.:.ТА+2  +  1°е(1+»  +  2*+1) 
Кетр1а?оп8  ж  +  2&  —  1  раг  §  е*  ровопз 
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КетащиапЬ  ^ие 


^(|)=р>.(о)+1^;(о)+.|]^(о)+...+ 

^(5"-1)  =  Р)(-1)-|2>;(-1)+|рх»(_1)+...+ 

+  (-  *)*  ж  *Т(-  »  +  •  •  •  -  г^щ  Р?")  (- 1} ' 

оп  1гоиуе 


6'. 


^(Ю=  21  |.г(рг(°)-(-1)*рг(-1))- 

Ог,  еп  геПи  йе  (78), 

Р<№>(0)  + /**>(—  1)  =  0. 
Раг  сопзёциепй, 


?-2 
2 


8^>-221-жр^(0)- 

Ббзцгртопз  раг  Р.      1а  сопз1ап1е  зшуап1е 

X,  Л;  '  |Ч.-*-1  (й  +  1)!        Ч-*-2    2  (А +  2)! 


..  + 


+  '-"Ч(1=1=ЬгГ^1Л.+  С-1Уб=!Щг]. 


Оп  аига 


6\(х  +  2*  +  1)  =  1\{х  +  2*  + 1)  —  Рх(х  +  2А-)  = 


+  (*  +  2Н1ГР, 


>.,).-2 
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е1,  еп  уег1и  йе  (83), 

-1п,.А<*+а+,>  (     х+2к     УЧ^*™**1)  (х±2к±2\***»* 
— "*г  •\х+2к  +  2)  -^  +  2*  +  1/ 

Оп  1гоите  йоас,  ей  6?агс1  а  (82),  1е  йбуе1орретеп1  аштап1 


*=о 


сопуег^еп!  роиг  1ои1е8  1ез  уа1еигз  розШуез  Ле  1а  уапаЫе  х. 

Ъе  4буе1оррешвд1;  с!е  1ое^(^)  гбзиИе  тшбсИа^етеп!  йе  Г6§а- 
Шё  (43). 

Розап*,  еп  рагИсиНег,  Я  =  0,  поиз  1гоигегопз 

1     Л/ч     1     *      1         1    VI      (2ж+2*К2д?  +  2*  +  2) 

саг 

рх(#)=1,    ^(^  =  0,     8)00  =  0,     Я!  =  1         роиг  Я  =  0. 

51.  И  ГаийгаИ  таш(епап1;  ёШсНег  1ез  ргорпё1ёз  (1ез  йёпуёез  йе 
сЦуегз  огйгез  а1пз1  ^ие  1ез  ге1аиопз  еп1ге  сеИез-а  е!  1ез  ГопсШшз  рп- 
тШуез  зх(#)  [ои  \щ&к{х)\  соггезропйат  аих  (Нуегзез  уа!еигз  (1е  ПшН- 
се  Я,  (Штге  1ез  ехргеззюпз  (1е  1о#/$хО)  зоиз  1а  Гогте  Ле  сегЧатез  1П16- 
дга1ез  Дбйтез  е1  арр^иег  1ез  г6зиИа1з  оЫепиз  &  1а  Шёопе  (1ез  Гопс- 
Мопз  А  (я),  та*8  И  е8*  ргбЙгаЫе  йе  йоппег  сГаЬогй  1а  (МпШоп  (1ез 
ГопсИопз  ц;к(х)  [еХ  1орг/9>  (х)]  соггезропйапг  аих  уа1еигз  трапез  Ле  Гт- 
<Исе  Я,  се  ^и^  &га  ГоЪ)е1  Ле  1а  зесопйе  рагИе  (1е  той  1гауаИ  дш  ра- 
гаИга  зоиз  реи  йе  1етрз.  (А  зипге). 


ПЕРЮДИЧЕСКШ  ФУНКЩИ. 

В.  П.  Ермакова. 

1.  Абелевы  функщи. 

Абелева  функщя  есть  мероморфная  перюдическая  функщя,  при- 
чемъ  число  основныхъ  першдовъ  вдвое  бол4е  числа  перем'Ьнныхъ.  На- 
помню вкратце,  какъ  получаются  Абелевы  функщи. 

Дано  некоторое  алгебраическое  уравнете   съ  двумя  переменными: 

Р(*,8)  =  0.  (1) 

Изъ  этого  уравнения  мы  можемъ  разсматривать  5  какъ  функцш  г. 
Разсмотримъ  интегралъ: 

въ  которомъ  подъинтегральная  функщя  выражается  ращонально  черезъ 
з  и  5.  Можетъ  случиться,  что  такой  интегралъ  не  обращается  въ  без- 
конечность  для  всякаго  значешя  независимаго  перем^ннаго  г.  Тогда  мы 
им'Ьемъ  такъ  называемый  интегралъ  первою  рода. 

Число  линейно  независимыхъ  интеграловъ  перваго  рода  всегда  ко- 
нечно, это  число  называется  ранюмъ  амебрагтескаю  уравнены  (1). 

Пусть  независимые  интегралы  перваго  рода  будутъ: 

I  ф,(^,  8)дг,         <зг20,  з)дз,  . . .  ,         д>т(з,  з)дг. 
Составимъ  слйдующ^я  уравнешя: 

^  |     <р.(г,  в)дг  =  хг  (2) 


*=1  V 

(;  =  1,2 п) 
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Изъ  этихъ  уравненШ  мы  можемъ  разсматривать  верхше  пределы 
~\ '  гг '  •  •  -  гп  какъ  Функд^и  перем*нныхъ  хх ,  х2 , . . .  хп.  Произвольная 
алгебраическая  симметрическая  функщя  верхнихъ  пред'Ьловъ  будетъ 
Абелевой  функщей. 

Въ  дальн'Ьйшемъ  изложенш  говоря  о  перюдической  функщи,  мы 
будемъ  подразумевать  лишь  такую  функщю,  число  основныхъ  перюдовъ 
которой  вдвое  бол*е  числа  перем-Ьнныхъ. 

2.  ЦЬль  изслЬдовашя. 

Теперь  является  вопросъ:  кром*  Абелевыхъ  функщй,  существуютъ  ли 
еще  друшг  перюдичесюя  функщи. 

Въ  настоящемъ  изсл*дованш  я  намйрен-ь  доказать  следующую 
теорему: 

Всякая  мероморфная  функция  п  перс.шънныхъ,  гшплощая  2  и  пе- 
р'юдовъ,  выражается  рацюнально  черезъ  Абелевы  функцш. 

Поел*  открыпя  бОреГемъ  и  КозепЬаш  омъ  функщй  О  многйхъ  пе- 
рем*нныхъ  возникъ  вопросъ:  можетъ  ли  произвольная  функщя  п  пере- 
м'Ьнныхъ съ  2я  перюдами  выражаться  рацюнально  черезъ  фунщци  О. 
На  первый  взглядъ  казалось,   что   нЬтъ,    потому  что    между    перюдами 

функцШ  6>  существуетъ  -^п{п — 1)  изв*стныхъ  соотношенШ.  Въ  разго- 
вор* съ  Гермитомъ  Риманъ  въ  1860  году  утверждалъ,  что  эти  соотно- 
шешя  должны  существовать  между  2 и  перюдами  всякой  функщи  п  пе- 
рем'Ьнныхъ, по  крайней  м*рЬ  послЬ  нЬкоторыхъ  простыхъ  преобразо- 
ванШ.  Тоже  утверждалъ  и  Вейерштрасъ  на  своихъ  лекщяхъ.  Но  ни 
тогь,  ни  другой  не  дали  доказательства  ').  Такое  доказательство  въ  пер- 
вый разъ  было  дано  Ротсаге  я  Р1сагсГомъ  въ  замЬтк*,  представленной 
въ  Парижскую  Академш  Наукъ  3  декабря  1883  года. 

Такимъ  образомъ  изъ  указанной  замЬтки  Рошсагё  и  НсапГа  вы- 
текаеть  и  изложенная  зд-Ьсь  теорема.  Остается  только  подъ  сомн'Ьшемъ: 
выражается  ли  всякая  перюдическая  функщя  черезъ  Абелевы  функщи 
рацюнально  или  алгебраически. 

Сверхъ  того,  по  краткости  изложешя,  вышеупомянутая  заметка 
доступна  лишь  небольшому  кругу  читателей.  Вотъ  почему  я  полагаю,  что 
настоящая  статья  будетъ  не  безполезна  для  русскихъ  читателей. 


*)  См.  по  этому  поводу:  МопаЬЪег.  с1.  Вег1.  Ака(1енпе  ёег  ХУдедепзсп..  18(>9, 
р.  855. 

<Гоита1  Шг  а\  гете  и.  ап^еч*.  МаМет.,  Во\  ЬХХХ1Х. 

ВиИеПп  йез  ЗЫепсез  шаШсш.  е!  а$1гопот.,  2-е  яепе,  Ь.  VI,  1882.  (ЬеИгев  с1е 
М.  С.  ^Ге1вг81газ8  а  М.  С.  \У.  ВогсЬапк).  Нпим 
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Чтобы  для  читателя  ничего  не  оставалось  неяснымъ,  я  доджеяъ 
выяснить,  что  называется  мероморфною  функщей.  Не  бездолезно  ташке, 
упомянуть  о  томъ,  кашя  могутъ  быть  особенный  точки  функщи. 

Прежде  всего  я  предполагаю,  что  мы  им'Ьемъ  д4ло  съ  функщей 
одного  нерем-Ьниаго. 

Точка  х  =  а  называется  полюсомъ  функщи,  если  функщя  въ  этой 
точки  обращается  въ  безконечность,  но  по  умножены  на  некоторую  ц4- 
лую  степень  х —  а  принимаетъ  конечное  значеше,  отличное  отъ  нуля. 

Въ  такомъ  случае,  функщя  можетъ  быть  разлажена  вгь  оходнщШся 
рядъ  по  ц4лымъ  возрастающимъ  степенямъ  х — а.  причемъ  выюрвомъ 
член*  х  —  а  войдегь  въ  отрицательной  степени'* 

Можетъ  случиться,  что  въ  некоторой  точки  функщя  можетъ  при- 
нимать произвольное  значеше,  что  зависитъ  отъ  того  путей,  по  которому 
мы  приходимъ  въ  разематриваемую  точку.  Такая  точка  называется;  су- 
щественно особенною  точкою.  Для  примера  раземотримъ  функцш: 

е*  . 

Покажемъ,  что  въ  точк*  х  =  0  эта  функщя  можетъ  принимать 
произвольное  значеше: 

еТ=А, 

Пусть  одинъ  корень  этого  уравнешя  будетъ  х  =  а, 

\_ 
еа  =А ; 

тогда  веяюй  другой  корень  будеть 


1  -р  Ъг  жаь 


Съ  возрасташемъ  цйлаго  числа  н  до  безконечности  этотъ  корень 
стремится  къ  нулю. 

Точка  х  =  а  называется  критическою  точкою  функщи,  если  функ- 
щя можетъ  быть  разложена  въ  рядъ  по  дробнымъ  степенямъ  х  —  а. 

При  обход*  около  критической  точки  функщя  м*няетъ  свое  зна- 
чеше. Число  такихъ  значенШ  конечно. 

Точка  х  =  а  называется  транецендентною  точкою  функцш,  если 
функщя  въ  этой  точк*  принимаетъ  определенное  значеше  (конечное  или 
безконечное),  но  не  можетъ  быть  разложена  въ  рядъ  ни  по  ц4лымъ,  ни 
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по  дробнымъ  степенямъ  х —  а.  Такова  точка  #=0  въ  функцш  \щх. 
Точка  х  =  а  будетъ  трансцендентною  въ  функщи  (х  —  а)т,  если  пока- 
затель т  есть  число  действительное  несоизмеримое.  При  обход*  около 
трансцендентной  точки  функщя  меняегь  свое  значеше.  Число  такихъ 
значенШ  безконечно  велико  '). 

Функщя,  не  имеющая  конечныхъ  особенныхъ  точекъ,  называется 
голоморфною. 

Такая  функщя  всегда  можетъ  быть  разложена  въ  рядъ  по  ц*лымъ 
положительнымъ  степенямъ  х  —  а.  Этотъ  рядъ  сходится  для  всЬхъ 
значенШ  х. 

Функщя,  имеющая  полюсы  и  не  имеющая  другихъ  конечныхъ  осо- 
бенныхъ точекъ,  называется  мероморфною;  Вейерштрасъ  показалъ,  что 
мероморфная  функщя  всегда  можетъ  быть  выражена  отношешемъ  двухъ 
годоморфныхъ  функщи. 

Функщя,  имеющая  конечный  существенно  особенныя  точки  и.  не 
имеющая  ни  критическихъ,  ни  трансдендентныхъ  точекъ,  называется 
однозначною  (ишГогте,  ешйеиИд). 

Функщя,  имеющая  критичешя  или  трансцендентный  точки,  назы- 
вается, многозначно*). 

Положимъ  теперь,  что  мы  им*емъ  функцш  многихъ  переагЬнныхъ, 
Яаг, ,  #2, . . .  ,хп).  Совокупность  частныхъ  значенШ  независимыхъ  пере- 
ненныхъ  называется  точкою  функцш.  Чтобы  определить  характеръ  точ- 
ки (а, ,  а2, . . .  ,ап) ,  нужно  положить: 

х1=а1+к1(,     х2  =  а2-{-к21,  . . .  хп  =  ап-\-\1, 

где  А, ,  к2 ,  . . .  кп  произвольный  постоянный  числа.  Поел*  такой  под- 
становки функщя  многихъ  переменныхъ  обратится  въ  функцш  одного 
перем4ннаго  I. 

Остается  теперь  определить  характеръ  точки  I  =  О . 

4.  Приводимость  оершдцчеднщхъ  фуцкщй. 

Пусть  даны  три  перюдичесшя  функщи  двухъ  переменныхъ  съ 
гЬми  же  четырьмя  перюдами: 

(ч  К  »    *2>  *       /2(*1  1    Х2>  1       /з(Х1  1    Х2) '  (3) 


х)  Существенно  особенная  точка  можетъ  комбинироваться  съ  критическою  точ- 
кою и  съ  трансцендентною  точкою.  Такъ,  если  показатель  т  есть  число  мнимое,  то  точка 
л  =  авъ  функщи  (ж  — а)"»  будетъ  одновременно  и  существенно  особенной  и  трансцен- 

1 

дентной.  Въ  функщи  е^  х   точка  х  =  0  будетъ  и  существенно  особенной  и  критической- 
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Пусть  даны  еще  дв*  перюдичешя  функцш: 

Предположимъ,  что  эти  функцш  ивгЬютъ  четыре  одинаковые  основ- 
ные перюда.  Возьмемъ  какое  нибудь  ращональное  выражеше  изъ  функ- 
щй  (3)  и  (4):  тогда  лолучимъ  перюдическую  функцш  четырехъ  пере- 
м'Ьнныхъ: 

Л  \Х^  ,   Х^  ,   Х^  ,    Х^)  , 

съ  восьмью  перюдами.  Эта  функщя  обращается  въ  перюдическую  функ- 
цш двухъ  перем'Ьнныхъ,  если  вместо  хг  и  х4  подставимъ  как1я  нибудь 
постоянный  величины. 

Теперь  четыре  независимый  перем'Ьнныя  выразимъ  линейно  черезъ 
новыя  перем'Ьнныя: 

х}  ™  *$У\  -г  &*У*  +  У$У%  +  ^Уа  • 

0^=1,2,3,4) 

Тогда  наша  функщя  превратится  въ  перюдическую  функцш  но- 
выхъ  перем'Ьнныхъ: 

Р(х1 ,  х2 ,  х.г ,  хА)  =  Ф{ух ,  у2 ,  ув ,  г/4).  (5) 

Сообразно  своему  составу  последняя  функщя  обладаетъ  сл'Ьдующимъ 
свойствомъ.  Если  изъ  уравненШ: 

«1?/2Т^,!/2  +  71У3  +  д\УА  =  а\  * 

а2У,  +  Л»3  +  ^#3  +  ^4  =  *2  ' 

опред'Ьлимъ  дв*  перем'Ьнныя  и  подставимъ  въ  функцш  (5),  то  эта  функ- 
щя превращается  въ  функцш  двухъ  перем'Ьнныхъ  съ  четырьмя  перю- 
дами. Отсюда  выясняется  следующая  теорема. 

Дана  мероморфная  функщя  п  перемпнныхъ  съ  2п  перюдами;  вы- 
разимъ п  —  г  незавнсимыхъ  перемштыхъ  линейно  черезъ  остальныя  пе- 
зависимыя  пере.лпьнныя  и  подставимъ  въ  данную  функщю;  если  посл)ь 
этого  данная  функщя  превращается  въ  перюдическую  функщю  съ  2г 
перюдами,  то  данная  функщя  можешь  быть  выражена  рационально  че- 
резъ перюдичестя  функщи  съ  меньишмъ  числомъ  перюдовъ. 

Точность  этой  теоремы  подлежитъ  нЬкоторому  сомнЪшю,  но  это 
сомнЬше  можетъ  быть  устранено  поел*  теоремы,  которая  будетъ  дока- 
зана въ  §  7. 
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Перюдическую  функщю  назовемъ  неприводимом),  если  она  не  мо- 
жетъ  быть  выражена  ращонально  черезъ  першдичесшя  функщй  съ  мень- 
шимъ  числомъ  перюдовъ. 

5.  Неприводимый  рЪшежя  першдическихъ  уравнемй. 

Если  дана  одна  перюдическая  функщя,  содержащая  п  пврем&н- 
ныхъ,  то  легко  можно  составить  п  независимыхъ  функщй  съ  гЬми  же 
2м  перюдами.  Покажемъ  это. 

Пусть  дана  перюдическая  функщя: 

Ясно,  что  следующая  функщя: 

будетъ  также  першдическою  съ  гЬми  же  перюдами.  Мы  можемъ   всегда 
подобрать  а1Л  а2,...,ам  такъ,  чтобы  эти  функщй  были  независимы. 
Подобнымъ  же  образомъ  им*Ьемъ  еще  третью  перюдическую  функщю: 

Постоянный  Ьх,  й2,...,Ьи  опять  можно  выбрать  такъ,  чтобы  по- 
следняя функщя  не  могла  быть  выражена  черезъ  предъидупця. 

Продолжая  дал^е,  мы  можемъ  составить  п  независимыхъ  першди- 
ческихъ  функщй. 

Положимъ,  что  мы  югЬемъ  п  мероморфныхъ  независимыхъ  функщй 
п  перем*нныхъ  съ  2га  перюдами;  приравняемъ  эти  функщй  произволь- 
нымъ  постоянымъ: 

"/>!,  х„...,х^  =  Аг  (6) 

(/=1,2 «) 

Число  р4шенШ  этихъ  уравнений  безконечно  велико. 

Если  къ  одному  рЪшешю  прибавимъ  какой  нибудь  перюдъ,  то  но- 
лучимъ  другое  решете. 

Два  ртиетя  пер'юдическихъ  уравнемй  назовемъ  неприводимыми, 
если  ихъ  разность  не  приводится  къ  перюду. 

Покажемъ,  что  число  неприводимыхъ  р&шенШ  перюдическихъ  урав- 
нешй  (6)  конечно,  если  функщй,  стоягщя  въ  первыхъ  частяхъ.  меро- 
морфны. 
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Для  этой  цели  перейдем.ъ  отъ  мнимыхь  величинъ  къ  д4йствительнымъ: 

Уравнетя  (9)  превратятся  въ  следуюшдя: 

(7) 

0=1,2 н) 

Первыя  части  будутъ  уже  функщями  2  и  дЬйствительныхъ  пере- 
м'Ьнныхъ  съ  2  и  действительными  периодами.  Мы  полагаешь,  что  опре- 
д)ьлитель,  составленный  изъ  элементовъ  основныхъ  перьодовъ  не  обра- 
щается въ  нуль.  Если  бы  этотъ  определитель  обратился  въ  нуль,  то  пе- 
рюдическая  функщя  была  бы  невозможна,  такъ  какъ  тогда  можно  было  бы 
составить  такой  перюдъ,  всЬ  элементы  котораго  были  бы  безконечно  малы* 

Преобразуемъ  переменный  в1 , . . .  ^м ,  ^,  •  ■  •  >?1п  лине8Н0  къ  но_ 
вымъ  переменным!»:  ух,  У2,.--,у2п-  Коэффищенты  линейнаго  преобра- 
зоватя  всегда  можно  подобрать  такъ,  чтобы  каждый  основной  перюдъ 
приводился  къ  увеличетю  одного  изъ  новыхъ  переменныхъ  на  единицу. 
Такимъ  образомъ  уравнетя  (7)  превращаются  въ  сл*дующ1я: 

(8) 

0  =  1,  2,..., и) 

Функщй,  стоянця  въ  первой  части,  не  изменяются,  если  каждое 
переменное  увеличимъ  на  единицу. 

Мы  ищемъ  неприводимыя  решетя  уравненШ  (8);  но  каждое  такое 
решете  при  помощи  перюдовъ  можно   привести   въ  такой  видъ,    чтобы 

О  <  */.<  1.  (/  =  1.2 и) 

Такимъ  образомъ  ваь  неприводимыя  ршаенья  будутъ  заключаться 
въ  конечномъ  объелиь  (2п  измерешй).  Еслибъ  число  неприврдимыхъ  ре- 
шети было  безконечно  велико,  то  эти  решетя  сгущались  бы  въ  неко- 
торой точке.  Но  въ  такомъ  случае  эта  точка  была  бы  С}щественно  осо- 
бенной точкой,  по  крайней  мере  для  одной  изъ  перюдическихъ  функщй. 
Но  мероморфныя  функщй  не  имеютъ  существенно  особенныхъ  точекъ. 
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Оклада  вздгбиаеув  сл-Ьдующее.  заключение. 

Чиоло.  неприводимых*  ртиенш  ураэненОь  (в)  всегда  конечно. 

Съ  измйнешемъ  постоянныхъ  Вх , . . .  ,2?^ ,  Сх,..^Сп  изменяются 
и  р*шен!Я  уравненШ  (8).  Эти  р4шеюя,  какъ  показано  выше,  заклю- 
чаются въ  конечномъ  объем*,  следовательно  ни  одно  изъ  перем*нныхъ 
не  обратится  въ  безконечность.  Отсюда  вытекаетъ  следующее  заключете: 

Уравненгя  (6)  всегда  гшъютъ  конечный  рыиешя,  каковы  бы  ни 
были  числа  А\,  А%, . .  .,-4м,  стоящгя  во  вторыхъ  частяхъ  уравненгй. 

6.  Зависимость  между  педоодрческими  функщями. 

Пусть  им*емъ  п-\-1  мероморфныхъ  функщй  п  перем*нныхъ  съ 
2н  периодами:. 

*№\>   *%>--  -,*,),  0  =  1.2 н)  (9) 

<;(*,,  х2,...,хм). 

Между  атаки  фувкщями  должка  существовать  зависимость: 

Р(и1%  и2,...,нп,  V)  =  0.  (10) 

Нужно  доказать,  что  эта  зависимость  будетъ  алгебраическая  отно- 
сительно каждой  функщй. 

Для  этой  ц*ли  п  какихъ  нибудь  изъ  данныхъ  функщй  приравняемъ 
произвольнымъ  постояннымъ: 

и.(хх,  х2,...,хп)  =  А..  (11) 

(У=],2,...,и) 

Было  показано,  что  число  неприводимыхъ  р*шенШ  этихъ  уравне- 
нШ  конечно;  пусть  эха  число,  равнр  я*.. 

Подставивъ  эти  решетя  въ  функщю  о ,  найдемъ  для  этой  послед- 
ней функщй  только  т  значешй. 

Итакъ,  произвольной  систем*  значешй  ггв ,  и2, . . .  ,ип  соответствуете 
т  значешй  у.  Отсюда  сл^дуеть,  что  уравнеше  (10)  относительно  V  бу- 
детъ алгебраическое  степени  т.  Сказанное  распространяется  на  каждую 
функщкк.  Тавдвгь  ооразомъ  мы  приходимъ  къ.  следующей  теорем*: 

Между*  п  ~  1  мероморфными  функциями  п  неремпнныхъ,  имеющими 
2п  перюдовъ,  существуешь  зависимость,,  алгебраическая  относительно 
каждой  функцт. 

Если  число  неприводимыхъ  р*шешй  уравнешй  (11)  равно  ш,  то 
уравнеше  (10)  будетъ,  какъ  показано  выше,  степени  т  относительное. 
Можетъ  ли  это  уравнение  им*ть  кратные  корни  относительно  г? 
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Положимъ,  что  уравнете  (10)  югкетъ  кратные  корни  относительно 
г.  Въ  такомъ  случай  кратные  корни  должны  удовлетворять  алгебраиче- 
скому уравненш  низшей  степени: 

*;(«,,  и2,...,г*п,  г)  =  0.  (12) 

Но  такъ  какъ  между  функцшми  (9)  существуетъ  только  одна  за- 
висимость, то  уравнешя  (10)  и  (12)  должны  им"Ьть  одинаковые  корни, 
что  возможно  лишь  въ  томъ  случай,  когда  уравнете  (10)  можетъ  быть 
представлено  въ  форм*: 

7^  =  0. 

Каждый  корень  этого  уравнешя  будетъ  кратный,  и  степень  крат- 
ности будетъ  одна  и  та  же,  равна  ^,  причемъ  р  должно  быть  дйлите- 
лемъ  числа  т.  Сказанное  обстоятельство  можетъ  ^имйть  мйсто  только 
при  частномъ  выбор*  функцш  ь\  Вообще  же  всегда  можно  выбрать 
функцш  V  такъ,  чтобы  уравнете  (10)  не  имйло  кратныхъ  корней. 

Функцш  (9)  назовем*  основными,  если  уравнете  (10)  не  имгъетъ 
кратныхъ  корней. 

7.  Ращональное  выражеме  перюдичесной  функцш  черезъ  основиыя  функцш. 

Возьмемъ  п  независимыхъ  мероморфныхъ  функщй  -и  перемйнныхъ 
съ  2п  першдами: 

и.(хх,  х„...чхы).  (13) 

Приравняемъ  эти  функцш  произвольнымъ  постояннымъ: 
*,(*,,  г,,...,.гп)  =  Л;.. 

(/  =  1,2,...,*) 

Положнмъ,  что  число  неприводимыхъ  рйшешй  этихъ  уравненШ 
равно  т .  Подставимъ  эти  решетя  въ  двй  друпя  иершдичестя  функщй, 
имйюпця  тй  же  перюды,  г(х} ,  х.„  . . .  ,*  #) ,  н*(х1 ,  *2, . . . ,#я). 

Для  каждой  функцш  получимъ  т  значетй: 


Г1>      Г1 


/гм  ?г,,...,<г  (14) 
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Эти  значения  будутъ  корнями  двухъ  алгебраическихъ  уравненШ: 
Р(и{,  и„...,ин,  »)  =  (>,  ^(м,,  и,,...,кп,  ю)  — 0. 

Мы  можемъ,  какъ  сказано  выше,  подобрать  функцш  V  такъ,  что- 
бы ея  ж  значешй  были  различны. 

Составимъ  теперь  следующую  функцш: 

Эта  функщя  симметрична  относительно  корней  (14),  а  потому  ко- 
эффициенты при  каждой  степени  I  выражаются  ращонально  черезъ 
функцш  (13). 

Составимъ  далйе  следующую  симметрическую  функцш  корней  (14): 


Ф«>    Г-^  +  7^Г  +.-.+Г-—    =3(0-  (15) 


Коэффициенты  этой  функцш  также  выражаются  ращонально  че- 
резъ функцш  (13). 

Въ  равенств*  (15)  I  произвольно;  положимъ  <  =  *>..  Такъ  какъ  ме- 
жду значешяыи  функцш  V  нътъ  равныхъ,  то  получимъ: 

откуда 

Это  равенство  им'Ьетъ  мЪсто  для  всЬхъ  значешй  ]  отъ  1  до  м ; 
поэтому  проще  можно  написать  такъ: 

в(с) 

Ф'(и) 

Во  второй  части,  какъ  показано  выше,  входятъ  ращонально  функ- 
цш (13).  Отсюда  вытекаетъ  следующее  закдючеше: 

Всякая  мероморфная  функщя  п  перелиьнн-ыхь  съ  2п  нерюдами  вы- 
ражается ращонально  черезъ  /г  — [ —  1  ос новныхъ  функцш. 
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'8.  ДяфференцЬльнм  урввненЬ  ягрЬдичбОМйяъ  *фун1щШ. 

Возьмвмъ  систему  и+1  основныхъ  мероморфныхъ  функцШ  п  пе- 
рем'Ъяныхъ  съ  2  м  перюдами: 

0  =  1,2 и) 

*•(*,,  х2Ч...,хи).  (16) 

Между  этими  функц!ями  существуете,  алгебраическая  зависимость: 
Р(их,  и2,...,мл,  гО  =  0.  (17) 

Было  показано.  Что  каждая  пер!одическая  функщя,  имеющая  тФ  зке 
перюды,  какъ  и  функцш  (16),  выражается  рацюнально  черезъ  функ- 
щи (16).  Отсюда  сл*Ьдуетъ,  что  частныя  производньш  функцШ  (16)  дол- 
жны выражаться  рацюнально  черезъ  гЬ~  же  функщи;  положимъ 

ди. 

дхк        *' 

Вторая  часть  посл*дняго  уравнения  должна  быть  рац1ональною  функ- 
щей  и,,  г/2,.  .  .,г*я,  г. 

Такимъ  образомъ,  должны  им*ть  м*сто  дйфференц!альныя  уравнешя: 

<Ч  =  Р„  **г  +  Р,<Ц  -}-...+  Р  А  •  (18) 

(/=1,2 «) 

Р'Ьшивъ  эти  уравнетя  относительно  дхх,  дх2,...,дхн,  получимъ: 
<?>,<Ч  +  Vм*  +  . .  .  ■+  Я***п  =  дхг  (19) 

(/=1.2 п) 

Въ  этихъ  уравнен1яхъ  коэффищенты  (}.к  должны  выражаться  рацю- 
нально черезъ  функщи  (16). 

Выражешя  въ  первыхъ  частяхъ  уравненШ  (13)  должны  быть  пол- 
ными дифференщалами;  поэтому  мы  можемъ  перейти  къ  интеграламъ: 

[(«„«4+ е*«ч+  •  •  •  +  Vм»)  -  ху  (20) 

0  =  1.2 и) 

Вс*  эти  интегралы  берутся  отъ  постоянной   точен  до  переменной 


—  207  — 

Покажемъ,  что  ни  одинъ  наъ  ннтеграловъ  (20)  не  обращается  въ 
безконечность  ни  при  какихъ  зна^еншхъ  перем*нныхъ  ил ,  и2,  . . .  ,  мн. 
Допустимъ,  что  одинъ  изъ  интсграяовъ  (20)  обращается  въ  безконеч- 
ность,  когда  их  =  а1 ,  и2  =  а2, . . .  ,ип  =  ап ;  тогда  одно  изъ  перем'Ьнныхъ 
х{9  х2ч  ••-  •>*%  обязательно  обращается  въ  безконечность.  Въ  такомъ 
случае  уравнешя: 

иД*,,  *2,...,*я)  =  а 

(>=1,  2,..., и) 

не  иагЪютъ  конечныхъ  р*шенШ,  что  противоречить  доказанному  въ 
конце  §-а  5-ого. 

Интегралы,  которые  не  обращаются  въ  безконечность  при  всЬхъ 
значешяхъ  перевгЬнныхъ,  принято  называть  интегралами  первого  рода. 

Въ  уравнешяхъ  (20)  съ  изм*нешемъ  перем'Ьнныхъ  их,  и2,...,«/п 
изменяются  переменныя  я, ,  #2, . . .  ,#п,  и  обратно.  Станемъ  непрерывно 
изменять  переменныя  хх ,  х%> . . .  ,хп  такъ,  чтобы  въ  окончательномъ  ре- 
зультат* къ  этимъ  перем*ннымъ  прибавились  элементы  какого  нибудь 
периода  функцШ  (16).  Въ  такомъ  случае  переменный  их ,  м2, . . .  ,ип,  опи- 
савъ  замкнутый  циклъ,  возвратятся  къ  своимъ  прежнимъ  значешямъ. 
Отсюда  заключаемъ,  что  должны  существовать  2п  основныхъ  цикдовъ; 
интегралы  (20),  взятые  по  этимъ  цикламъ,  превращаются  въ  такъ  на- 
зываемые модули  щподичности,  т.  е.  въ  элементы  основныхъ  передовъ 
функцШ  (16).  Произвольный  замкнутый  циклъ  можетъ  быть  приведенъ 
къ  комбинащи  основныхъ  цикловъ.  Интегралы  (2ф,  взятые  по  произ- 
вольному циклу,  выразятся  линейно  черезъ  элементы  основныхъ  перю- 
довъ  функцШ  (16);  коэффищенты  въ  этихъ  выражен1яхъ  будутъ  це- 
лыми числами. 

Разсмотримъ  такой  замкнутый  циклъ,  когда  изменяется  только 
одно  переменное  их ,  все  же  остальныя  переменный  не  изменяются, 

и2  =  а2,  гга  =  а3,...,«п  =  ай. 
Тогда  уравнеше  (17)  приводится  къ  следующему: 

Р(их,  а2,  а3,...,ай,  г)  =  0.  (21) 

Интегралы  (20)  приведутся  къ  следующимъ: 

Все  это  интегралы  иерваго  рода. 
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Предположимъ,  что  между  интегралами  (22)  н*тъ  линейной  зави- 
симости съ  постоянными  коэффищентами;  въ  такомъ  случай  рангъ  ал- 
гебраическаго  уравнешя  (21)  равенъ  п.  Пусть 

Подставимъ  г  вместо  и,  и  $  вместо  V.  Уравнеше  (21)  будетъ: 

Р(г,  а2,  а3,...,ап,  $)  =  0.  (23) 

Интегралы  (22)  будутъ: 

Это  интегралы  перваго  рода;  поэтому  мы  можемъ  составить  Абе- 
левы  функщи,  какъ  показано  въ  §  1.  Для  этой  дЬли  пишемъ  уравнения: 

V       ц(*ч  8)д2  =  ху  (25) 

0=1,2,...,н) 

Алгебраичесшя  симметричесшя  функдш  верхнихъ  пред'Ьловъ  бу- 
дутъ Абелевыми  функщями. 

Между  этими  функщями  выберемъ  п  +  1  основныхъ  функцШ  и 
обозначимъ  ихъ  черезъ 

/;(а?м  #2,...,хл).  (26) 

(/  =  1,2 п  +  1) 

Перюды  этихъ  посл'Ьднихъ  функцШ  будугь  комбияащями  основ- 
ныхъ перюдовъ  функцШ  (16).  Отсюда  слйдуетъ,  что  каждый  перюдъ 
функщй  (26)  будетъ  перюдомъ  и  функщй  (16);  но  въ  такомъ  случа* 
функщи  (16),  какъ  доказано  въ  §  7,  выражаются  радюнально  черезъ 
функщи  (26).  Это  и  нужно  было  доказать. 

Мы  доказали,  что  перюдичесюя  функщи  (16)  выражаются  радю- 
нально черезъ  Абелевы  функдш  (26).  Но  при  этомъ  доказательств*  мы 
предполагали,  что  рангъ  алгебраическаго  уравнешя  (21)  равенъ  п. 

Пррдположимъ,  что  рангъ  уравнешя  (23)  меньше  и.  Въ  такомъ 
случа-Ь  должна  существовать  одна  или  нисколько  зависимостей  формы: 
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Тогда  изъ  уравнений  (25)  найдемъ  одну  или  несколько  зависимо- 
стей формы: 

«.*1  +  «Л+  •••  +  «„*«  =  «•  (27) 

Если  мы  примемъ  во  внимаше  только  независимые  интегралы  (24), 
то  въ  результат*  получимъ  Абелевы  функщи  съ  меньшимъ  числомъ  пе- 
рем'Ьнныхъ  и  перюдовъ.  Черезъ  ташг  Абелевы  фуякщи  опять  могутъ 
быть  выражены  функщи  (16),  но  лишь  при  томъ  условш,  что  между 
переменными  существуютъ  зависимости  (27).  Зд^сь  мы  им'Ьемъ  случай 
приводимости,  указанной  въ  §-*  4-омъ,  когда  функщи  (16)  могутъ  быть 
выражены  ращонально  черезъ  функщи  съ  меньшимъ  числомъ  поргодовъ. 
Но  въ  такомъ  случа*  мы  прежде  всего  выразимъ  функщи  (16)  ращо- 
нально черезъ  неприводимый  функщи,  а  эти  послЪднгя  въ  свою  очередь 
можемъ  выразить  черезъ  Абелевы  функщи.  Такимъ  образомъ  теорема 
§-а  2-ого  доказана. 


11 


КЪ  ТЕ0Р1И  КОННЕКСОВЪ. 

[Коимексы  съ  эломеитомъ  (точка,  прямая,  плоскость)]. 


Д.  М.  Отцова. 


§  I. 

06Щ1Я  поняли  о  конфигурац1яхъ  съ  элеиентомъ  (точка,  прямая,  плоскость). 

1.  Принимая  за  основной  элемента  не  точку,  прямую  или  плоскость 
трехм'Ьрнаго  (Евклидова)  пространства  въ  отдельности,  а  сочетание  изъ 
вс*хъ  этихъ  трехъ  основныхъ  элементовъ  пространства,  получаемъ  всего 
оо10  различныхъ  элементовъ:  каждая  изъ  оо8  точекъ  можетъ  быть  соеди- 
нена въ  элемента  конфигуращи  съ  каждою  изъ  со4  прямыхъ  и  ос8 
плоскостей:  пространство  является  поэтому  многообраз1емъ  десяти  измй- 
ретй,  притомъ  квадратичнаго  характера,  потому  что  шесть  однород- 
ныхъ    координата  р/к  прямой  связаны  уравнешемъ 

РиРм  4-^13^42  +  Рх  Аз  =  °  • 

Такимъ  образомъ  разсматриваемое  многообразхе  можетъ  быть  ото- 
бражено не  въ  плоскомъ  многообразш  10  изм^решй,  а  выделено  изъ 
нлоскаго  многообраз1я  11  изм*ренгй  квадратичнымъ  соотношешемъ  ме- 
жду 11  координатами. 

Налагая  на  элемента  (х ,  р ,  и)  одно  простое  условге  выдйляемъ 
изъ  всей  совокупности  оо10  элементовъ  совокупность  оо9  элементовъ,  на- 
лагая два  простыхъ  услов1я  выд4лимъ  оо8  элементовъ  и  т.  д. 

Обращаемся  сначала  къ  конфигуращи,  Быдйляемой  однимъ  усло- 
В1емъ.  Пусть  связь,  налагаемая  этимъ  услов1емъ,  выражается  аналити- 
чески однимъ  уравнешемъ  между  координатами  точки  х }  прямой  р  и 
плоскости  и  элемента  (х,  р,  и): 

{(хлх2х.Ахл\    Р12Р^'-'РМ\   'щи^и^^О  (1) 
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однороднымъ  въ  отдельности  относительно  х{ ,  относительно  рл  и  отно- 
сительно и9.  Такую  совокупность  оо9  элементовъ  будемъ  называть  кон* 
некеомъ  (я ,  р ,  и). 

Характеризовать  эту  конфигуращю  можно  такъ.  Беремъ  какую-ни- 
будь точку  х0  пространства.  Можетъ  случиться  что  подстановка  ея  ко- 
ордината въ  уравнеше  (1)  обратить  его  въ  тождество;  тогда  всякая  пря- 
мая и  всякая  плоскость  составить  вм4сгЬ  съ  такою  точкою  элемента 
(х0,р,  и),  удовлетворяющей  уравнендо  (1).  Такую  точку  будемъ  назы- 
вать основною  точкою  коннекса. 

Такъ  если  (1)  приводится  кгь  виду: 

+  р2(х1х0х^)/92(х,  р,  и)  +  9%(хх  ...  хА){г(х,  р,  и)  — О 

то  основными  точками  будутъ  точки  пересвчешя  поверхностей 

?>1  =  0,        «2  =  0,        «р3  =  °- 

Таюя  точки  могутъ  составлять  ц4лую  кривую, — наприм'Ьръ  въ  кон- 
нексЬ  вида: 

9х(хг  ...  *4)/,0,  р,  г0  +  <р2(х1  ...хА)Ъ(х,  р,  и)  =  0, 
основными  точками  будутъ  вс*  точки  кривой 

^1  =  0,  ^2=°- 

Основныя  точки  могутъ  составить  и  поверхность,  если  уравнеше 
(1)  распадается  на  два  множителя,  изъ  которыхъ  одинъ  содержитъ  толь- 
ко координаты  х: 

<р(хх  ...а?4)  /;<>,  р,  м)— 0. 

Въ  частности  уравнеше  поверхности 

1(хх  ...х4)  —  0 

можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  уравнеше  коннекса  (х ,  р ,  и) :  каж- 
дая точка  этой  поверхности  можетъ  быть  соединена  съ  каждою  прямой 
и  съ  каждою  плоскостью  пространства  и  будетъ  основною  точкою,  точки 
же,  не  лежапця  на  поверхности,  не  даютъ  ни  одного  элемента. 

Такимъ  образомъ  основная  точка  даетъ  начало  оо7  элементовъ. 

Вообще  говоря,  однако,  подстановка  координата  точки  х0  въ  урав- 
неше (1),  не  обращаетъ  его  въ  тождество,  а  даетъ  уравнеше  между  коорди- 
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натами  прямой  и  координатами  плоскости,  т.  е.  определяете  со6  соче- 
ташй  (р,  м),  образующихъ  коннексъ  съ  элементомъ  (прямая,  плоскость), 
который  будемъ  называть  коннексомъ  (р,  и),  принадлежащимъ  точке  г(п 
и  обозначать  КХо(}> ,  «)• 

Так1е  коннексы  им*ютъ  въ  свою  очередь  основныя  прямыя  и  ос- 
новныя  плоскости,  и  следовательно,  если  въ  добавокъ  къ  точке  х0  мы 
возьмемъ  какую-нибудь  прямую  р0,  то  можетъ  случиться,  что  уравнеше 
(1)  при  такой  подстановке: 

А*о>  Ро*  и)  =  °> 

обратится  въ  тождество  независимо  огь  значенШ  кординатъ  и}  . . .  иА . 
Примеромъ  можетъ  послужить  коннексъ,  определяемый  уравнешемъ: 

Ф,(*5  /')/,(*,  Рл  Ю  + 

+  0>а(*>  ^)/2С^  ^1  .«*)+  •••  +  97(#,  /Л»/^,  ^  «О  —  О, 

которое  удовлетворяется  независимо  отъ  значешй  и  всеми  сочеташями 
С*  *  р)  1  удовлетворяющими  уравнешямъ 

^(я,  Р)  =  0,        Ф2(^,^)  =  0  ...  ф7(х,^)  =  0. 

Эти  семь  уравненШ  определяютъ  сочеташя  (.г,  р)  перес4четя  7  кон- 
нексовъ  съ  элементомъ  (точка,  прямая),  и  число  такихъ  сочетанШ  (если 
<р{  напр.  алгебраическ1я  функщи  между  собою  различный)  конечно.  По- 
добный сочетан1я  (точка,  прямая),  можно  также  называть  основными  со- 
четангямы  (х ,  р)  коннексовъ  (1).  Каждая  основная  точка  хоен  даетъ 
начало  оо4  основныхъпаръ  (хосп ,  р).  где  р  любая  прямая. 

Если  же  взятыя  точка  и  прямая  не  составляютъ  основного  сочеташя 
(х,  р),  то  (1)  сводится  при  подстановке  координатъ  точки  и  прямой  къ 
уравнешю  между  координатами  плоскости  и  следовательно  определяетъ 
оо2  плоскостей,  огибающихъ  некоторую  поверхность, — только  касательный 
къ  этой  поверхности  плоскости  составляютъ  элементъ  коннекса  (1)  вместе 
съ  взятыми  точкою  и  плоскостью.  Эту  поверхность  можно  называть  по- 
верхностью, принадлежащею  въ  коннексе  (1)  взятымъ  прямой  и  точке. 
Будемъ  обозначать  ее  II  . 

Такимъ  образомъ  если  (.г,  р)  есть  основное  сочеташе,  то  въ  кон- 
нексе (1)  имеется  оо3  элементовъ,  въ  составъ  которыхъ  она  входить, 
если  же  (х ,  р)  обыкновенная  (не  основная),  то  оо2. 

Подобнымъ  образомъ  придемъ  къ  представленш  объ  основныхъ  пря- 
мыхъ  и  основныхъ  плоскостяхъ  и  объ  основныхъ  сочетатнхъ  Ср,  и)  и  (х,  и), 
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причемъ  основная  прямая  даетъ  начало  оо3  основныхъ  сочетанШ  (х ,  р)  и 
оо*  основныхъ  сочетанШ  (р,  и)  и  основная  плоскость  с»8  основныхъ 
сочетанШ  (х,  и)  и  оо4  основныхъ  сочеташй  (/>,  м),  основная  точка  — 
со*  основныхъ  сочетанШ  (г,  р)  и  оо3  основныхъ  сочеташй  (х ,  и). 

Если  сочеташе  (р ,  г*)  не  основное,  то  ему  принадлежите  точечная 
поверхность  Хир,  неосновному  сочетанш  (х,  и)  комплексъ  Рхи,  прямой 
вообще  коннексъ  Кр(х,  и)  съ  элементомъ  (точка,  плоскость),  плоскости 
(не  основной)— коннексъ  Ки(х,  р)  съ  элементомъ  (точка,  прямая). 

Если  (1)  алгебраическое  рацюнальное  степени  т  относительно  х{, 
степени  г  относительно  р..  и  степени  п  относительно  «,,  то  -X  есть 
поверхность  порядка  т,  Рян  —  комплексъ  ранга  г  и  V —  поверхность 
класса  п.  Числа  т.  г,  п  называемъ  соответственно  порядкомъ,  ран- 
гомъ  и  классомъ  коннекса  (1). 

2.  Коинциденщя.  Элементы  обпце  двумъ  коннексамъ  (2) 

Дх,  р,  «)  =  0        1\(х,  р,  «0  =  0 

(выделяемые  двумя  услов1ЯМи) — ихъ  всего  оо8 — образуютъ  коинцидемцт 
{простую  въ  отличхе  отъ  дадьн4йшихъ,  или  просто  коинциденщю). 
Зд*сь  каждому  сочетанш  (х,  и)  принадлежитъ  конгруэшця  прямыхъ 
(какъ  и  въ  послйдующемъ  мы  употребляемъ  терминъ  „принадлежитъ" 
въ  томъ  смысл*,  что  каждая  прямая  конгруэнцш  дополняетъ  (х,  и)  до 
элемента  (х ,  р ,  и)  коинциденщи)  ранга  гг',  если  данные  коннексы  суть 

(т  .  г,  п)  и  (т\  г\  п'). 

Каждому  сочетанш  (х ,  р)  принадлежитъ  разнертывающаяся  класса 
пп  и  каждому  сочетанш  (у;,  и)  —  кривая  двоякой  кривизны  порядка 
ттг .  Дал4е  коинциденщя  содержитъ  тп'-\-тп'  элементовъ,  которыхъ 
прямая  задана,  точка  лежитъ  на  некоторой  другой  данной  прямой  и  плоскость 
проходить  черезъ  какую  нибудь  третью  данную  прямую;  она  содержит, 
тг'  +  гт'  элементовъ,  которыхъ  плоскость  задана,  прямая  принадлежит!, 
данному  пучку,  и  точка  лежитъ  на  данной  прямой,  и  т'-^-пг'  элемен- 
товъ которыхъ  точка  есть  данная,  плоскость  проходить  черезъ  данную 
прямую,  и  прямая  принадлежитъ  данному  пучку.  Иначе  говоря,  въ  ко- 
инциденщи (2)  каждой  точк4  х  пространства  принадлежит!,  коинциден- 
щя (р ,  и)  съ  характеристиками 

(гг\  пг'  +  т\  пп') — 

пересечете  двухъ  коннексовъ  (р.  и): 

(/,  и)  и  (г,  и), 
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прямой  р  щшнадлежитъ  вообще  коинциденщя  {х ,  и) — пересечете  двухъ 
коннексовъ  (х,  и),  одного  порядка  ш  и  класса  и,  другого  порядка  т' 
и  класса  «';  характеристики  этой  коинциденцш  (х,  и)  будутъ  следовательно: 

тт!  ,  тп'  4-  ит'      и      гн'„ 

Наконецъ  плоскости  и  принадлежать  коинциденщя  сочеташй  (х,р), 
какъ  пересЬчеше  двухъ  коннексовъ  съ  элементомъ  (х ,  р),  имеющая  ха- 
рактеристически числа 

тт' ,  тг'  +  гт1 ,  ?т' . 

2а.  Вышеприведенный  характеристическая  числа  получаются  непосред- 
ственно изъ  разсмотр^шя  уравнешй,  какъ  числа  элементовъ  удовлетво- 
ряющихъ  т*мъ  или  другимъ  услов1ямъ,  доставленнымъ  выше.  Для  раз- 
смотрйтя  двухъ  просгЬйшихъ  въ  алгебраическомъ  отношенш  конфигу- 
ращй  это  не  представляетъ  затруднешй.  Но  уже  начиная  съ  конфигу- 
ращи  определяемой  какъ  пересЬчеше  трехъ  коннексовъ  (х,  р,  и) 
получаются  въ  числ*  характеристик  тат,  который  даютъ  количество 
элементовъ  (х,  р,  и)  конфигурации,  удовлетворяющихъ  усло«1ямъ,  надо- 
женнымъ  одновременно  и  на  точку  н  на  прямую  и  на  плоскость  эле- 
мента: так!я  характеристики  такимъ  образомъ  не  сводятся  къ  характе- 
рнстнкамъ  конфигураций  съ  бодЪе  простыми  элементами,  которыя  полу- 
чаемъ  предполагая  что  точка,  прямая  или  плоскость  элемента  заданы. 
Хотя  и  эти  числа  могутъ  быть  получаемы  изъ  чисто-алгебраическихъ 
соображенШ,  но  удобно  применить  для  систематическаго  вывода  ихъ 
пр1емы  энумеративной  геометрии. 

Именно,  можно  услов1е  принадлежать  данному  коннексу  (т ,  г ,  и)  — 
услов1е  простое — выразить  равенствомъ: 

$!  =  <*. р  +  0.д-\-у.е 

гд*  р —  условие  для  точки  лежитъ  въ  данной  плоскости,  д —  услов1е 
для  прямой  встречать  данную  прямую,  не —  простое  же  условие  для 
плоскости  проходить  черезъ  данную  точку.  Наложивъ  на  элементъ 
(х ,  р ,  и)  добавочное  девятерное  условге:  точка  х  должна  лежать  на  дан- 
ной прямой,  прямая  и  плоскость  должны  быть  даны,  находнмъ: 

{-1})*М.сР=а.р*М.ё*-\-0.р*.дв.с*-\-0.р*.Ое* 

и  такъ  какъ 

0=1,     <*=р»=1,     дв  =  0.     е4  =  0. 
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Но  мы  можемъ  число  эдементовъ,  удовлетворяющихъ  этому  усло- 
мю  получить  чисто  алгебраически, — оно  равно  числу  злементовъ,  кото- 
рые при  данныхъ  рл  и  ю.  удовдетворяютъ  (1)  и  уравнешямъ 

2-^Л  — °»    2^^«  =  0    №*  и  ^«— постоянныя)- 

Эти  уравнешя,  если  (1)  порядка  т  относительно  ху  им*ютъ  т  об- 
щихъ  решети,  следовательно  «  =  ж. 

Точно  также  найдемъ  #  =  г ,  /  =  и ,  и  простое  услов1е  принадле- 
жать данному  коннексу  (1)  выразится 

§х  =  т.р-\-г.д-{-п.е. 

Отсюда  для  коинциденщи  (2) — пересЬченхя  двухъ  коннексовъ 
(т ,  г ,  и)  и  (т1 ,  г' ,  л')  получимъ  аналогичный  символъ, — двойное  усло- 
В1е  для  (х ,  ^ ,  и)  принадлежать  тому  и  другому  коннексу  одновременно 
выразится  произведешемъ  условШ  принадлежности  элемента  каждому  изъ 
нихъ  въ  отдельности: 

§2  =  §г$\  =  (т-Р  +  г-9  +  п-е)0п'-Р  +  г'.д  +  п'.е)  = 

=  тт'  .р*  +  (тг'  +  гт')  .рд  -р  (тп'  -\-  пт')ре  -\-  гг  .д2  -\- 

4-  (пгг  -\-  т')  де  +  пп' .  е2 . 

Предполагая,  что  прямая  и  плоскость  даны,  накладываемъ  семерное 
условге  Се8,  получимъ  следовательно  оо'  элементовъ,  и  можно  еще  добавить 
одно  условхе  для  точки  лежать  въ  данной  плоскости  щ  такимъ  образомъ: 

§2.рОе*  =  тт' 

что  и  выражаетъ  высказанное  выше:  если  прямая  и  плоскость  даны,  то 
точекъ  х  заключается  въ  каждой  плоскости  тт1  —  все  эти  точки  обра- 
зуютъ  кривую  двоякой  кривизны  порядка  тт'  и  т.  д. 

Но  коинциденщя  можетъ  и  не  составлять  полнаго  пересечешя  двухъ 
коннексовъ  (я,  р,  и).  Тогда  для  онределешя  нужно  знать  все  ея  ха- 
рактеристики. Услов1е  (двойное)  принадлежать  коинциденщи  напишемъ 
вообще: 

52  =  «2оо/>2  +  «но»  +  атРе  -г  «с,2о^2  +  аоп9е  +  %*е* 

или  сокращенно: 

причемъ  г,  к,  I  целыя  положительный  числа  или  нули,  подчиненный 
условно 

1  +  к-\-1=2.  • 
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Зд'Ьсь  следовательно,  (а200 ,  ат  ,  а^2)  характеристики  коинциденщи 
(#,  и)*  принадлежащей  данной  прямой,  (а200,  аП0,  а^,) — характеристики 
коинциденщи  (х,р),  принадлежащей  данной  плоскости,  («()20,  «011 ,  а^) — 
характеристики  коинциденщи  (р,  и),  принадлежащей  по  (2)  данной  точк*. 

3.  Двойная  коинциденщя.  Совокупность  оо7  элементовъ,  общихъ 
тремъ  коннексамъ,  можно,  какъ  и  въ  коннексахъ  съ  элементомъ  (точка, 
плоскость),  назвать  бикогтциденцгей.  Но  зд4сь  явится  надобность  рассматри- 
вать еще  элементы  обиде  4,  5  и  т.  д.коннексамъ  (#,  р,  и).  Поэтому  будемъ 
называть  совокупность  элементовъ,  общихъ  тремъ  коннексамъ  (п% ,  г ,  п ,) 
(т\  г\  *'),  К,  г",  я'): 

/О ,  V  ,  «О  =  О ,         /|0& ,  р ,  ад)  =  О ,         Г2(х ,  р  ,  «0  =  0 

и  всякую  вообще  совокупность  оо7  элементовъ  (я,  р,  а)  двойною  коин- 
циденщею. 

Каждому  сочетатю  (р,  и)  Зд'Ьсь  принадлежигь  тт'пг"  точекъ  пе- 
ресЬчешя  поверхностей 

Хри->    Х'рн'    Хри' 

принадлежащихъ  (р,  и)  въ  коннексахъ 

каждому  сочетанш  (х ,  р)  —  ми  V  плоскостей — общихъ  касательныхъ  по- 
верхностей 

гр  '        ур  '        ягр 

т*Ьхъ  же  коннексовъ.  Наконецъ  каждому  сочетанш  (л- ,  и)  принадлежите 

линейчатая  поверхность  ранга  2ггУ,  образуемая  прямыми,  общими  тремъ 

комплексамъ 

Г      Р'      Р' 

х  хи  '    х  хи  '    х  аги  ' 

иринадлежащимъ  (#,  2*)  въ  гЬхъ  же  трехъ  коннексахъ. 

Плоскости  м  принадлежите  бикоинциденщя  сочетанШ  (х ,  р),  какъ 
пересЬчеше  трехъ  коннексовъ  (х,  р)  съ  характеристиками 

(тт'т",   V  мж'г" ,   уЧигУ,  2ггг"). 

Изъ  числа  этихъ  характеристлкъ  дв'Ь  уже  встречены  выше;  изъ  двухъ 
остальныхъ  первая  означаете  число  элементовъ  (х ,  р),  которыхъ  точка 
лежите  въ  данной  плоскости,  а  прямая  принадлежите  данному  пучку,  и 
следовательно,  можете  быть  также  истолкована  какъ  порядокъ  кривой 
двоякой  кривизны,  принадлежащей  прямымъ  даннаго  пучка,  или  какъ 
ра«гъ  комплекса  прямыхъ,  составляющихъ  сочеташя  (х ,  р)  взятой  бико- 


инцидёнцш  съ  точками  данной  плоскости;  вторая  означаетъ  число  со- 
четанШ  (*,  р),  которыхъ  точка  лежитъ  на  данной  прямой,  а  прямая 
лежитъ  въ  данной  плоскости  или  проходить  черезъ  данную  точку,  и 
следовательно  можетъ  быть  также  истолкована,  какъ  порядокъ  поверхно- 
сти, образуемой  точками,  дополняющими  до  сочетан1я  разсматриваемой 
бикоинциденщи  прямыя  данной  связки  или  даннаго  поля,  или  же  какъ 
рангь  конгруэнцш  прямыхъ,  дополняющихъ  до  сочеташя  той  же  бико- 
инциденщи точки  данной  прямой.  Зададимся  далЪе  прямою  р\  ей  при- 
надлежитъ  бикоинциденщи  (с»8)  сочеташй  (точка  #,  плоскость  и)  съ 
характеристиками: 

(тт'ш",  ^тт'п" ,  ^тп'п" ,  пп'п*) 

второе  изъ  этихъ  чиселъ  означаетъ  порядокъ  поверхности,  точки  которой 
составляюсь  сочеташе  этой  бикоинциденщи  съ  плоскостями  данной 
связки,  и  классъ  развертывающейся  поверхности,  касательныя  къ  кото- 
рой составляютъ  сочеташе  бикоинциденщи  съ  точками  данной  прямой; 
третье — порядокъ  кривой  двоякой  кривизны,  точки  которой  составляютъ 
-сочеташе  бикоинциденщи  съ  плоскостями  даннаго  пучка,  и  порядокъ 
поверхности,  касательныя  которой  соединяются  въ  сочеташе  бикоинци- 
денщи съ  точками  даннаго  точечнаго  поля.  Данной  точки  принадлежать 
въ  двойной  коинциденцш  (3)  бикоинциденщи  сочетанШ  (р ,  и)  съ  ха- 
рактеристиками 

(2ггУ,  2,|гуг»  2*тУ'  пп'п'У> 

второе  изъ  этихъ  чиселъ  означает!»  число  сочеташй  (р,  и),  которыхъ 
прямая  принадлежитъ  данной  связке  или  данному  полю,  а  плоскость — 
данному  пучку,  и  следовательно,  означаетъ  также  классъ  поверхности, 
принадлежащей  прямымъ  данной  связки  или  поля,  и  рангь  конгруэнцш, 
принадлежащей  плоскостямъ  даннаго  пучка;  2  ппг'  означаетъ  подобнымъ 
образомъ  число  сочетанШ  (}),  м),  которыхъ  прямыя  принадлежать  дан- 
ному пучку,  а  плоскости — данной  связке,  и  следовательно,  есть  рангь 
комплекса,  принадлежащая  плоскостямъ  данной  связки,  и  классъ  раз- 
вертывающейся поверхности,  принадлежащей  прямымъ  даннаго  пучка. 

Кром*  перечисленныхъ  характеристику  остается  упомянуть  еще 
объ  одной,  которую  нельзя  получить,  предполагая  данными  точку,  прямую 
или  плоскость  элемента  (.г,  рщ  и)  разсматриваемой  двойной  коинциден- 
цш. Это  число  ея  элементовъ  (х ,  р ,  и) ,  которыхъ  точка  лежитъ  на 
данной  прямой,  прямая  принадлежитъ  данной  связке  или  полю,  и  пло- 
скость проходить  черезъ  данную  прямую.  Число  это  равно  для  двойной 
коинциденцш  (3)  ^тг'п". 
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Услов1*е  (тройное)  дринаддежать   данной   двойной  бнкоиициденцш 
можетъ  быть  изображено  такъ: 

+  Рыв**  +  ^012^'  +  V  =  ^тР'№ 
(где  1-\-к-\-1  =  Н  и  г,  к,  I  равны  или  более  0  и  не  более  3). 

Если  какъ  выше  было  взято,  двойная  коинциденщя  определяется, 
какъ  пересечете  трехъ  коннексовъ 

(ж,  г,  п),  О*',  г',  п')  и  (ш\  г",  п"), 
то 

^И  =  2ШГ'П^    ^102=  2Ш/^'    Л*0='Т'Л    ^1  =  2НГ'Г^ 

*ои=2Ш|УГ'  ^ооз^™'»"- 

Двойная  коинциденщя  можегь  быть  также  задана,  какъ  пересече- 
те некоторой  простой  коинциденщи  съ  характеристиками  (а.т,  €ц10,  . . .) 
и  коннекса  (т,  г,  п).   Тогда  для  нея  характеристики  выразятся  такъ: 

^300  =  ШаШ  5    ^10  =  ПШ\10  -Г  ™200  *>   ^201  =  т«Ю1  +  ШШ  *> 

^120  =  Ша020  +  Га110  '>    Л II  =  "'«ОН  +  Г«Ю1  +  '«по  5    ^102  =  '"«002  +  ?Ш101  '> 

^030  =  т02/'    ^021  =  т0!1+^Ш020'    ^012  =  Г«002  +  'Ш0Н  1   #Ш  =  Пат- 

4.  Тройная  коинциденц1я.  Четверное  услов1е,  наложенное  на  эле- 
менты (х ,  р ,  м) .  выделяетъ  совокупность  оо°  такихъ  элементовъ,  кото- 
рую мы  назовемъ  тройною  коинциденщею.  Она  можетъ  быть  получена, 
какъ  пересечете  четырехъ  коннексовъ,  или  двухъ  простыхъ  коинциден- 
щи или  двойной  коинциденщи  съ  коннексомъ  или  составлять  неполное 
пересечете  одного  изъ  указанныхъ  типовъ. 

Мы  можемъ  произвольно  взять  прямую  р.  Ей  принадлежите  пара 
(точечная  поверхность,  плоскостная  поверхность), — точки  одной  и  плоско- 
сти, касательныя  ко  второй,  находятся  въ  однозначномъ  соответствии. 
Если  тройная  коинциденщя  определяется  четырьмя  коннексами 

(ш,  г,  и),     0*',  г\  и'),     О"',  Л  п),     0»",  г'\  н"), 

то  порядокъ  первой 

'У^тп'п!'»'", 
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классъ  второй 

число  сочетанШ  (точка,  плоскость),  которыхъ  точка  лежитъ  въ  данной 
плоскости,  а  плоскость  проходить  черезъ  данную  точку  (иными  словами 
порядокъ  кривой,  принадлежащей  въ  этой  пар*  данной  связке  пли  классъ 
развертывающейся,  которой  касательныя  составляют^  сочеташе  пары  съ 
точками  даннаго  поля)  есть     * 

Прямымъ  даннаго  пучка  принадлежит»  бикоинциденпДя  Съ  характе- 
ристиками 

(2гп'/1"н'\  2±тг'п'п1\  %тш'г"п'\  ^тт'тУш) 

прямьшъ  данной  связки — коинциденщя  сочетанШ  (точка,  плоскость)  съ 
характеристиками 

(2»"»'Л-"\  ^тпУг",  2ппУг"). 

наконедъ  если  прямыя  элемента  (х ,  р ,  и)  должны  встречать  данную 
прямую,  тосочеташя  (.г,  и),  соединяемый  съ  этими  прямыми,  образуютъ 
коннексъ  (оо4)  сочетанШ  (г,  и)  порядка 


и  класса 


2  ^т/гУ 
2  2>"-У>"\ 


Если  зададимся  точкою  и  прямою  элемента,  то  такихъ  элементовъ  въ 
тройной  коинциденцш  имеется 

2ггУУ\ 

Можно  тЪ  же  числа  истолковать  и  иначе  изъ  данной  точки  или  зада- 
ваясь плоскостью.  Въ  общемъ  услов1е  принадлежать  тройной  коинциден- 
щя есть  четверное  услов1е,  которое  можетъ  быть  изображено: 

$4  —  7щц1*9  -г  7шР*е  +  7->*>Р292  +  7тР2Уе  +  УмР**2  +  7тР9*  + 

+  71%хР9*е  +  7112Р9е*  +  7тР&  +  7„У  +  7т9**  +  7т0**  +  7т9*  ■ 

Если  тройная   коинциденщя   задана  пересЬчешемъ  четырехъ  кон- 
нексовъ,  какъ  выше,  то 

Тзю  =  ^гт1титт  ,  ут  =  ^  «г//*1//*11/*111 ,  у<Ли  =  V  ;»т1г11г111 , 
у2и  =  V  тт1гипт  ,  уш  =  V  тт1п11пт  ,  7]30  =  V  тг1гигт  ,  * 

7Ш=У пп^г111 ,  /013  =  ^ ги1/*11!*1» ,  уп2  =г V тг1пипт . 
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Если  тройная  коинциденщя  задана  пересЬчешемъ  двойной  коин- 
циденщи 

(^300  ♦    ^210  '    ^201'    ^120'    ^Л1  '    ^030  '    ^021  ч    ^012'    ^003' 

съ  коннексомъ  (жш ,  г111 ,  пш) ,  то  для  гЬхъ  же  чиселъ  получаемъ  вы- 
ражеюя:  • 

/310  =  ^300'Г-Г^ЮШ;    /801=^М0И+^1т;    7«0  =  *120т  +  #ШГ  '* 

Гт  =  т0П1  +  *Л>1  +  Я^210  '    Г*Л  =  ™Л()2  +  П#т  5    ЛЗО  =  ШАзО  +  Г^120  ' 

Уш—  ^ад+^Ш  +  '^НО;    У|12  =  т^012  +  Г^10а+^11Г> 

^103  ==  |М  ^003  ~1~  П&102  '    ^040  =  ГЛ)30  '    ^034  =  Г^021  ~Ь  ^030  ' 

^022  ==  Г ^012  ~Г"  ?г #о21  »    Л>13  ==  Г^003  ~^~  '**"<)  12 ' 

5.  Четверная  коинциденгця  состоитъ  изъ  оо5  элементовъ  и 
можетъ  быть  выделена  изъ  совокупности  оо"»  элементовъ  (я,  р,  и)  ка- 
кимъ  либо  пятернымъ  услов1емъ.  Она  можетъ  быть,  следовательно,  опреде- 
лена какъ  пересЬчеше  пяти  коннексовъ,  простой  коинцидешци  съ  двой- 
ною или  тройной  съ  коннексомъ. 

Услов1е  |5  принадлежать  такой  конфигуращи  есть  услов1е  пятерное, 
которое  можетъ  быть  въ  гЬхъ  же  символахъ  изображено 

«а=Е*«*^<*         (* +  4  +  1  =  5). 

Данной  прямой  принадлежите  оо1  сочетанШ  (.г,  и)  образующихъ 
пару  (кривая  двоякой  кривизны  порядка  <?203,  развертывающаяся  по- 
верхность класса  с^802),  данной  точки  оо2  сочетанШ  (прямая,  плоскость), 
образующихъ  пару  (конгруэнщя  ранга  <70.>3,  плоскостная  поверхность  класса 
2<У041),  причемъ  имеется  2сГ032  сочетанШ  (р ,  и),  которыхъ  прямая  встр*- 
чаетъ  данную  прямую,  а  плоскость  проходить  черезъ  данную  точку.  Данной 
плоскости  принадлежите  пара  (точечн.  поверхность  порядка  2дш,  конгру- 
энщя ранга  с7320),  причемъ  2сУ230  сочетанШ  имЪютъ  точку  въ  данной  плоско- 
сти и  прямую  въ  данной  связки.  Если  возьмемъ  пучекъ  плоскостей,  то 
сочеташя  (х,  р),  составляюпця  элементъ  съ  одной  изъ  плоскостей  этого 
пучка,  образуютъ  пару  (точечное  пространство,  комнлексъ  ранга  2^321), 
въ  которой  съ  каждою  точкою  можетъ  соединено  2сГ041  прямыхъ  этого 
комплекса,  прямыя,  составляющая  сочеташе  съ  одною  изъ  точекъ  данной 
прямой,  образуютъ  линейчатую  поверхность  ранга  <$ш ,  а  составляюпця 
сочеташя  съ  одною  изъ  точекъ  даннаго  поля — конгруэнщю  ранга  <$т . 
Двойственно  сочеташе  (р,  и)  гЬхъ  элементовъ,  которыхъ  точки  лежать 
на  данной  прямой,   образуютъ  пару  (комплексъ  ранга  с)пз,   плоскостное 
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пространство),  въ  которой  съ  каждой  плоскостью  можетъ  быть  соединено 
2дш  прямыхъ;  прямыя  сочеташй  (р ,  и) ,  которыхъ  плоскости  принадле- 
жать данному  пучку,  образуютъ  линейчатую  поверхность  ранга  2дш ,  а 
прямыя  сочеташй,  которыхъ  плоскости  принадлежать  данной  связки, — 
конгруэнщю  ранга  дш.  Можно  заметить  также,  чтобы  исчерпать  вс* 
характеристик, — что  въ  совокупности  эдементовъ,  которыхъ  прямыя 
принадлежать  данному  нучку,  сочеташя  (х ,  и)  образуютъ  пару  (поверх- 
ность порядка  с?ш,  поверхность  класса  с*311),  причемъ  сочетанШ,  кото- 
рыхъ точка  лежитъ  въ  данной  плоскости,  а  плоскость  проходить  черезъ 
данную  точку,  им*емъ  д2П. 

Если  четверная  коинциденщя  задана  какъ  пересечете  пяти  кон- 
нексовъ 

(т,  г,  »)...(т",  г^,  и"), 
то: 

<*041  =  I  пг*гиг™г1*  ,  дш  =  ^  ппЧ^гМг1* ,  6Ш  =  ^шьЧ11гтг1\ 

6т  =  2>мйлгшг1* '  6т  =  %™п1ппгшг™ ,  дт  =  %тт1п11гшг1У , 

сГв11  =  ^тт^11^1/^,  ^302  =  ]Г  тт1т11птп1У  . 

Если  четверная  коиндиденщя  является,  какъ  пересечете  тройной 
коинциденцш  съ  коннексомъ  {т ,  /• ,  и),  то  югЬемъ,  означая  уЛ1 
(1  +  к~1  =  4)  характеристики  тройной  коинциденцш: 

^041  =  ^031  Г  +  /040П  '    ^032  ==  /о22Г  '  Ь  /«31  П  "'    ^3  ==  /о13Г  +  /о22П  > 

^140==/040т  +  У130Г'    ^230  =  /130т  +  Г220Г'    *И0  =  /220™  +  /зю  Г  ' 

^131=/031^  +  /121Г  +  У130М'    *|М  =  7о22Ш  +  /п2Г  +  ГШ  П  \ 

бгП  =  /121  Ш  +  /211  Г  +  /220"  *>    ^113  =  /о18Ш  +  /юЗ>'  +  /п2"  '> 

^2.2  =  /|12Ш  +  /202Г  +  /211  П  ">    *811  =  Ъп  Ш  "Г  /301  Г  +  У.10 »  ' 

**»  =  Гт™  +  /202  П  '»    ^302  =  /202  »1  +  /301 »  ' 

6.  Пятерная  коинциденц1я,  составляемая  оо4  элементами 
(х,  р,  и) ,  удовлетворяющими  какому  нибудь  шестерному  условию,  мо- 
жетъ быть  получена  въ  иересЬченш  шести  коннексовъ,  или  въ  пере- 
сЬчеши  четверной  коинциденцш  съ  коннексомъ  или  тройной  съ  простою 
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или  въ  дересЬчети  двухъ  дво&ныхъ  коинциденщй  (пересечение  трегь 
простыть  юиндиденцШ  есть  частный  случай  нересечешя  простой  коин-: 
циденщи  съ  тройной). 

Если  услов1е  для  (х,р,  и)  принадлежать  такой  коинциденщй 
(алгебраической)  изобразимъ: 

*  =  РщРЪ*  +  Иг*Р*92е  +  /гтр'де*  4-  ^/А*  +  Рщ1*9*  +  Рт№**  + 
+  РжР*9*е*  +  РтР*9е*  +  РшР9*е  +  РтР9***  +  /*тР9*е*  + 

то  Вначешя  отд*льныхъ  характеристикъ  таковы. 

Данной  прямой  принадлежитъ  конечное  число  //303  сочетанШ  (х ,  и) 
составляющихъ  съ  нею  эдементъ.  Данной  плоскости  принадлежитъ  пара 
(кривая  двоякой  кривизны  порядка  2цш ,  линейчатая  поверхность  ранга 
2^.ш).  Данной  точке— пара  (линейчатая  поверхность  ранга  2/г038,  раз- 
вертывающаяся класса  2//042).  Прямымъ  даннаго  пучка  принадлежать 
(т.  в-  составляютъ  элемента  съ  одною  изъ  прямыхъ  пучка)  сочетатя  (х,  и), 
Образующая  пару  (кривая  двоякой  кривизны  порядка  ^218,  развертываю- 
щаяся класса  рш).  Прямымъ  данной  связки — пара  (поверхность  по- 
рядка /*123,  поверхность  класса  //321), — каждая  точка  первой  поверхности 
въ  соединенш  съ  определенною  касательного  плоскостью  второй  допол- 
ияетъ  одну  изъ  прямыхъ  связки  до  элемента  пятерной  коинциденщй;  при 
этомъ  число  сочетанШ  (х ,  и) ,  которыхъ  точка  дожить  въ  данной  плоскости, 
а  плоскость  проходить  черезъ  данную  точку,  равно  //22„. 

Сочеташя  (х,  р)  гЬхъ  элементовъ,  которыхъ  плоскость  нроходитъ 
черезъ  данную  прямую,  образують  пару  (поверхность  порядка  24м141 , 
конгруэнщя  ранга  4«231),  причемъ  2/*,32  сочетанШ  им*Ьютъ  точку  въ  дан- 
ной плоскости  и  прямую  встречающую  данную  прямую.  Сочеташя  (/>,  ?/) 
т1;хъ  элементовъ,  которыхъ  точка  лежитъ  на  данной  прямой  образують 
пару  (конгруэнщя  ранга  //123;  поверхность  класса  2,</141)  причемъ  2р132 
сочеташя  им4ютъ  плоскость,  проходящую  черезъ  данную  точку,  и 
прямую,  встречающую  данную  прямую. 

Если    пятерная    коинциденшя    определяется    какъ    пересечевие 
Гйдетн  коннексовъ 

(т  ,  г ,  п)    (т1 ,  г1 .  п1)  .  . .  (ту ,  гу  ,  пу)  , 
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то  ея  характеристики  выражаются  съ  помощью  порядка,  класса  и  ранга 
отд*дьныхъ  коннексовъ  слЪдующимъ  образомъ 

^^  =  V  тт1  т11  гш  г1У  гу      ^321  =  V  туп1  ти  я111  д1У  гу 

//312=  \|ш1й1т,1гш»1?й1Г     ^зоз  ==  ^тт1тПки1п1Упу 

^240=  2Жт1гПгШг1УгУ  ^231  =  ^ШГН1ГПГШГ™ПУ 

^222  =  2  Ями1ЮПЯШГПГГУ  ^213*==  2ШЖ1  г11пШ  н1Г^У 

»"144  —  %тп1гпгшг1Угу        /*ш  =  %тг1гигтп1Упу 

^123  "  2*1Г1Г:1,|Ш||ПГ||Т         Ро«  =  2Л1|1Г11Г111Г1УГУ 

^=2'т1п11гШгПгУ 

Если  пятерная  коинциденщя  определяется  пересЪчеягемъ  чет- 
верной съ  коннексомъ  (ж,  г.  и),  то 

^830  =  "4*0  +  430  ;       ^321  =  *т™  +  *311Г  +  ^320П  "> 

^312  =  ^12™  +  бШТ  +  ^31 1  П  >       ^303  =  "^203  +  Н<>2  '> 

^240  =  *Ш™  +  дШГ  5       ^231  —  ^181  т  +  6ШГ  +  6**0П  5 

^222  =  ^22™  +  6П1Г  "Ь  <*2П  "  5       ^218  =  *П8,П  +  ^203Г  +  ^212  Л  ' 

*<Ш  =  <*041™  +  6ШГ  +  <?иОП  ;       ^132  =  ^032Ш  +  дШГ  +  ^„»  ', 

^23  =  ^023Ш  +  ^13Г  +  (,*122^,!       ^042  =  <*032Г  +  ^041  П  '> 

//033  =  ^023Г  +  ^032"' 

7.  Шестерная  коинциденщя.  Семь  коннексовъ  или  коннексъ 
и  пятерная  коннщшенщя  или.  коинциденщи  простая  и  четверная  или  ко- 
инциденщи двойная  и  тройная  им*ютъ  общими  оо*  элементовъ,  сово- 
купности которыхъ  придадимъ  назваше  шестерной  коинциденщи. 

Произвольная  прямая  пространства  не  принадлежите  вообще  такой 
конфигуращи,  т.  е.  не  входить  въ  составъ  ни  одного  ея  элемента;  вс* 
прямыя,  входящ1я  въ  составъ  элементовъ  шестерной  коинциденщи,  обра- 
зуюсь комплексъ,  котораго  рангъ  означимъ  Я313,  и  каждой  такой  пря- 
мой принадлежите  определенное  сочеташе  (х,  ?*),  вмйсгЬ  съ  этою 
прямою  образующее  элементъ  конфигуращи.  Произвольно  заданной  точк* 
принадлежитъ  2^  сочетанШ  (прямая,  плоскость),  произвольно  заданной 
плоскости — 2ЛШ  сочетанШ  (точка,  прямая).  Элементовъ,  которыхъ  прямыя 
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принадлежать  данному  пучку,  имеется  Я3]3, — ихъ  прямыя  суть  прямыя  ком- 
плекса. Элементовъ,  которыхъ  прямая  проходить  черезъ  данную  точку, 
или  лежитъ  въ  данной  плоскости,  имеется  оо1 :  прямыя  суть  прямыя 
вышеупомянута™  комплекса,  принадлежащая  связи*  съ  вершиною  въ 
данной  точк*  и  образующая  конусъ  порядка:  2Я313  (или  лежапця  въ  дан- 
ной плоскости  и  огибаюпця  плоскую  кривую  порядка  2Я313),  точки  этихъ 
элементовъ  заполняютъ  кривую  двоякой  кривизны  порядка  Я223 ,  а  пло- 
скости огибаютъ  развертывающуюся  класса  Я322.  Совокупность  сочета- 
нШ  (р,  и)  т*хъ  элементовъ,  которыхъ  точки  лежать  на  данной  прямой, 
образуютъ  пару  (линейчатая  поверхность  ранга  2Я,33 ,  развертывающаяся 
класса  2Яи2).  Если  соберемъ  вс*  элементы,  которыхъ  плоскость  прохо- 
дить черезъ  данную  прямую,  то  сочеташя  (х ,  р)  этихъ  элементовъ  обра- 
зуютъ пару  (кривая  двоякой  кривизны  порядка  2Я241 ,  линейчатая  поверх- 
ность ранга  2Я831).  Наконецъ  2Я232  элементы  им4ютъ  точку  въ  данной 
плоскости,  плоскость  въ  данной  связки,  и  прямую  въ  данномъ  спещаль- 
номъ  линейномъ  комплексе.  Перечисленный  10  характеристика  такъ 
выражаются  въ  случае,  если  шестерная  коинциденщя  задана,  какъ  пе- 
ресечете семи  коннексовъ 

(т,  г,  н),     (т1 ,  г1,  п)...(тУ1,  гУ1 ,  пУ1): 

Хш  --=  ^тт1тигт^гугУ1 ;       Я331  =  ^тт1т11г1иг^угу  пу1 ; 

1«ДЫ11  -IV  «V  „VI  .        3        =  V?  „МЬ,П,ГШГ1У^  ГУ1  • 


*322=  2тп*п№1*ГпУ  п" ;     Я043  =  ^ 


ВВ,П"Г",Г"Г'  Г' 


я!зз  =  2ямЛг™гШя"Г"Г  нЩ  '       Я2й  =  2  ии»1гцгш«пгят  п  У1 ; 
Хт  =  2»и»1»Д1»лпг"ггт  "Г1 ;      Я14,  =  2»«»лг1,г111г1У  »т  я" ; 


Я313  =  2ШИ1'П"Г1"  *"**  *"  >      Я282  =  2т'"1г11гШ?1ГиГ  Я™  ■ 

Если  получаемъ  шестерную  коинциденцш  въ  переевченш  пятерной 
съ  коннексомъ  (от,  г,  и),  то  гЬ  же  характеристики  вырааятся: 

Я840  =  ОТ/<240  +  ГРш  >       Я331  =  "^231  +  Г/<321  +  Я^830  5 

Я322  =  '«/'Я»  +  Г<"312  +  "/"321  >'       Я043  =  Г<"(Ш  +  М<"<>42  ' 

Я183  =  т1*т  +  *'^123  +  ".«132  !       Я223  =  '"^.23  +  Г Рж  +  '^222  \ 

Я241  =  '"  ^141  +  Г.«2Я1  +  »/«440  ;       Я142  =  '"  <"о42  +  Г/«132  +  "1*ш  ', 

Я3|3  =  "^213  +  Г^803  +  '^312  ;       Я232  =  "^Ш  +  Г(*Ш  +  Н>и*31  • 
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&%  виду  того,  что  въ  шестерной  коинцйденцш  устанавливается 
йз#1стна#о  роди  соотв4тсте  между  вс*ми  точками  пространства,  пря- 
мыми н*Ькотораго  комплекса  и  всЬми  плоскостями  пространства,  можно 
называть  Шестерную  коиндиденцш  элементовъ  (х ,  р ,  и)  тройкою  (то- 
чечное пространство,  комплексъ,  плоскостное  пространство), 

8.  Семерная  коинциденщя.  Дальнейшую  конфигуращю  пред- 
ставляете еоаокуййость  со*  элемейтовъ  (х,  р,  и),  выделяемая  восьмер- 
нымъ  услов1вмъ:  пересЬчешемъ  восьми  коннексовъ  или  шестерной  коин- 
циденцйг  съ  шГйексом'Ь,  пятерной  коинцйденцш  съ  простою,  четверной  съ 
двойною  или  двухъ  тройныхъ.  Характеристики  ея 

гз4^  т24а'  ^148'  ^зза'  ^20»'  ^32*  > 

изг6ют&  следующее  значейе.  Точки  элементов^  образуют^  поверхность 
порядка  2г143 ,  прямыя — конгруэнщю  ранга  гш ,  плоскости  огибаютъ  по- 
верхность кл'асса  2тих.  Элементов^,  которыхъ  точка  лежитъ  въ  данной: 
плоскости,  изтЬе-Гсй  со1 :  точки  эти  образуют!»  кривую  пересЬченщ  выше- 
упомянутой поверхности  съ  данною  плоскостью,  прямыя  пойрываютъ  ли- 
нейчатую поверхность  ранга  2*233 ,  плоскости  огибаютъ  развертывающуюся 
класса  2у242  ;  двойственно  элементовъ,  которыхъ  плоскость  проходить  че- 
резъ  данную  точку,  имеется  также  со1 :  их*ь  точки  образуютъ  кривую 
двоякой  кривизны  порядка  2г>242,  прямыя  покрывають  линейчатую  по- 
верхность ранга  2^332  *  плоскости  огибаютъ  конусъ,  касательный  къ  вы- 
шеупомянутой поверхности  класса  21>341  и  имеющШ  вершину  въ  данной 
точки.  Поэтому  можемъ  называть  нашу  фигуру  тройкою:  (точечная  поверх- 
ность, конгруэнщя,  плоскостная  поверхность). 

Если  семерная  коинциденщя  задана  восемью  коннексами 


то 


(т,  г,  п).,.(т^,  г™,  и™), 

ът  =  2 тт1т11гтг1Уг*гУ1пуи  ;     тш  =  ^тг^г11^11^^  пУ1пуп  ; 
^242  =**  2  ^пг1гигшг1УгупУ1пУ11 ;     *323  =«  2  ^/^1^11гтг1УпупУ1пуи  ; 
тт  =  ^7тп1гпигтг1угупу1пу11;    г^=^тт1г11гтг1УпупУ1пУ11. 

Отсюда  если  вс*  коннексы 

(ш,  г,  и)...  (ж™,  г™,  мга), 

суть  трилинейные,  то  порядокъ  точечной  поверхности  тройки  равенъ  500, 
рангъ  конгруэяцш  560  и  классъ  плоскостной  поверхности  500.  Кривая 
двоякой  кривизны  и  линейчатая  поверхность,  принадлежали  плоскостямъ 

15 
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данной  связки,  будутъ  порядка  840  и  ранга  1120;  принадлежащие  точ- 
камъ  данной  плоскости  линейчатая  поверхность  и  развертывающаяся 
оказываются  ранга  1120  и  класса  840. 

Если  поверхность  задана  пересЪчешемъ  коннекса  (м,  г,  п)  съ 
шестерной  коинциденщей,  то 

»341  =  ШЯ340  +  гЯ331  "Г  '^340  5  *Н8  =  тЯ043  +  ЧзЗ  +  Н*Ш  '> 

^242  =  ШЯ142     I     Г ^232  ~Ь  П  ^241  >  Г328  =  Ш  ^228  "Г  Г  *318  ~  П^332  » 

У332  ==  тЯ232     I     Г ^322  ~Г  П^331  '  У233  ==  Л1  ^133  "Г  Г *228  ~Т~  М*232 ' 

9.  Девять  условШ  отдЬляютъ  изъ  всей  совокупности  оо10  элемен- 
товъ  (л; ,  р ,  и)  оо1  такихъ  элементовъ,  которые  образуютъ  тройку  (кри- 
вая двоякой  кривизны  порядка  2х243,  линейчатая  поверхность  ранга 
2хззз'  рсимртъшающаяся  класса  2х342).  Точка  первой  въ  соединеши 
съ  определенной  образующей  второй  и  определенною  плоскостью  третьей 
образуютъ  элементъ  конфигурации 

Если  тройка  задана,  какъ  пересечете  девяти  коннексовъ 

О,  г,  н)...(тУШ,  г™,  л™), 
то 

*,.•  =  У.  тт1т11гтг1УгугУЬ1У11пУ1и ; 


342 


=  2 


*ззз  =  2  тт* т11  )Ш  г1У  гУ  нУ1  пУи  пУт ; 

*243  =  2  ШШ1  ,Л1Г1П  Г1У  ГУПУ1  И™11™  • 

Если,  наприм^ръ  беремъ  девять  трилннейныхъ  коннексовъ,  то  по- 
рядокъ  кривой  есть  2520,  рангъ  линейчатой  поверхности  3360  и  классъ 
развертывающейся  2520. 

Тройка  можетъ  быть  задана  также  пересЬчешемъ  коннекса  съ 
тройкою  (точечная  поверхность,  конгруэнцгя,  плоскостная  поверхность). 
Тогда  три  ея  характеристики  выразятся 

*342  =  Ж*242  "Г  ™8М  +  "Г341  '       *333  =  Ж*И8  "+"  Г*323  +  П*Ш  • 

*243  =  шг;14з  +  гг'2зз-}-«г'242. 

10.  Десятерное  услов1е,  наложенное  на  элементы,  даетъ  конечное 
ихъ  число.  Такимъ  образомъ  десять  коннексовъ 

(ш  ,  г,  п) . . .  (ш1Хг1Хи1Х) 


—  227  — 

ивгЬютъ  общихъ  элементовъ 

Лг=  2%тт1т1Ч'11Ч*угугУ1пГп?1утп1* . 

Конечное  число  общихъ  элементовъ  иагЬютъ  дал*е  коннексъ  и 
тройка  (кривая  двоякой  кривизны,  линейчатая  поверхность,  развертываю- 
щаяся). Число  это  равно 

&=  2  О"  *243  +  гхт  +  п*ш)  ■ 

Простая  коинциденщя  пересекается  съ  тройкою  (точечн.  поверх- 
ность, конгруэнфя,  плоскости,  поверхность)  въ 

*=-  2  («200*148  +  «110*238  +  «101*242  "Г  «020*323  +  «011*832  +  «002*341) 

элементахъ.  Число  элементовъ  пересЬчешя  двойной  коинциденщи  съ  ше- 
стерною определяется  формулою: 

*^==:  2(^зоО^048'Т"^210^138  +  ^201Л]42~^12О^223*Т"^пИ232     I     ^102^241     I 
I     ПИОИИЗ  Т  ^021  ^822     I    ^012*831     I     *003*840' ' 

Тройная  коинциденщя  въ  перес4чети  съ  пятерною  даетъ 

™ =  /зЮ^088    I     Уз01  ^042     I     /220^12»     I     ^211  ^132  ~Г  /202^141  "I     У  180^213  "» 
I    /121  ^222     1    ^112^231  "Г  ^103^240     I     Л)40^303     I     ^031  ^5Л  2     I     ^022^321  "Т"  ^012^331) 

элементовъ  и  наконецъ  дв*  четверныхъ  коинциденщи  им4ютъ 

+  *«А  +  *Ш*М  +  ^131  ^212   Г  ^,22^1  +  *\ \ЪдЖ  +  ^041  ^302  + 
+  ^32^11  +  ^023^20) 

общихъ  элементовъ. 

Въ  частности,  наприм'Ьръ,  число  элементовъ  пересЬчешя  10  три- 
линейныхъ  коннексовъ  равно 

2520  +  3360  +  2520  =  8400 . 

11.  Въ  послйдующемъ  мы  будемъ  разсматривать  главнымъ  обра- 
зомъ  коннексъ  и  простую  коинциденщю.  Поэтому  въ  заключеше  насто- 
ящаго  §-а  остановимся   еще   на  числ*   произвольныхъ  коэффищентовъ, 


которое  содержитъ  общее  уравнете  коннекса  (т,  г,  л).  Числа  чде- 
новъ  его  уравнения,  а  следовательно,  и  число  коэффищентовъ  равно 

_(ж  +  1)(т  +  2)(1Ц+3)   (г+1)(г+2)(г+3)(г-Н)(г+5) 
(»,*.»>—  1.2.»  1.2.Э.4.5 

(н+1)(п+2)(п  +  3) 
1.2.3 

Число  постоянныхъ,  входящихъ  въ  это  уравнете,  можегь  быть 
однако  понижено  съ  помощью  уравнешя,  связывающаго-  координаты 
прямой: 

2  (Р  ^  Р)  в^12^34  +^13^42  +  ^14^23  =  0  ' 

Поэтому  одинъ  и  тотъ  же  коннексъ  можегь  быть  опред4ленъ  не  только 
уравнешемъ 

({х ,  р,  и)  «  О 

но  и  всякимъ  уравнешемъ 

А*ри)  +  (Р,  Р).1х 0Ч"О  =  О 

где  /,  функщя  однородная  и  степени  т  отн.  я,,  г  —  2  отн.  р,л  и  сте- 
пени п  отн.  и  съ  совершенно  произвольными  коэффищентами.  Съ.  по- 
мощью ея  мы  можемъ,  следовательно,  во  всякомъ  уравненш  /=0  уни- 
чтожить 

(т+1)(т+2)(т+д,У  (г— 1).г.(г+1)(г+2)(г+3)  (п+.1)(п+2)(п+3) 
1.2.3  "  1.2.3.4.5  '"  1.2.3 

коэффищентовъ,  такъ  что  действительно  незазисимыхъ  остается 

V».  ',  л) 

(т+1)ри  +  2)(щ+3)  (г+1)(г+2)«(г+3)  (»+1)(»+2)(н+3) 


1.2.3  1.3.4  1.2.3 

формула  эта  справедлива  и  при  г  <  2. 

На  единицу  меньшее  число  условШ  (напр.,  элементовъ)  должно  быть 
дано,  чтобы  определить  вполне  коннексъ. 
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§  И 

ПросгЬйиня  конфигурации  съ  элеиентоиъ  (х,  р,  и). 

1.  Трилинейный  коннексъ. 
Уравнеше 

линейное  относительно  а?Л  /^  и  мА  опред*Ьляегь  трилинейный  коннексъ. 
Оно  содержить  96  коэффищентовъ,  и  для  полнаго  опредЬлен1я  конфигу- 
ращи  должны  быть  заданы  95  ея  элементовъ  (х,  р,  и). 

Основныхъ  точек!»,  прямыхъ  или  плоскостей  общШ  (т.  е.  им4ющШ 
уравнеше  съ  произвольными  коэффищентами)  трилинейный  коннексъ 
не  содержить. 

Но  основных  сочетатх  (х ,  р) ,  (р ,  и) ,  (х ,  и)  принадлежать  и 
общему  коннексу  (1 ,  1 ,  1). 

Таковы  будуть  прежде  всего  пары  (точка,  плоскость),  обнця  шести 
билинейнымъ  коннексамъ  (х,  и): 

^  =  2а.»Я*А-°     СМ=1>2,  3,4).  (2) 

Основныхъ  сочетание  (точка,  плоскость)  общгй  трилинейный  кон- 
нексъ им>ъетъ  20,  -но  числу  элементовъ  пересЬчбшя  шести  билинейныхъ 
коннексовъ  (х,  и). 

Основныя  сочеташя  (точка,  прямая)  общаго  трилинейнаго  коннекса 
суть  элементы  пересЬчетя  четырохъ  билинейныхъ  коннексовъ  (х ,  р) : 

2а^ЛР/1  =  0     (*=1,  2,3,4)  (3) 

Трилинейный  коннексъ  (1)  имчъетъ  оо8  основныхъ  сочетатй  (точка, 
прхмах)  образуюгцихъ  пару  (точечное  пространство,  комплексъ  4  рант). 
Прямыя  этихъ  сочетатй  заполняютъ  комплексъ  4  ранга 

АН 


йх{Аик 


.  (ырр)(ЪЪрУ)(сср11р11)  ( йАртри1)(аЪс<1)(аРу4)  =  0.  (4) 


Каждой  прямой  принадлежите  определенная  вообще  точка,  коорди- 
наты которой  выполняютъ  уравнешя  (3),  при  условш  (4)  совместный. 
Исключешя  составляютъ  тЪ  прямыя,  которыя  уничтожаютъ  не  только 
(4),  но  и  вс4  его  первые  миноры.  Такихъ  прямыхъ  трилинейный  коннексъ 
содержить  162, — по  числу  прямыхъ  пересЪчешя  четырехъ  комплексовъ 
3  ранга,  опредЬляемыхъ  уравнешямя 

ЛГи  «//„  <//33  <1Ги 
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гд*Ь  мы  для  краткости  обозначили 

'"       их  Ли. 
I      I 

Обратно,  каждой  точк*  пространства  принадлежать  дв*  прямыхъ 
вещественныхъ,  или  мнимыхъ,  прямьш  перес*чешя  четырехъ  линей- 
ныхъ  комплексовъ  (3).  Прямымъ  комплекса  (4).  лежащимъ  въ  дан- 
ной плоскости,  или  проходящимъ  черезъ  данную  точку,  принадле- 
жать точки  кривой  6-го  порядка,  и  точкамъ  данной  плоскости  при- 
надлежите конгруэнщя  6-го  ранга,  лежащая  въ  комплекс*  (4).  Прямымъ 
комплекса  (4),  встр*чающимъ  данную  прямую,  принадлежите  поверхность 
4-го  порядка,  и  точкамъ  данной  прямой — линейчатая  поверхность  ранга  4, 
вс*  прямыя  которой  составляюсь  основныя  сочеташя  трилинейнаго  кон- 
некса  съ  определенными  точками  данной  прямой. 

Основпыхь  сочетанш  (прямая,  плоскость)  трилинейный  коннексъ 
имлъетъ  также  оо3:  они  опредшяются  уравнен'шми 

— ^Г--2в«.*,*«^"0     0=1,2,8.4)  (5) 

а  образуютъ  пару  (комплексъ  4  рант,  плоскостное  пространство). 
Комплексъ  этотъ,  какъ  легко  вид*ть,  совпадаете  съ  полученнымъ  выше 
комплексом!»  (4). 

Зам*тимъ,  что  комплексъ  (4)  не  будетъ  самымъ  общимъ  комплексомъ 
4  ранга— онъ  зависитъ  не  отъ  104  параметровъ,  какъ  обпцй,  а  лишь 
отъ  95. 

Можно  заметить,  подобно  тому,  какъ  им*ли  выше  для  основныхъ 
сочетанШ  (точка,  прямая):  съ  прямыми  комплекса  (4),  принадлежащими 
данной  связк*  (или  данному  полю),  составляюсь  основное  сочеташе 
плоскости,  огибаюпця  развертывающуюся  поверхность  6  класса,  и  пря- 
мыя комплекса  (4),  образуюгщя  основныя  сочеташя  съ  плоскостями  дан- 
ной связки,  образуютъ  конгруэнщю  6  ранга,  наконецъ  прямымъ  комплекса 
(4),  встр*чающимъ  данную  прямую,  принадлежать  (въ  указанномъ  смысл*) 
касательный  къ  поверхности  4  порядка  плоскости,  и  плоскостямъ  дан- 
наго  пучка — лучи  линейчатой  поверхности  4  ранга. 

Произвольно  взятому  сочетанш  (р,  и),  —  если  оно  не  будетъ  ос- 
новными— принадлежите  плоскость  г-,  координаты  которой  суть 

ЛТ 

ог1  =  ~--  =  а1(  аадо)ма. 
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Плоскость  V  пересекается  съ  плоскостью  и  взятаго  сочеташя  по 
прямой  </,  акс1альныя  координаты  которой  суть 

*  -  9 л  =  б  О,  »*)  =  (  ЫР1>)  "*  К  нк>  • 

Эта  прямая  встречаете  прямую  р  сочеташя,  если  выполнено  усдовш 

т.  е. 

(  ъ&рр)(аняя)иа  =  0  (6) 

(где  я  означаютъ  аксиальный  координаты  прямой  р),  т.  е.  если  взятое 
(Р ,  и)  принадлежитъ  определенному  этимъ  уравнешемъ  коннексу  2  ранга 
и  2-го  класса.  Итакъ  существуете  оов  сочетанШ  (р,  и),  обладающихъ 
т4мъ  свойствомъ,  что  точки  встречи  прямой  р  элемента  трилинейнаго 
коннекса  съ  плоскостью  и  того  же  элемента,  и  съ  г  совпадаютъ. 

Прямая  ^  совпадает!,  съ  прямою  р,  если  существуютъ  равенства 

Х(  ^рр)и^а.ик)  =  (1.р.к 

независимыхъ  соотношенШ  по  исключены  >/«■  получаемъ  пять,— такихъ 
сочетанШ  изгЬомъ  следовательно  оо2,— они  образуютъ  пару:  (конгруэнщя, 
поверхность),  характеристики  этой  пары  суть  (30,  160,  120),  где  120 — 
рангъ  конгруэнцш,  30— классъ  поверхности  нары — т.  е.  число  сочетанШ 
пары,  которыхъ  плоскость  проходить  черезъ  данную  прямую,  и  160 — 
число  сочетанШ,  которыхъ  прямая  встречает!»  данную  прямую  и  пло- 
скость проходить  черезъ  данную  точку,  иными  словами  рангь  линейча- 
той поверхности,  образуемой  прямыми  сочетанШ,  которыхъ  плоскости 
принадлежитъ  данной  связке,  или  классъ  развертывающейся,  огибаемой 
плоскостями,  касательными  къ  поверхности  пары,  входящими  въ  составь 
техъ  сочетанШ,  которыхъ  прямыя  встречаютъ  данную  прямую. 

Двойственно,  если  возьмемъ  сочеташе  О,  р) — не  принадлежащее 
къ  числу  основныхъ, — то  ему  въ  коннекс*  принадлежитъ  точка  у  какъ 
центръ  связки  плоскостей,  составляющихъ  съ  О,  р)  элеменгь  трилиней- 
наго коннекса.  Координаты  этой  точки  у: 

«/*  =  «,(  жРР)ак\ 

и  следовательно,  прямая,    соединяющая    /и  //,  имеетъ   рад1альныя  ко-, 
ординаты  пропорщоиальныя  онределителямъ: 
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прямая  эта  встречает*  прямую  р  элемента,  если  взятое  дам#  сочеташе 
(х,  р)  принадлежать  коняексу  2-го  порядка  и  2-гр  ранга 

«,(ааМ  (ахрр)^О  (7) 

Точно  такъ  же,  какъ  п  выше  получимъ  далее  пару  (поверхность, 
конгруэнщя)  съ  характеристиками  (30,  160,  120),  для  сочетанШ  (х,  р) 
которой  прямыя  4  =  (х ,  у)  яр  совпадаютъ,  30  есть  порядокъ  поверх- 
ности, 120 — рангъ  конгруэнщи  и  аналогичное  предыдущему  значете 
им*егь  третья  характеристика  160. 

Для  сочетанШ  (я;,  р),  принадлежащихъ  (7),  точка  у  лежитъ  въ 
плоскости,  определяемой  точкою  х  и  прямой  р  сочеташя,  или  плоскости 
(х ,  р)  и  {у ,  р)  совпадаютъ. 

Сочетанш  (х ,  и)  принадлежитъ  вообще  линейный  комплексъ.  Ком- 
плексъ этотъ  будетъ  спещальнымъ,  если  (х,  и)  принадлежитъ  коннексу 
(х ,  и)  порядка  2  и  класса  2  : 

Яхьхи*  и?  (ааЬь)=0-  №) 

Прямой  р  принадлежитъ  въ  тридинейномъ  коннекс*  (1)  опреде- 
ленный билинейный  коняексъ  съ  элементомъ  (точка,  плоскость),  уста- 
навливающей, какъ  известно,  коллииеарное  преобразоваше  пространства. 
Соответственно  вс*мъ  оо*  прямымъ  пространства  иолучимъ  распреде*ея1е 
вс*хъ  оо*  олементовъ  (х%  р,  и)  трилинейнаго  коннекса  на  оо4  системъ 
по  оо*  элементовъ.  Можно  сказать,  что  иэъ  всего  многообразхя  оо1* 
коллинеащй,  трилинейный  коннексъ  выделяетъ  многообраз1е  оо*  колт 
линеащй,  которыя  для  общаго  .трилинейнаго  коннекса  вс4  между  со- 
бою различны  (для  совпадешя  двухъ  коллинеащй  должны  быть  выполз 
иены  1 5  условШ,  а  величинъ  для  ихъ  выполнешя  им4емъ  лишь  10).  Вс% 
оо4  билинейныхъ  коннексовъ,  устанавливающихъ  вти  коллинеащй  лм4нотъ 
20  общихъ  элементовъ-т-основныя  сочетан1я  (х ,  и)  трилинейнаго  конг- 
некса.  Особенности  коллинеащй,  принадлежащей  прямой,  выдЬдяютъ  вту 
прямую  изъ  числа  другихъ,  и  такимъ  образомъ  устанавливая  инвар1ант- 
ныя  формы  для  коллинеащй.  нолучаемъ  ковар1анты  трилинейнаго  коннекса. 

Такимъ  образомъ  получаемъ  прежде  всего  новое  значеше  уста- 
новленнаго  выше  комплекса  4-го  ранга  (4).  Ею  прямымъ  принадлежать 
вырожденных  коллинеащй.  Действ.,  уравнеше  его  выражаетъ,  что  опреде- 
литель коллинеащй,  принадлежащей  прямой  р ,  обращается  въ  0. 

Подобнымъ  образомъ  прямыя  р ,  принадлежащ1я  которымъ  кол- 
.  линеащй  находятся  во  вписанномъ  положенш  тетраэдровъ  (т.  е.  если 
существуетъ  оо9  тетраэдровъ,  соответствуйте  которымъ  въ  коллинеащй 
тетраэдры  въ  нихъ  вписаны),  образуютъ  линейный  комплексъ 

Л  =  (аадо)аа  =  0.  (9) 
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Это  приводить  насъ  между  прочими  къ  ияварсанту   тридинейяаго 
коннекса  (ааЬЬ)  аа  6    (9а),  уничтожение  котораго  выражаетъ,  что  втотъ 

комплексъ  есть  вырожденный.  Во  вписанномъ  лоложенш   тетраэдра   на- 
ходится квадратъ  коллянеащи  принадлежащей  р 

( ълрр)  (ЪЪрр)  %  Ьаи^О 

есди  щмшая  принадлежать  квадратичному  комплексу 

Р2  =  ( шрр)  (ЬЬ  рр)  а?Ьа  =  0  (10) 

и  точно  также  прямыя  комплекса  3  ранга; 

Рв  =  (^рр)(ЬЬрр)(ссрр)а?Ь^с^  —  0  (11) 

даютъ  коллннеащи^    3-я    степень   которыхъ  находится  во  вписанномъ 
додожвнш  тетраэдровъ. 

Можно  установить  еще  комплексъ 


а      р      Т 


^  =  (аадо)(ЪЬдоО(ссяр)1  Ьа  ьз  Ьт 


с*  с?  ет 


=  0  (12) 


прямыя  котораго  даютъ  коллинеацш  въ  описанномъ  положенш  тетра- 
эдровъ. 

Плоскости  и  принадлежишь  билинейный  коннексъ  (х ,  р)  и  соответ- 
ственно всЬмъ  плоскостямъ  пространства  получаемъ  оо8  такихъ  коннек- 
совъ,  т.  е.  распред'Ьляемъ  оо°  элементовъ  на  с»8  системъ  по  оов  эле- 
ментовъ  каждая.  Получаемая  система  коннексовъ  (х ,  р)  линейна  и  опи- 
рается на  пару  [точечное  пространство,  комплексъ  4  ранга  (4)]. 

Каждый  билинейный  коннексъ  (х,  р)  имйеть  дв*  основныхъ  пря- 
мыхъ,  которыя  могутъ  быть  вещественны  и  различны,  вещественны  и 
совпадать  или  наконецъ  могутъ  быть  мнимы.  Такимъ  образомъ  каждой 
плоскости  пространства  принадлежать  дв*  прямыя,— это  именно  прямыя 
комддекса  (4),  принадлежащая  этой  плоскости,  и  основной  комплексъ  (4) 
есть  следовательно,  геометрическое  мЪсто  паръ  основыхъ  прямыхъ  би- 
линейныхъ    комплексовъ,    принадлежащихъ    плоскостямъ    пространства. 

Произвольно  взятый  билинейный  коннексъ,  принадлежащей  плос- 
кости, основныхъ  точекъ  це  им4етъ.  Но  въ  числ*  с»3  плоскостей  про- 
странства существуетъ  20,  которымъ  принадлежать  билинейные  коннек- 
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сы  (х,р),  иАгЬюпце  основную  точку, — эти  плоскости  и  соотв*тствующш  имъ 
точки  определяются  уравнетями 

и  суть  следовательно,  плоскости  и  точки  основныхъ  сочетанШ  (#,  н) 
трилинейнаго  коннекса. 

Двойственно  точки  х  принадлежитъ  определенный  билинейный 
коннексъ  (р,  м),  а  всЬмъ  оо*  точкамъ  пространства — линейная  система 
оо3  билинейныхъ  коннексовъ  (р,  и).  Основныя  прямыя  этихъ  коннек- 
совъ  образуютъ  тотъ  же  комплексъ  4  ранга  (4). 

Основныя  плоскости  имеются  только  въ  гЬхъ  коннексахъ,  кото- 
рые выполняютъ  тЬже  уравнения  (2),  и  следовательно,  теже  20  то- 
чекъ  даютъ  линейные  комплексы  (р,  м),  имеюпця  каждый  основную 
плоскость. 

2.  Коинцидентця — пересечете  двухъ  трилинейныхъ  кон- 
нексовъ. 

Элементы  (х,  р,  и),  обшде  двумъ  трилинейнымъ  коннексамъ 

(13) 

Р(х,  р,    «)  =  2«^1У1    ХЛРд  =  0, 

образуютъ  коинциденщю  (простую)  изъ  оо8  элементовъ. 

Произвольно  взятому  сочетанш  (р ,  и)  принадлежитъ  вообще  опре- 
деленная прямая  —  пересечете  плоскостей  и  и  г/ ,  принадлежащихъ 
(р,  и)  въ  томъ  и  другомъ  коннексе,—  точки  этой  прямой  вместе  съ 
взятымъ  сочетатемъ  (р,  и)  составляютъ  элементъ  коинциденщи.  Коор- 
динаты этой  прямой  выразятся 

,.       с\(   ар      а/   ар  ,  , 

Сочетанш  (х ,  р)  принадлежитъ  также  прямая,  какъ  ось  пучка 
плоскостей,  каждая  изъ  которыхъ  составляете  элементъ  коинциденщи 
вместе  съ  ваятымъ  сочетатемъ  (х,  р).  Прямая  эта  соединяетъ  точки 
у  и  у' ,  принадлежащая  сочетанш  (.г ,  р)  въ  томъ  и  другомъ  трилиней- 
ныхъ коннексахъ. 

Наконедъ  сочетанш  (х ,  и)  принадлежитъ  конгруэнщя — пересечете 
двухъ  линейныхъ  комплексовъ,  принадлежащихъ  (>,  и)  въ  томъ  и  дру- 
гомъ коннексахъ  (1). 
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Основными  сочетаниями  явятся  гЬ,  которымъ  принадлежитъ  выс- 
шее многообраз1е  точекъ,  соотв4тств.  плоскостей  и  прямыхъ,  ч*мъ  для 
произвольно  взятаго. 

Такимъ  образомъ  основнымъ  сочеташемъ  (р,  и)  будетъ  такое,  съ 
которымъ  элементъ  коинциденщи  составить  не  оо1  точекъ,  а  оо2  или 
даже  с»3.  Впрочемъ  посл*дняго  обстоятельства  не  можетъ  встретиться, 
если  оба  трилинейныхъ  коннекса,  определяющее  коинциденщю,  будутъ 
общими.  Въ  самомъ  деле,  для  этого  необходимо  было  бы  одновремен- 
ное выполнеше  восьми  уравнешй 

§Г°    ?=0    (<=1—3'4) 

съ  семью  неизвестными.  Исключеше  ик  и  рп  изъ  этихъ  восьми  уравне- 
нШ  доставить  соотношеше  между  коэффищентами  коинциденщи,  которое 
и  будетъ  выражаться  уничтожешемъ  соотв^тств.  совм4стнаго  инвар1анта 
двухъ  трилинейныхъ  коннексовъ. 

Поэтому  для  коинциденщи  возможны  въ  общемъ  случай  только 
таюя  основныя  сочеташя  (р ,  и) ,  съ  которыми  элементъ  ея  составляютъ 
оо*  точекъ,  образующихъ  плоскость.  Возможно  это  прежде  всего  если 
(р ,  и)  будетъ  основнымъ  сочеташемъ  одного  изъ  трилинейныхъ  коннек- 
совъ, т.  е.  если  (/;,  и)  выполняютъ  уравнешя 


или  уравненш 


Ах=°      ('=1'2'3.4)  <5) 


^=0       (г— 1,  2,3,4)  (51) 


Такихъ  сочетаний  коияциденщя  имйетъ  ее3. 

Но  кроме  того,  указанное  обстоятельство  встретится  всякШ  разъ, 
когда  совпадугг»  принадлежащая  сочетанш  плоскости  V  и  */,  и  благодаря 
этому  прямая  ихъ  пересЬчешя  станетъ  неопределенною.  Чтобы  обстоя- 
тельство это  встретилось,  должны  быть  выполнены  уравнешя 

АС    АН    АС    АЛ 

Ах.        Ах^       Ах„        Ах. 

— 1-  =  ~    2  = *  =  --    4-  (14) 

АР       ЛР^       АР        АР_  К     ' 

Ах}       Ах2       Ах3        Ах4 

что   даетъ    три    независимыхъ    соотяошешя   между    величинами  р.к  иг 
Такимъ   образомъ   коинциденщи   (13)   имЪетъ  оо4  основныхъ    сочеташй 
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(х,  и)  образукшщхъ  двойную  коннциденщю  (р,  и).  Чтобы  получить  ха- 
рактеристики этой  поехидней,  замйнимъ  (14)  тремя  независимыми  со* 
отношешями,  наприм*ръ, 

или  символически — тремя  независимыми  определителями  матрицы 


(ааде)(а'а>р)и_ и,  ,  | 


аЛ%а4 
ага2а3а4 


=  0. 


Но  система  (15)  не  вполн*  эквивалентна  систем*  (14), — она  удо- 
влетворяется, если  (р,  и)  удовлетворяетъ  такимъ  системамъ: 


И 

X,  '«,  'Г,        X,  »«,      ж, 

но  эти  посл'Ьдюя  не  выполняютъ  тождественно  уравнения 


(16) 


атЬдующаго  изъ  (14), — которое  также  должно  быть  выполнено  искомыми 
сочетатями  (р,  и).  Так1я  (р,  и)  должны  быть  отброшены.  Отсюда  на- 
ходим^ что  полученное  М4 1)  сочетанШ  (р ,  «•)  им4етъ  характеристики 
(4,  12,  12,  8).  Значеше  чиселъ  таково:  въ  разематриваемой  двойной 
коиндиденщи  сочетаний  (р,  и)  данной  плоскости  принадлежитъ  линей- 
чатая поверхность  8  ранга,  данной  прямой — 4  плоскости;  прямымъ  дан- 
наго  поля  („81гаЫепГе1(1а)  или  данной  связки — поверхность  12  класса, 
прямымъ  даннаго  пучка — развертывающаяся  поверхность  12  класса, 
обратно  плоскостямъ  данной  связки — комплексъ  12  ранга,  плоскостями 
даннаго  пучка— конгруэнщя  12  ранга.  Въ  составъ  этой  двойной  коинди- 
дендш  входить  и  основный  сочетания  того  и  другого  коннексовъ  (13). 

Аналогичными»  образомъ  мы  находимъ   основный  сочеташя  (#,  р) 
коиндиденщи  (13)  изъ  уравненШ 

Ж.   ж   ж   ж 

с1и1        Лщ        Ли8        с1и4 
(1и.        (Ы>       с1и.л        (1и1 

1  л  о  4 

1)  3/4  =  многообраз1е  четырехъ  пзм'Ъретй,— обозначеме.  которымъ  для  краткости 
будсмъ  пользоваться  п  далЪе. 
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который  символически  изобразятся 
(аа|»р)(а'а^))аяа; 


ага2%а* 


а'»а2«3< 


=  0. 


Уравнешя  (17)  можно  заменить  другими  тремя 
Г  Р'  —{' р  =0    Г  Р'  —  Г  Р'  =  0     Г  Р"  — /*  Р'  =  0    (18) 
къ  которымъ  сл'вдуетъ  добавлять  следующее  уже  изъ  нихъ  уравнеше 

чтобы  исключить  .посторонни  сочеташя  (х ,  р),  удовлетворяющая  уравне- 

Н1ЯМЪ 

/'  =0    Р'  =  0     Г  -Р'  —Г  *"  =6 

И 

Г  —О     V  =  0     Г  Р'  —Г  Р*  —О 

что  даетъ  для  характеристик  двойной  коинциденцш  основныхъ  соче- 
танШ  (х,  р): 

».«,  -  4  ;        ^8  -  12        Р*дрЪ=р9А  =  12  ,        У<7$з=  8 

которыя  показываютъ,  что  данной  прямой  принадлежать  4  точки,  дан- 
ной точк*Ь- — линейчатая  поверхность  восьмого  ранга,  прямымъ  данной 
связки — кривая  двоякой  кривизны  12  порядка  и  точкамъ  данной  пло- 
скости— комплексъ  12  ранга;  прямымъ  данной  связки  или  даннаго  по- 
ля— поверхность  12  порядка,  и  точкамъ  данной  прямой — конгруэнщя 
12  ранга. 

Эта  двойная  коинциденщя   (я,  р)  содержите  разумеется  основныя 
сочеташя  и  того  и  другого  коннекса. 

Наконецъ  основныя   сочеташя  (я,  и)   коинциденцш   (13)  опреде- 
ляются уравнениями: 


Ж      Ж_      Ж      Ж       (У_      Ж. 
(1р12      ф13  _  Лрн  _  йри  _  Ар  и  _  (1р23 

ар  ~~  (1Р  ~  ЛР  ~  ар  ~  йР~  йР 

(1рп         Ф13         Ф,4         Ф34         ^42         ^23 


(19) 
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Заменяя  эту  систему  уравнешями: 

*и'*м      ЛР\г'аРп         '       Фи'Фм       *Ри<!Рп 

VI  ОТ *[_Л^_  =  0        ^.йр_ <У    я**  =р 

ЛРн*Ри     '*РийРи         '       аРм  ЛР«      аР«аРы 


(20) 


Ф«    4°Я  *Я    ^42 


=  0. 


определяющими  оо1  эдементовъ  (#,  м)  образующихъ  пару  (кривая  двой- 
ной кривизны,  развертывающаяся  поверхность),  вводимъ  постороннья  р*- 
шешя, — пары,  определяемый  системами  уравнешй: 

*Рп  *Рп  йРи^Ри      аРи'^Рн 

*Рм'ЛР**      ЛР«*Рн         '       ЛР«'аРп      *РпЛРп~ 
Лрн  4ри  Лры  Лр№      йрп  врп 

41  аь1      лг  ар  _         а(  ар      ^   ар  _п 


йрм  Лр„      йра  йри         '       </р42  <7рв      Лрп  Лр, 


42 


с)™=0  #  =  0  «™**1  =  0, 


*Ри  АРи  *Ря  ЛР\ъ      АР\г  <*Р 


12 

*Рп'ЛРл      ~аР\*лРп~     '       ЛРъ'йРп      *Рп'*Р4А      ° 
<1р42  4ра  ~АРц"лРп      йРп*Ра 

*Рп'ЛРи      *Ри*Рп  '       ЛРи*Ри      <*Ри  аРп 

который  не  выполняютъ  уравнешя,  сд'Ьдующаго  также  изъ  (19): 

ар   лг     лр   #_0 


*Рп  *Ри      *Рп  лРг 
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Постороння  рЪшен1я  эти  должны  быть  отброшены  при  подсчет* 
порядка  и  класса  пары.   На  при  этомъ  мы  дважды  отбрасываемъ  пары: 

ар=0  _#=0   _^=0   _#=0   _^^__^.^=0 

Ф,8  Ф,3  ^34  ^34  ^42    ^23         ^23    <^42 

^в0       -#-  =  0        ^  =  0       -^-  =  0       -^.^  =  -^.^  =  0 
с(р14  <^14  ф42  <7/>42  ф12  ф13      <(ри  йрм 

Поэтому  порядокъ  и  классъ  этихъ  паръ  должны  быть  добавлены. 
Такимъ  образомъ  въ  концЬ  концовъ  получаемъ  на  основанш  теоремы  о 
пересЬченш  пяти  коннексовъ  (х,  и)  ]). 

Точки  основныхъ  сочетангй  (х ,  и)  коинциденщи — перетъчетя  двухъ 
трилинейныхъ  коннексовъ  образуютъ  кривую  32-го  порядка,  а  плоскости 
этихъ  сочетангй  огибаютъ  развертывающуюся  32-го  класса.  Кривая  эта 
проходить  черезъ  20  точекъ  основныхъ  сочетанШ  (х ,  и)  коннекса  /*=  О 
и  черезъ  20  такихъ  же  точекъ  коннекса  Р=0,  а  развертывающаяся 
касается  40  соотв'Ьтствующихъ  плоскостей. 

До  сихъ  поръ  мы  брали  сочеташя  (р,  и),  (х,  р)  и  (х,  и).  За- 
дадимся теперь  прямою  р°.  Въ  рассматриваемой  коинциденщи  (13)  этой 
прямой  принадлежитъ  коинциденщя  сочеташй  (х ,  и) ,  пересечете  двухъ 
билинейныхъ  коннексовъ 

Ял?,р°,и)  =  0,     Г(х,р<>,  и)  =  0.  (13) 

Вс*Ьмъ  прямымъ  пространства  принадлежитъ  такимъ  образомъ  со4 
такихъ  коинциденщи  (х,  и),  и  по  свойствамъ  ихъ  можно  классифи- 
цировать прямыя. 

Такъ  прежде  всего  каждая  коинциденщя  им-Ьетъ  основной  тетраэдръ, 
четыре  вершины  и  четыре  грани  котораго  преобразуются  одинаково  въ 
коллинеащяхъ,  устанавливаемыхъ  гЬмъ  и  другимъ  билинейнымъ  коннек- 
сомъ.  Тетраэдръ  этотъ  можетъ  быть  вполне  вещественный,  или  же  н*ко- 
рые  или  даже  вс*  его  элементы  могутъ  быть  мнимыми,  наконецъ  воз- 
можны его  вырождешя.  Отсюда  является  средство  классифицировать  ко- 
инденщи  (х,  и),  а  следовательно,  и  прямыя,  которымъ  он*  принад- 
лежать въ  (13). 

Четыре  основныя  точки  для  коинциденщи 

?{х ,  и)  =  а  и  =  0 ,     Ъ'(х ,  и)  =  а'  и'  =  О 


*)  Теор1я  коннексовъ,  стр.  23. 
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определяются  из*  ураваешб 

^+"^=0'  ('=м-3>4) 

что  даетъ  уравнейе  4-й  степени  для  >/{*: 

О  _  (аЬгй)  («фч»)  Л*  +  4  (а'Ьсй)  (а'фч?)  Я»р  + 

+  6 (аЪс'Л')  (с0/еГ)  2*(л*  +  *  (аЬ'е'Л1)  (ар'у'д')  Хр*  +  {а'Ъ'с'а')  (а* руд')  ^ . . 

Применяя  къ  нашей  коинциденцш,  соответствующей  прямой  ру 
подучимъ: 

О  —  Я*  (аарр)  (ЪЪрр)  (щф)  (<1фр)  (аШ)  (аруб)  ■+• 

+  4  (а'а'#>)  (ЬЪрр)  (сс^)  (Мрр)  (а'Ъсд)  (а' Руд)  1*ц  -\- 

-+-  6  Я  ^(МРР)  (Ь*КР)  (в'с'/Р)  (й'й'яр)  («Ас'<Г)  («/9/^)  + 

+  4  (ааДО)  (Ь'Ь'цр)  (с'с'до)  (а'сГдр)  (аЬ '<?'<*')  (а#  У  <Р)  Яр*  + 

+  (а'а'др)  (Ь'Ь'лр)  (с'с'рр)  ((!'<!»  («'й'е'й')  (а'^т/*')  ^* 

Отдельные  коэффшценты  суть  совместные  ковар1анты  двухъ  три- 
линейныхъ  коннексовъ. 

Приведу  еще  только  одинъ  прим-Ьръ  установлешя  подобнаго  .  совм*- 
стнаго  ковар1анта. 

Возьмемъ  просгЬйнпй  совместный  инвар1антъ  двухъ  билинейныхъ 
кватернарныхъ  формъ 

?(х ,  и)  =  авма         и         Р(х  ,  и)  =  а'9и'а  , 

именно 

Геометрическое  его  значен!е  заключается  въ  томъ,  что  при  ,/««0* 
произведешя  коллинеащй  /*=0,  Р=±0  я  л*Ьвое  и  правое:  ?Р  и  ^/на- 
ходятся во  вписанномъ  полозкенш  тетраэдровъ,  т.  е.  еслвг  р(х,  и)** О 
переводить  точки  А ,  В ,  С,  В ,  въ  Ах ,  Бх ,  С, ,  2), ,  а  Р(х,  и)  «  о  въ 
точки  -4а,  Б2,  С2,  2>2,  загЬмъ  производя  сначала  коллинеащю,  уста- 
навливаемую Цх ,  и)=0,  а  потомъ  коллинеащю  1?{х,  «)  =  0  переведемъ 
А,  В,  (7, 1>,  въ  А1 2,  1?  2,  (^  2,  2)1 2,  а  при  обратномъ  порядки  выполне- 
ше  этихъ  коллинеарныхъ  преобразовали  въ  А2  г ,  В2 , ,  С2 ! ,  В2  х ,  то 
оба  тетраэдра  ^112  Б12  С12  Вп  и  Л21  Б21  С21  Ъ21  вписаны  въ 
тетраэдръ  АВСВ,  т.  е.  А12  и  .Л21  лежать  въ  плоскости  ВСЮ  и  т.  д. 
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Составляя  такой  совместный  инвар1антъ  для  коллинеащй,  принад- 
лежащихъ  въ  коинциденщи  (13)  прямой  р.  получимъ:  прямыя,  принад- 
лежащая которымъ  коинциденщя  (х,  и)  находится  во  вписанномъ  поло- 
жеюи  тетраэдровъ,  образуютъ  комплексъ  2  ранга: 

(аадр)  (а'а'да)  а'а  ах,  =  О . 

Плоскости  м  принадлежитъ  оо*  сочетанШ  (х ,  |>),  образующихъ  ко- 
инциденщю— пересечете  двухъ  билинейныхъ  коннексовъ  (х ,  р) ,  и  точ- 
ке х  —  ос5  сочетанШ  (р,  ге),  образующихъ  коиндиденщю  пересЬчешя 
двухъ  билинейныхъ  коннексовъ  (р,  к). 

Чтобы  воспользоваться  этимъ  сведешемъ  на  более  простыя  обра- 
зовашя  для  изучешя  самой  коинциденщи  (13),  нужно  предварительно 
ознакомиться  ближе  со  свойствами  этихъ  посл4днихъ  более  простыхъ 
образованШ,  пока  еще  очень  мало  изученныхъ.  Ограничимся  поэтому 
въ  настоящей  стать*  только  указашемъ  на  этотъ  пр1емъ  сведешя. 

3.  Двойная  коинциденщя — пересечете  трехъ  трилиней- 
ныхъ  коннексовъ: 

К*рн)  =  0,         Р(хри)  =  0,         Ф(хри)=*0.  (15) 

Сочетанпо  (р ,  и)  принадлежитъ,  вообще  говоря,  совершенно  опре- 
деленная точка  х  съ  координатами 

ря,  =  (  шрр)  (а' а'  рр)  №'ъ"ррУи^%,иа„(аа'аг). 
гд4  такимъ  образомъ  символически  изображенъ  определитель  матрицы 


\АС 

Ахх 

АС 
Ах2 

АС 

Ахг 

АС 
(1х. 

4 

'  йГ 

АР 

й1 

^ 

Ахх 

Ах., 

Ах3 

йх4 

АФ 

АФ 

АФ 

АФ 

,сЦ 

Ах., 

1х~3 

Ах\ 

4 

(16) 


Сочетанш  (х,  р)  принадлежитъ  подобнымъ  образомъ  совершенно 
определенная  вообще  плоскость  и ,  координаты  которой  пропорщональны 
определителямъ  матрицы 

16 
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аг         *Г         <Ц         ЛГ]\ 

м 
и 


дмх  Ли2  с1ия  Яи4  \ 


(17) 


ар       ар       аь^       др  » 

,  с1и{         4  йиг  йиг  йи^  || 

I  II 

!  йФ  б?Ф  АФ  АФ  \\ 

йих  Ли2  с1и3  АиА  || 

или  символически. 

о .  и.  =  (аедр)  (а'а'де)  (а"а"р|))  ахахах{ааа). . 

Наконецъ  сочетанию  (*,  и)  принадлежитъ  линейчатая  поверхность 

2.  ранга — пересечете  трехъ  линейныхъ   комплексовъ    принадлежащихъ 
сочеташю  (х,  и)  въ  коннексахъ  /=0,  Р  =  0  и  Ф  =  0. 

Одна  и  таже  точка  принадлежит!»  безчисленному  множеству  соче- 
татй [р,  и).  Если  зададимся  точкою  х,  то  ей  будутъ  принадлежать 
оо4  сочетатй  (р,  п),  образующихъ  бикоиндиденщю  (/;,  «) ,  въ  которой 
плоскости  принадлежитъ  линейчатая  поверхность  2.  ранга,  прямой — одна 
плоскость,  плоскостямъ  пучка— конгруэищя  3  ранга,  плоскостямъ  связ- 
ки— комплексъ  3.  ранга,  прямымъ  пучка — развертывающаяся  3.  класса 
и  прямымъ  связки  (поля)  -  поверхность  3.  класса. 

-  Если  зададимся  прямою,  то  ей  принадлежитъ  бикоинцидеищя  оо3 
сочетаю^  (яг ,  и) ,  въ  которой  точки  принадлежитъ  плоскость,  плоскости — 
точка,  точкамъ  прямой — развертывающаяся  3.  класса,  точкамъ  плоскости 
поверхность  3.  класса,  плоскостямъ  пучка — кривая  двойной  кривизны  3. 
порядка  и  плоскостямъ  связки — поверхность  3.  порядка.  * 

Наконецъ  плоскости  и  принадлежитъ  оо4  сочетатй  (#,  р)  обра- 
зующихъ бикоиндиденщю  этихъ  сочетатй,  въ  которой  прямой  принад- 
лежитъ определенная  точка,  точки — линейчатая  поверхность  2.  ранга, 
точкамъ  прямой — конгруэнщя    3.  ранга,   точками    плоскости — комплексъ 

3.  ранга,  прямымъ  пучка — кривая  3  порядка  (двоякой   кривизны),   пря- 
мымъ связки — поверхность  3.  порядка. 

До  сихъ  поръ  мы  говорили  относительно  обыкновенныхъ  сочетаний. 

Обращаясь  къ  основпымъ  сочетангямъ,  опред'Ьлимъ  прежде  всего 
основныя  сочетатя  (р,  ?().  Каждому  такому  еочетанш  должна  принад- 
лежать въ  двойной  коинциденщи  но  одна  точка,  а  безчисленное  множество. 

Таковы  будутъ  прежде  всего  сочетатя  (р ,  м),  основныя  въ  одномъ 
изъ  трехъ  трилинейныхъ  коннсксовъ  /*=  0 ,  Р=0  или  Ф=0;  во  вторыхъ 
гЬ,  который  будутъ  основными  сочетатями  въ  одной  изъ  простыхъ  ко- 
инцидснщй,  образуемыхъ  двумя  какими-либо  изъ  трехъ  этихъ  коннек- 
совъ.  Наконецъ,  основными  сочетатями  (р ,  и)  будутъ  тЬ,  для  которыхъ 


—  243  - 


три  плоскости,  подчиняемый  этому  сочеташю  коннексами  /*=0,  Р=0 
Ф  =  0,  проходятъ  черезъ  одну  прямую.  Для  этого  должны  обращаться 
въ  нудь  вс*  определители  матрицы  (16). 

Независимыхъ  между  ними  только  два,  и  мы  получаемъ  такимъ 
образомъ  что  основныя  сочетания  {р,  и)  для  (15)  имеются  въ  количе- 
ств* оо5  и  образуютъ  коинциденщю  (р,  и). 

Характеристики  этой  коинциденщи  определимте  заметивъ,  что  если 
взять  два  каше  нибудь  определителя  матрицы  (16)  и  приравнять  нулю, 
то  введемъ  лишнюю  коинциденщю  сочетанШ,  которыя  делаютъ  равными 
два  столбца,  обпце  этимъ  двумъ  определителямъ,  но  не  могутъ  обратить 
въ  нуль  вообще  двухъ  остальныхъ  определителей  матрицы. 

Мы  получимъ  такимъ  образомъ,  что  въ  коинциденщи  основныхъ 
сочетанШ  (р ,  н)  прямой  принадлежите  развертывающаяся  6  класса, 
плоскости  конгруэнщя  6  ранга,  ирямымъ  пучка— поверхность  12  класса, 
и  плоскостямъ  пучка — комплексъ  12  ранга. 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  найдемъ,  что  оо5  основныхъ  со- 
четанШ (х ,  р)  образуютъ  коинциденщю,  въ  которой  прямой  принадлежите 
кривая  двоякой  кривизиы  6.  порядка,  точке — конгруэнщя  6.  ранга,  пря- 
мымъ  пучка — поверхность  12  порядка  п  точкамъ  прямолинейнаго  ряда — 
комплексъ  12.  ранга. 

Основныя  сочеташя  (х ,  и)  должны  обращать  въ  нуль  все  15  опре- 
делителей матрицы 


0-1  =  1,2,3,4) 


(18) 


дР 

дф 

Независимыхъ  между  ними  четыре:  основныхъ  сочетанШ  (.г,  и) 
двойная  коинциденщя  (15)  имеетъ  оо2,  образующихъ  пару  поверхностей. 
Порядокъ  и  клаесъ  этихъ  поверхностей  определятся  равными  36,  а 
рангъ  пары,  т.  е.  порядокъ  кривой,  принадлежащей  плоскостямъ  дан- 
наго  пучка,  и  клаесъ  развертывающейся,  принадлежащей  точкамъ  дан- 
наго  прямолинейнаго  ряда,  равенъ  51. 

4.  Если  обратимся  теперь  къ  тройной  коинциденщи,  определяемой 
пересечетемъ  четырехъ  трплинейныхъ  коннексовъ,  то  заметимъ  что 
основныхъ  сочетанШ  (х ,  р)  и  ( р ,  и),  здесь  уже  не  существуешь,  и  до 
известной  степени  можно  сказать,  что  основнымъ  сочеташямъ  предыду- 
щихъ  конфигуращй  здесь  соответствуютъ  обыкновенный  сочеташя, — та- 
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шя,  которыя  даютъ  элементы  определяемой  коинциденщи.  Действительно, 
если  йагЬемъ  четыре  трилинейныхъ  коннекса 

Дари)  =  О,     </(.г/ж)  =  0,     Р(хри)  =  0,     Ф(хри)  =  0, 

то  произвольному  взятому  сочетание  не  соответствуешь  вообще  говоря 
ни  одной  точки,  произвольно  взятое  сочетан1е  (#,  р)  или  (р,  и)  невхо- 
дитъ  вообще  говоря  въ  составъ  ни  одного  элемента  конфигурации  Только 
тгЬ  сочетан1я  (р,  и)  изъ  общаго  ихъ  многообраз1я  оо7  входятъ  въ  со- 
ставъ элемента  конфигураций,  которыя  удовлетворяютъ  уравненш 


М  идд_  дР  дФ\      0 
\дх.  дх>  дх~  дх.) 

\       I  2  8  4/ 


или  символически 

О  =  (аарр)  (а'а'до)  (а"а>/0  (а'"а'"йр)  и^и^и^,,  (аа'аа'")       (19) 

и  следовательно,  принадлежать  коннексу  (р,  и)  4  ранга  и  4  класса. 

Точно  также  только  гЬ  сочеташя  (х ,  р)  входятъ  въ  составъ  эле- 
ментовъ  конфигурации,  которыя  принадлежать  коннексу  (х,  р)  4  по- 
рядка и  4  ранга 


О  =  аха>Х'  (аа-№)  (а'а'|>Р)  (а"а»  0"'а>/1)  (аа'аГа'")         (20) 


т.  е. 


Если  обратимся  къ  сочеташямъ  (х,  и),  то  заметимъ  что  каждому* 
такому  сочетанш  принадлежать  две  прямыхъ — прямыя  пересечения  че- 
тырехъ  линейныхъ  комилексовъ.  Следовательно,  въ  тройной  коинциден- 
дш  только  сочеташя  (х,  и)  и  могутъ  быть  основными:  для  этого  необ- 
ходимо, чтобы  принадлежащая  такому  сочетанш  четыре  линейныхъ  ком- 
плекса имели  общую  линейчатую  поверхность.  Для  этого  должны  обра- 
щаться въ  нуль  определители  матрицы,  составленной  изъ  коэффищен- 
товъ  этихъ  четырехъ  комплексовъ,  что  даетъ  три  независимыхъ  услов!я: 
тронная  коинциденщя  —  переаьчете  четырехъ  трилинейныхъ  копнек- 
совъ — илиьетъ  Мг  основныхъ  сочетанш  (х ,  и),  образуюшизсъ  бикоинциден- 
цгю  съ  характеристиками  (64,  192,  192,  64). 

5.  Мы  здесь  ограничивались  общими  случаями,  т.  е.  случаями, 
когда  между  коэффициентами  уравненШ,  определяющихъ  конфигурацш, 
не  существуешь  связей.  Но  было  бы,  конечно,  весьма  важно,  особенно 
въ  виду  дальнейшихъ  приложенШ,  остановиться  на  случаяхъ  вырождений 
трилинейныхъ  коннексовъ  и  ихъ  кошщнденцШ. 
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Укажемъ  только  на  некоторые  отдельные  случаи.  Трилинейный 
коннексъ  им4етъ  вершину  хх  =  О ,  х2  =  О ,  хг  =  О  координатнаго  тетра- 
эдра основною  точкою,  если  его  уравнеше  иагЬетъ  видъ 

*,/,(>>  ")  +  ^/2(р,  *)  +  **№*  *)  =  0  (а) 

къ  такому  виду  помощш  преобразовашя  координатъ  можетъ  быть  све- 
дено уравнеше  всякаго  трилинейнаго  коннекса,  шгЬющаго  основную  точ- 
ку, и  следовательно,  вообще  это  уравнеше  напишется 

*МР,  *)  +  Оя*Ш*  «О  +  Г.^СР.  «)-0  (а') 

где  ах,  0х  и  ух  означаютъ  линейные  однородные  многочлены  отъ  я?,... #4. 
Зам*тимъ,  что  трилинейный  коннексъ  (а)  имЪетъ    уже  не  с»8    ос- 
новныхъ сочеташй,  а  оо4,  они  определяются  уравнетями 

/;ОмО~0,    ^(р,*0  =  0,    ГЬ(Р,  «)  =  0 

и  следовательно  образуютъ  бикоинциденцш  съ  характеристиками 
(1,  3,  3,  1). 

Если  многочлены  ая,  &ж  и  /^  связаны  линейнымъ  соотношешемъ 
съ  постоянными  коэффищентами,  то  преобразовашемъ  координатъ  можно 
уравнете  коннекса  привести  къ  виду 

*1-/1<>1  и)-тх2'Ш^  «О —  О- 

Зд*сь  каждая  точка  прямой — ребра  (^  =  0,  #2  =  0)  координатнаго 
тетраэдра  будетъ  основною,  и  такой  коннексъ  имеетъ  основныхъ  соче- 
танШ  (р,  и)  оо5,  образующихъ  коинцпденщю  (1,  2,  1). 

Наконедъ  со2  основныхъ  точекъ — которыя  притомъ  составить  плос- 
кость,— трилинейный  коннексъ  можетъ  иметь  только  тогда,  когда  уравне- 
те его  распадается: 

ах.Г(р,  и)«0. 

Совершенно  аналогичны  двойственные  случаи  наличности  одной 
основной  плоскости,  или  пучка  плоскостей  или  наконецъ  связки  плос- 
костей,— въ  последнемъ  случае  въ  уравненш  коннекса  долженъ  выде- 
ляться множитель  1-й  степени  относительно  и. 

Комплексъ  (4),  о  которою»  мы  говорили  въ  начале  этого  §-а  при 
этомъ  уничтожается  тождественно. 

Аналогичный  замечашя  могутъ  быть  сделаны  и  относительно  ос- 
новныхъ прямыхъ. 
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Трилинейный  коннексъ  можетъ  имйть  пару  основныхъ  прямыхъ, — 

дЧ 
если  16  линейныхъ  комплексовъ   .    '      вс*  таковы,  что 

дхрик 

Далйе  всЬ  .— -'—  могутъ  быть  выражены  какъ  линейный  функщи 

однихъ  и  гЬхъ  же  трехъ  линейныхъ  функщй  отъ  р,  —  тогда  основныя  пря- 
мыя  образуюгь  линейчатую  поверхность  2  ранга,  или  наконецъ  двухъ,— 
когда  основныя  прямыя  образуютъ  линейчатую  коягруэящю — пересече- 
те двухъ  этихъ  комплексовъ. 

6.  Остановимся  теперь  на  значенш  въ  теорш  коннексовъ  (х%р,  и) 
уравнений  не  содержащихъ  одного  ряда  перем*нныхъ,  и  притомъ  на 
гЬхъ  уравнешяхъ  въ  особенности,  которыя  выражаютъ  соединенное  по- 
ложеше  точки,  прямой,  плоскости  между  собою. 

Вообще  говоря,  уравнеше  /*(л ,  и)  =  О ,  изображающее  коннексъ 
съ  элементомъ  (точка,  плоскость),  представляетъ  теперь,  когда  за 
элемента  принимаемъ  соединен1е  (точка,  прямая,  плоскость),  кон- 
нексъ (х ,  р ,  и) ,  которому  принадлежатъ  таше  элементы  (я ,  р ,  и) ,  ко- 
торыхъ  прямая  произвольна,  а  сочеташе  (х,  и)  должно  принадлежать 
коннексу  1(х ,  м)  =  0.  Такой  коннексъ  следовательно  имйеть  оо5  ос- 
новныхъ сочетанШ  (х ,  и)  и  ни  одного  не  основнаго. 

Въ  частности  уравнеше  их  =  {их)  =  2  «,*<  =  О  тождественнаго 
коннекса  (х ,  и)  удовлетворяется  такими  элементами  (х ,  р ,  */),  которыхъ 
точка  х  лежитъ  въ  плоскости  и ,  а  прямая  можетъ  быть  совершенно 
произвольна.  Каждое  изъ  ос5  сочеташй  (х,  и)  въ  соединенномъ  положе- 
ны дастъ  начало  оо4  элементовъ  (х ,  р ,  и)  этого  коннекса  и  никакихъ 
другихъ  элементовъ  принадлежащихъ  их  ==■  О  не  существуетъ. 

Несколько  сложнее  обстоять  дйло  съ  услов1ями  соединеннаго  по- 
ложешя  точки  и  прямой. 

Прежде  всего  услов!Й  этихъ  не  одно,  а  четыре  выражаемыхъ  унич- 
тожешемъ  определителей  матрицы 


Х\       Х2       ХЪ       Х4    '! 

Р,      Р»      Р3      Р,    I 

I 

Рх      Р-2      Р$      Р*    ' 

изъ  которыхъ  независимы  только  два. 


(21) 
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Разъ  точка  и  прямая  находятся  въ  соединении  то  къ  каждому  изъ 
такихъ  с»5  сочеташй  можетъ  быть  добавлена  каждая  изъ  оо3  плоскостей 
пространства. 

Но  чтобы  получить  только  гЬ  элементы  (х ,  р ,  и),  которыхъ  соче- 
таше  (х ,  р)  находится  въ  соединенш,  недостаточно  разсматривать  только 
два  какхя  либо  изъ  указанныхъ  определителей,  а  нужно  одновременно 
разсматривать  все  четыре. 

Въ  самомъ  деле  возьмемъ  одно  которое-нибудь  изъ  четырехъ  урав- 
ненШ  (21).  наприм-Ьръ, 

(*РР)\    =  *Л4  "Г  *3^42  +  ХаРы  =  0  • 

=  Л12Х2"Я13:С3-Т-^1Л==0-  (А) 

Оно  изображаешь  конфигуращю  такого  характера. 

Точке  х  пространства,  принадлежитъ  вообще  специальный  линей- 
ный комплексъ  (въ  самомъ  деле  для  этого  комплекса  коэффищенты  при 
^12,р13и])14  равны  нулю  и  след.,  инвар1антъ  с,.2с34  +  с|8с42-]-с14с,3 
обращается  въ  нуль).  Этотъ  спещальный  комплексъ  образуется  прямыми, 
лежащими  въ  плоскостяхъ  проходящихъ  черезъ  точку  х  и  черезъ  вер- 
шину пх  =  О  или  (х2  =  х.л  =  хА  =  0) ,  координатнаго  тетрчэдра  и  следо- 
вательно, встречающими  прямую,  соединяющую  две  эти  точки. 

Комплексъ  этотъ  будетъ  одинъ  и  тотъ  же  для  вс*хъ  точекъ  такой 
прямой,  за  исключешемъ  только  точки  и^  =  О  или  (хи  —  х,2  =  х.л  =  0) , 
для  которой  ось  коннекса  становится  неопределенною,  и  съ  которою  эле- 
мента конфигуращи  составляете  каждая  прямая  пространства,  эта  вер- 
шина координатнаго  тетраэдра  есть  основная  точка  коннекса  (Л). 

Если  зададимся  прямою  р ,  то  ей  принадлежитъ  плоскость,  прове- 
денная черезъ  прямую  и  черезъ  туже  вершину  и1  =  О  координатнаго 
тетраэдра— т.  е.  каждая  точка  х  этой  плоскости  даотъ  вместе  съ  взя- 
тою прямою  элементъ  коннекса  (Л).  Если  однако  прямая  взятая  про- 
ходить черезъ  вершину  и]  -=  1 ,  то  плоскость — место  точекъ  х  —  стано- 
вится неопределенною:  все  прямыя 

которыя  въ  количестве  оо3  образуютъ  указанную  связку,  суть  основныя 
прямыя  коннекса  (Л). 

Подобнымъ  образомъ  уравнеше 

(хрр),  =  х^4  ■+  хнр4[  +  х4р[2  =  О  (В) 

представляетъ  коннексъ,  въ  которомъ  точке  х  принадлежитъ  спещальный 
линейный    комплексъ,  составленный    прямыми,  встречающими    прямую 
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(я,  м2  =  0),  и  прямой—точки  плоскости,  проведенной  черезъ  эту  пря- 
мую и  туже  вершину  их  =  О  координатнаго  тетраэдра,  и  основными  пря- 
мыми— прямыя  связки,  имеющей  ее  дентромъ. 

Если  возьмемъ  оба  уравнения  (А)  и  (В),  то  вместе  они  опреде- 
лять коинциденщю  сочетанШ  (#,  р).  Если  теперь  задаться  точкою  г, 
то  соответственная  прямая  р  должна  встречать  прямую  (х ,  и,  =  0)  и 
прямую  {х,  м2  =  0), — т.  е.  это  будутъ  1°  прямыя  проходяпця  черезъ  х, 
2°  прямыя,  лежапця  въ  плоскости,  определенной  точками  х,  иг  =  0  и 
иш>  =  О .  Но  если  точка  х  лежитъ  на  прямой  («1  =  О ,  ил  =  О) ,  т.  е. 
если  изъ  ея  координатъ  #3  =  0,  #4  =  0,  то  всякая  прямая  встречаю- 
щая эту  прямую  составляетъ  съ  такою  точкою  элементъ  коинциденщи 
( А) ,  (В).  Такимъ  образомъ  все  точки  прямой  (и1  =  О ,  и2  =  0)  суть 
основныя  точки  коинциденщи. 

Если  зададимся  прямой  р ,  то  соответствуюпця  точки  х  должны 
лежать  въ  плоскостяхъ  (р ,  их  =  0)  и  (р ,  и2  =  О)  т.  е.  должны  лежать  на 
прямой  р ,  ихъ  пересеченш.  Но  если  прямая  р  встречаетъ  ось  (ы,  =  О , 
и2  =  0) ,  т.  е.  лежитъ  въ  одной  изъ  плоскостей  пучка  Ых  -4-  хи2  =  О , 
то  каждая  изъ  точекъ  этой  плоскости  составляетъ  съ  нею  элементъ  ко- 
индиденцш,  каждая  такая  прямая  будетъ  основною.  Услов1е  этого 
ри  =  0.  Въ  самомъ  деле  при  этомъ  (А)  и  (В)  сводятся  къ 

х*Р1*  +  *4Ри  =  °*    хгРи+Х4р1*  =  ° 
который  будутъ  совместны  при  всякихъ  р ,  —  ибо  исключая  #3  х4  имеемъ 

Р*2  •*»  —  Рм  -1>41  =  ^13^2  +РцРг*  =  °  .  — 
въ  силу  ^84  =  О  къ  этому  сводится  основное  уравнеше 

(р,  Р)=Р12Рм+Р1*Р4*+РцРа  —  °- 

Итакъ  получаемъ  оо8  основныхъ  прямыхъ, 

Отсюда  видимъ,  сколько    два  взятыя    уравнешя    (А)  и  (В)   допу- 
скаютъ  лишнихъ  решенШ,  кроме  элементовъ  {х ,  р)  въ  соединенш. 
Добавимъ  теперь  третье  уравнеше  (Е) 

(хрр\  =  х1р2А-]-х2р41  +  х4р12  =  0, 

Съ  точкою  х  составляютъ  элементъ  конфигурации  те  прямыя,  ко- 
торый встречаютъ  три  сходящихся  въ  точке  х  прямыхъ,  соединяющихъ 
х  съ  вершинами  */,  =  (),  и2  =  0,  и8  =  0  координатнаго  тетраэдра.  Сле- 
довательно, если  х  не  лежитъ  въ  плоскости  этихъ  трехъ  вершинъ,  то 
прямыми,  принадлежащими  конфигураши,  могутъ  быть    только    прямыя, 
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проходящш  черезъ  самую  точку  х.  Но  если  точка  х  лежитъ  въ  плос- 
кости х4  =  0  координатнаго  тетраэдра,  то  кром*  вышеупомянутыхъ  вся- 
кая прямая,  лежащая  въ  той  же  плоскости,  пересЬчетъ,  три  прямыя 
(х ,  их  =  О) ,  (х ,  и2  ==  0) ,  (х ,  пл  =  0)  и  будетъ  вм'ЬсгЬ  съ  х  составлять 
элементъ  конфигурации  Точки  плоскости  #4  =  0  обладаютъ  теперь  гЬмъ 
свойствомъ,  которое  при  опредйленш  коиндиденц1и  одними  уравнешями 
(А)  и  (В)  принадлежало  всЬмъ  точкамъ  пространства. 

Если  возьмемъ  точку  ребра  координатнаго  тетраэдра,  лежащаго  въ 
грани  его  #4  =  0, — напр.,  точку  ребра 

и{  =  О  ,     и2  =  О  ,         или         хг  =  О ,     хА  =  О , 
то  уравнеше  {А),  (Б),  (С)  примутъ  видъ 

которьш — при  ^  +  0,  ж2Ф0  приводятся  къ  двумъ 

Такимъ  образомъ  такой  точкгЬ  принадлежите  снова  оо2  прямыхъ, 
точка  ребра  основной  не  будетъ,  съ  нею  могутъ  быть  соединены  пря- 
мыя связки  съ  центромъ  въ  (хх ,  х2 ,  0 ,  0)  и  прямыя  плоскости  х4  =  О . 

Если  наконецъ  возьмемъ  вершину  г«,  =  0  координатнаго  тетраэдра 
то  #2  =  0,  #8  =  0,  #4  =  0  и  (А)  удовлетворяется  тождественно,  а  (В) 
и  (С)  приводятся  къ  хлръ  =  0^  хгр2А  =  0,  и  такъ  какъ  я,  ФО,  то 
должно  быть  ри  =  0 ,  2л,4  =  0 . 

Основное  соотногаеше  (р ,  20  =  °  даетъ  тогда 

и  такимъ  образомъ  им'Ьемъ  одну  изъ  двухъ  системъ 

Снова  получаемъ  ооа  прямыхъ,  и  вершина  координатнаго  тетраэдра 
основною  точкою  не  будетъ. 

Задаемся  прямою  р.  Точки,  принадлежащая  этой  прямой  въ  силу 
(А),  (В),  (С),  должны  принадлежать  одновременно  тремъ  плоскостямъ, 
проведеннымъ  черезъ  прямую  р  и  черезъ  вершины  н1  =  0 ,  и2  =  О  и 
мя  =  0  координатнаго  тетраэдра.  Если  три  эти  плоскости  различны,  или 
сводятся  къ  двумъ,— когда  прямая  р  встречаете  ребро  тетраэдра 

м,  =  0 ,     и2  =  0 ,       или       ил  =  0 ,     иг  =  0,       или       ?<2  =  0 ,     и3  =  0 , 
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то  х  можетъ  быть  только  точкою  пересЬчея1я  этихъ  плоскостей,  т.  е. 
должна  лежать  на  взятой  прямой  р.  Но  если  р  лежитъ  въ  плоскости 
трехъ  помянутыхъ  вершинъ  (т.  е.  въ  плоскости  #4  =  0  въ  нашемъ  слу- 
чае) то  вс*  три  плоскости  сливаются  въ  одну,  и  каждая  точка  этой 
плоскости  можетъ  быть  соединяема  съ  такою  прямою  въ  элементъ  кон- 
фигурации Итакъ  получимъ  что  и  при  добавлены  3-го  уравнешя  полу- 
чается еще  со2  основныхъ  прямыхъ. 

Возьмемъ  наконецъ  всЬ  четыре  уравнетя: 


+  *2^84  +  Х*Р&  +  *4^28  =  <М 

х\  Рм  +  +  х*Ри  "Г  *4Я,Я  =  О  1 

Х\  Ри  +  *2^41  +  +  хаР\%  =  0  1 

*'\  Р*Ъ  +  Х2  Р*1  +  Х*Р12  "Г  =  °  • 


(21') 


Теперь  заданной  прямой  принадлежат!,  точки,  лежапця  одновре- 
менно въ  четырехъ  плоскостяхъ, — нроходящихъ  черезъ  взятую  прямую 
и  черезъ  вершины  координатнаго  тетраэдра.  Если  даже  прямая  лежитъ 
въ  одной  изъ  граней  этого  тетраэдра  или  совпадает!,  съ  однимъ  изъ  его 
реберъ,  то  изъ  четырехъ  плоскостей  дв4  будутъ  различны  и  следова- 
тельно, точки,  даюшдя  элементъ  конфигурации  со  взятою  прямой  должны 
непременно  лежать  на  самой  прямой.  Основныхъ  прямыхъ  н4тъ.  Если 
зададимся  точкою,  то  принадлежащая  ей  прямыя  должны  встречать  че- 
тыре прямыхъ,  соединяющих!,  точку  съ  вершинами  координатнаго  тетра- 
эдра; прямыя  эти  могутъ  сводиться  къ  тремъ,  но  лежащимъ  въ  одной 
плоскости,  если  точка  лежитъ  въ  одной  изъ  граней,  на  одномъ  изъ  ре- 
беръ или  совпадаете  съ  одною  изъ  вершинъ  этого  тетраэдра,  но  во  Ъся- 
комъ  случа*  искомый  прямыя  могутъ  быть  только  прямыя,  проходящая 
черезъ  самую  взятую  точку. 

Р1такъ  постороння  р*шен1я  устраняются  вполне  только  при  одно- 
временномъ  иривлеченш  всЬхъ  четырехъ  уравнений  (21'). 

Совершенно  аналогично  убедимся  что  уравнен1'я,  выражаюпця  сое- 
диненное положеше  прямой  и  плоскости 


их*ы~ 


~Г  "2Я34  +  «3*42  +.  ЫЛб  =  °  э 

и1**4  +  ^2*41  "Г  +  И4*|Я  =  0  , 

г'1^23  +  П2^81+"з^,2+  =  0' 


(22) 
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должны  быть  приняты  во  внимаше  все  четыре  для  того,  чтобы  со  вся- 
кою плоскостью  могли  быть  соединены  только  прямыя,  въ  ней  лежанця, 
и  со  всякою  прямою  только  плоскости,  черезъ  прямую  проходяпця. 

Наконецъ  зам*тимъ,  что  если  хотиыъ  изъ  всЬхъ  с»10  элементовъ 
(х ,  р ,  и)  пространства  выделить  т*Ь,  въ  которыхъ  точка  х ,  прямая  р 
и  плоскость  и  находятся  въ  соединении,  то  нужно  взять  уравнешя  (21') 
и  (22),  а  уравнеше  %  =  0  уже  въ  нихъ  заключается  и  такимъ  обра- 
зомъ  получимъ  оо6  элементовъ,  которыхъ  точка  лежитъ  на  прямой  и  пря- 
мая лежитъ  въ  плоскости, 

§  III. 

Особенные  элементы. 

1.  Если  сочеташе  (р,  и)  не  будетъ  основнымъ,  ему  принадлежитъ 
въ  силу  уравнешя  коннекса 

Г(х,р,  и)  =  0  (1) 

определенная  поверхность  X  и  порядка  ж  (если  ( —  степени  т  отно- 
сительно х). 

Если  (1)  имйетъ  основную  точку,  то  вс4  поверхности  X  прохо- 
дятъ  черезъ  эту  точку.  Если  (х ,  р)  или  (х ,  и)  суть  основныя  сочеташя, 
то  черезъ  точку  х  проходятъ  все  X  въ  которыхъ  р ,  гезр.  и  суть  пря- 
мая (или  плоскость)  основного  сочеташя. 

Изъ  точекъ  поверхности  X  выделяются  ея  особенныя  точки,  он* 
даютъ  начало  кратнымъ  элементамъ  коннекса:  каждую  особенную  точку 
можемъ  считать  соединешемъ  несколькихъ  обыкновенныхъ,  стало  быть 
и  элементъ  (х,  />,  и)  коннекса  (1),  содержаний  эту  точку,  явится  крат- 
нымъ элементомъ  коннекса  по  отношенш  къ  точке  или  точечнымъ  особен- 
пымь  элементомъ.  Касательная  къ  Х_  въ  ея  точке  х 

въ  случае  точечно-особеннаго  элемента  становится  неопределенною,  по- 
тому что  для  особенной  точке  поверхности  X     должно  быть: 

*„„.      *_0.      *_„,     А=о.  (3) 

дх,  дх0  дх-  Ох.  к  ' 


Вместо  (2)  будемъ  поэтому  иметь  уравнеше 


;здее-°-  н) 
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которое  изображаете  при  этомъ  конусъ,  потому  что  изъ  (3)  сдЪдуегь,  что  гес- 
аенъ  (1)  въ  отношении  х{  равенъ  нулю: 

дШ  | =  «Г8ЬГ""8вГ  "ЯсТ8  №рр)  (Щ>р)  (седо)  (<Ыи>)  и;*^*; = о.  (5) 

УравнеШя  (3)  опред*ляютъ  оо*  элементовъ  (я,  р,  и).  Произвольно 
задать  прямую  р  и  плоскость  и  мы  для  общаго  коннекса  не  можемъ. 
Сочеташя  (р ,  к) ,  принадлежапця  которымъ  поверхности  Х^  обладаютъ 
особенною  точкою,  образуютъ  по  предыдущему  коннексъ  ранга  4  (т — 1)8г 
и  класса  4  (ж —  1)8п.  Каждая  точка  пространства  является  особенною 
точкою  на  поверхностяхъ  X  принадлежащихъ  со3  сочеташямъ  (р,  и) 
образующимъ  пару  (комплексъ  ранга  4т8,  плоскостное  пространство), 
въ  которой  каждой  плоскости  принадлсжитъ  2г4  прямыхъ.  Если  зада- 
димся прямою,  то  плоскости  и  огибаютъ  поверхность  4  (ж — 1)3м  класса, 
а  принадлежапця  всЬмъ  такимъ  сочеташямъ:  (данная  прямая,  каса- 
тельная къ  этой  поверхности)  особенный  точки  соотвЪтствующихъ  Х^  по- 

крываютъ  поверхность  порядка  4  (ж —  1)8«. 

дЧ 
Если  и  вс*  вторыя  производный  обращаются    въ    нуль,    а 

пронзводныя  3-го  порядка  въ  0  не  обращаются,  имйемъ  высшую  особен- 
ность— касательныя  къ  такой  точк*  х  къ  X  огибаютъ  конусъ  3-го  по- 
рядка,— такихъ  элементовъ  коннексъ  (ж ,  г ,  я),  заданный  общимъ  урав- 
нетемъ,  содержитъ  13440  (ж  —  2)8г4м3. 

2.  Аналогично  можно  установить  понят1е  объ  элементахъ,  особен- 
ныхъ  по  отношенш  плоскости  —  плоскостныхь  особенныхъ  элементам. 
Такое  наименоваше  будемъ  придавать  гЬмъ  элементамъ  (х ,  р ,  и) ,  ко- 
торыхъ  плоскость  и  есть  особенная  касательная  поверхности  II  л  при- 
надлежащей сочетание  (х,  р)  въ  коннексЬ  (1).  Плоскости  эти  при  дан- 
ныхъ  (х,  р)  определяются  уравнешями 

д{(хри)  _0         д/(хри)  =()         д^хри)  _р        дГ(хри)  =  д 
ди1  '  дм2  э  с)м3  '  ди^  ^  ' 

которые  вообще  говоря  совместными  при  данныхъ  (х,  р)  не  будутъ. 

Но  предполагая,  что  х  и  р  могутъ  принимать  всевозможный  зна- 
чешя,  получимъ:  плоскостные  особенные  элементы  коннекса  (ж,  г,  п) 
образу  ю-тъ  тройную  коинциденцт  съ  характеристиками 

4ж8г,  4ж8(п— 1),  6ж2г»,   12ж2г(н— -1),  6ж2(>  — I)2, 

4жг3,  12жга(п— 1),  12тг(н— 1)*,  4ж(п— I)8,  г*, 

4г8(п— 1),  Сг8(п  — 1)а,  4г(-и—  I)8,  (7) 

значете  которыхъ  аналогично  аъпиеприведеннымъ. 
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Для  такихъ  элементовъ  уравнешв  точки  прикосновешя  и  и  17 

обращается  тождественно  въ  нуль,  и  точки  прикосновения  образуютъ  въ 
плоскости  н  кривую  2-го  класса 

у  пи*г=0  (9) 

потому  что  при  выполнены  (6)  определитель   уравнения  (9)  обращается 
въ  нуль: 

1ГТ-1-0-  <10> 

I  ди%.дик  \ 

Мы  предположили  при  этомъ,  что  не  вс*  производный  —  —  обра- 
щаются въ  нуль. 

Если  же  всЬ  эти  производный  обращаются  въ  0,  имЪемъ  высшую 
особенность.  Такихъ  элементовъ  коннексъ  (т,  г,  ад),  котораго  коэффи- 
щенты  не  связаны  никакими  добавочными  соотношешями  содержитъ  ко- 
нечное число  1 3440  ж**-4  (ад — 2)3. 

При  этомъ  конечно  предполагаемъ,  что  всЬ  производный  3-го  по- 
рядка по  х  одновременно  въ  0  не  обращаются, — что  и  будетъ  имйть  м*- 
сто  для  коннекса,  заданнаго  общимъ  уравнешемъ. 

3.  Прежде  ч*мъ  говорить  объ  элементахъ  коннекса  (х ,  р ,  ад),  пред- 
ставляющихъ  особенность  относительно  прямой,  укажемъ  на  обстоятель- 
ство, которое  встречается  и  въ  другихъ  коннексахъ,  именно  на  роль 
основныхъ  сочетанШ  по  отношенш  къ  точечнымъ  и  плоскостнымъ  осо- 
беннымъ  элементамъ. 

Пусть  (р,  и)  есть  основное  сочеташе  коннекса  (ш,  г,  ад) 

Г(х,р,  м)  =  0.  (1) 

Тогда  согласно  самому  опрсдйленш  основныхъ  сочетанШ  при  за- 
мени, х.  черозъ  х.  +  ех[  (гд4  х. — координаты  какой  нибудь  совершенно 
произвольной  точки)  уравнеше  также  должно  удовлетворяться  при  (р,  ад) — 
основномъ  сочетанш. 

Итакъ  при  этомъ  не  только  (1)  выполнено,  но  и 

{{х  -\-  ах  ,  р ,  и)  =  О 
или 
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Отбрасывая  въ  силу  (1)  1-й  членъ,  разделяя  на  в  и  переходя  къ 
пределу  €  =  0  получимъ:  если  (р,  и)  основное  сочеташе,  то  при  совер- 
шенно произвольныхъ  х.  им'Ьемъ 

а  для  этого  необходимо  должны  обращаться  ъъ  нуль  производный,  т.  е. 
уравнен1Я  (3)  выполнены.  Итакъ:  если  коинексъ  (1)  илтеть  основное  со- 
четанье  (р ,  и),  то  это  сочеташе  въ  соединении  съ  каждою  точкою  х 
пространства  образуешь  элементъ  удовлетворяющей  уравненгямъ  (3). 

Можно  бы  поэтому  сказать,  что  каждое  основное  сочеташе  (р ,  и) 
даетъ  начало  оо3  точечно-особенныхъ  элементовъ,  но  въ  этомъ, — какъ 
уже  приходилось  говорить  въ  другомъ  мйсгЬ  Ч, —  является  некоторая 
натянутость:  для  осповного  сочеташя  (р,  и)  уравнея1е  (1)  удовлетворяется 
независимо  отъ  значенШ  х,  уравнеше  X     есть  0  =  0. 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  покажемъ,  что  каждому  основ- 
ному сочетангю  коннекса  (1)  соответствуешь  ос3  элементовъ  (х,р,и)ч 
выполняющихъ  уравнен  /л  (6). 

Поэтому  въ  дальн'Ьйшемъ  приб'Ьгнемъ  къ  другому  опредйленш  осо- 
бенныхъ  элементовъ.  но  предварительно  закончимъ  разборъ  типовъ  осо- 
бенныхъ  элементовъ  коннекса  {х ,  р,  и). 

4.  Линейчатыми  особенными  элементами  можно  называть, — 
аналогично  предыдущему, — гЬ  элементы  коннекса,  которыхъ  прямая  есть 
особенная  прямая  коннекса  Кхи  принадлежащаго  сочетание  (х,  и)  эле- 
мента. 

Но  при  этомъ  необходимо  условиться  относительно  того,  что  на- 
зывать особенными  прямыми  комплекса. 

Коеш^з  2),  сл*Ьдуя  Пашу,  называете  особенными  прямыми  ком- 
плехса  Г=0  т*,  которыя  удовлетворяютъ  уравнешю 

1дР  дР\       дГ^    дР    ,дР_    дЬ^       дГ    дР_  _ 
\др  '  др  )  ~  др12ш  дрм  '    Ф13 Ч>12      ^н  а/;2з"" 

Въ  коннексЬ  (ж ,  г ,  п)  элементовъ,  которыхъ  прямыя  выполняютъ 
уравнете  (11),  имеется  коинциденщя,  которой  характеристики: 

ат  =  2ш* '     апо  =  2т(2г  —  х)  •■     ат  =  Шп *     ао-2о  =  2/*0*  —  1) * 
апо=2н(2г— 1),     «002  =  2п2. 


')  Къ  вопросу  объ  особенпыхъ  элементахъ  коннекса  §  1.  Изв.  Каз.   Фпз.   Мат. 
Общ.  1902  г. 

2)  Ьа  #еот<Нпс  гёд1ее  еЬ  бсз  аррНсаНопз,  р.  77. 
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Въ  иосл-Ьдующемь  намъ  придется  еще  встретиться  съ  этою  коин- 
циденщею.  Заметимъ  здЬсь,  что  пучекъ  касательныхъ  комплексовъ 

состоигь  для  подобной  прямой  весь  изъ  спещальныхъ  комплексовъ,  и 
вс*  оси  этихъ  комплексовъ  образуютъ  плоскШ  пучекъ. 

Казалось  бы  однако  бо.тЬе  правильнымъ  давать  подобнымъ  ирямымъ 
иное  наименоваше,  наприм'Ьръ  спещалъныхъ,  сохраняя  назваше  особен- 
ныхъ  прямыхъ  для  гЬхъ,  свойства  которыхъ  им^ютъ  большее  сходство 
со  свойствами  особенныхъ  точекъ  кривыхъ  линШ  и  поверхностей. 

Если  линейчатое  пространство  изобразимъ  въ  илоскомъ  простран- 
ств* пяти  изм*ренШ  квадратичнымъ  МА ,  то  комилексъ  р-то  ранга  вы- 
делится изъ  этого  Л/4  уравнешемъ  ^-ой  степени  между  5-ью  координа- 
тами точки  (или  между  6-ью  однородными),  т.  е.  изобразится  Мг — пере- 
с*Ьчен1емъ  двухъ  М4.  Особенною  точкою  такого  Мг  будетъ  такая  точка, 
въ  которой  два  МА  между  собою  касаются,  и  следовательно,  производ- 
ный ихъ  уравненШ  по  координатамъ  пропорциональны. 

Соответственно  этому  можемъ  называть  особенною  прямою  комплекса 
такую  его  прямую,  которая  выполняете  шесть  уравненШ 

х,тр)___,«(1Ы±=^      (14=1         (13) 

Для  такой  прямой  уравнеше  пучка  линейныхъ  комплексовъ  (12) 
приводится  къ  виду 

гМ)2^р--И'-Я(""-0 

т.  е.  сводится  къ  одному  только  спещальному  линейному  комплексу, 
образуемому  прямыми  встречающими  „прямую  прикоеновешя"  р. 

УравненШ  (13)  по  исключенш  '-'/.*'  пять,  уравнеше  комплекса   вгь 

силу  (13)  есть  следсше  основного   уравнемя  -  (р ,   у/)  =  0,    следова- 

тельно,  такихъ  особенныхъ  прямыхъ  комилексъ  вообще  не  содержитъ 
а  для  существован1Я  ихъ  необходимо  одно  соотношеше  между  коэффи- 
циентами. 

Другое  свойство  этихъ  особенныхъ  прямыхъ  заключается  въ  сле- 
дующему Линейные  комплексы,  содержащее  данную  прямую  р  комплекса 
и  находянцеся    въ  инволюдш    съ  каждымъ   изъ   касательныхъ    по  этой 
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прямой  линейныхъ  комплексовъ,  образуютъ  Л/8 — они  определяются  урав- 
неншмн 


(СР)  =  0,     ^«^  =  0. 


Но  для  особенной  прямой  два  эти  уравнешя  сводятся  къ  одному, 
и  линейные  комплексы  указаннаго  свойства  образуютъ  уже  М4. 

Для  спещальной  же  прямой  (особенной  по  Коешез'у)  линейные 
комплексы  эти  образуютъ  Ж8  комплексовъ,  содержащихъ  две  данныхъ 
прямыхъ. 

Очевидно,  что  каждая  прямая,  особенная  въ  указанномъ  здесь 
смысл*,  будетъ  особенною  и  для  Коешез'а,  т.  е,  будетъ  также  и  спе- 
щальною,  но  не  обратно. 

Принимая  такое  опред^леше  особенныхъ  прямыхъ  можемъ  ввести 
теперь  поняйе  о  линейчатыхъ  особенныхъ  элементахъ  коннекса  (#,  р,  и). 

Эти  элементы  определяются  следовательно,  уравнешями 


д{(хри)         д({хри)        д/'(хри) 
Ф,2  дРк  *Р*~ 


дГ(хри)        д/(хри)        д?(хри) 


дРи 


Ф. 


42 


<^18 


д(р ,  р)        д(р ,  р)        д(р ,  р)        д(р  ,  р)        д(р ,  р)        д(р,  р) 


(14) 


Ф,2  Фк  дРи  дРм  Ф4а 

которыя  могутъ  быть  заменены  напримеръ,  такими 
д(Р,Р)     д{(хри)        д(р,  р)     д/(хри) 


др 


13 


Ф»  Ф* 

д(р,р)    д/*(хри) 


Фы  *     ^13 

д(р,  Р)    д?(хри) 


Фи  Ф« 

д(Р>  Р)    д/(хри) 


Фз*  Фм 

д(р,р)     д{(хри) 


Фи  Фи 

д(Р ,  р)  .  Щхрп) 
Ф.4  ~Ф* 

д(р,  Р)     д((хри) 


Ф42  Ф34 

д(р,  р)    дГ(хри) 


=  0, 
=  0, 
=  0, 
=  0, 


(15) 


Фа 


23 


Ф« 


Ф34  Ф« 


Ф4 


Ф: 


23 


Къ  уравнешямъ  (14)  должно  быть  конечно  присоединено  еще  ос- 
новное уравнеше  (р ,  р)  =  0 ,  и  тогда  уравнеше  самаго  коннекса  есть 
следств1е  уравненШ  (14)  и  основного  уравнешя. 
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Чтобы  определить  характеристики  этой  четверной  коиициденщи 
линейчатыхъ  особенныхъ  эдементовъ  залетит ,  что  нереходъ  отъ  сис- 
темы (14)  къ  систем*  (15)  сопровождается  введеюемъ  излишнихъ  ръ- 
шенШ,  опредЬляемыхъ  системами 

д(Р*  Р)  — п       д((хрн)  _п 
ЧР,Р)  .  У(хри)        д(р,  р)     Щхри)  = 


Фз4                Ф.4  *М                дРы 

д(Р,Р)    У(хри)  д(р,р)    дЦхрн) 

дРа      '     Фз«  дРц      '     д1>12 

д(Р,Р)    д{(хри)  д(р,р)    д{(хри) 


=  0,  (16) 

=  0, 


^23  *«  <^42  ^23 

и  еще  тремя  такими  системами,  въ  которыхъ  фигурируют^  последовательно 

д(Р,Р)      «       д?(хри)       л  .  ..  _ч 

— ^      7  =0       — >-!-^-  =  0    и  3  уравнешя  изъ  системы  (15) 

Ф.4  Фи 

др,  Р)  _ п        дГ(хри)  _ 

**Ы       '  ^34       ~  "  '  ' 

д(р^  а/^(лум)  _п 

Ф«  ^42 

Но  исключая  эти  системы  мы  дважды  исключаемъ  тагая  системы 
п   д{р,р)  _0       д(р,  р)  ^0       ДДауц)  _0       ^Я^и)_  =  0 

Ф,8  '  ^84  '  «*»»  '  ^34 

д(р,  р)    дДжрц)        У(аун)    №,р)_0 

Ф»        '       <^42  Фй  ^42 

«^    д(р,р)       п        4(Р,Р)  _п        а/Огр»)  _  У(а?/ж)  _0 

2)~^,       °'   "*;       °'   ~^Г      '      Ф«        ' 

<*(^  Р)    У(а;рм)        др>,1>)    дГ(*Р*)  _0 
Фн      '     Фи  Фи     '     Фз4 

17 
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Мы  приходимъ  такимъ  образомъ  къ  следующими»  значешямъ  ха- 
рактеристик четверной  коинциденцш  линейчатыхъ  особенныгь  эдемен- 
товъ  коннекса  (ж ,  г ,  п) : 

бт  =  ж»(10г*  —  16 г  +  7)  ,     дт  =  4т«п(5г  —  4)  ,     ^8(>2  =  10ж*п2 , 

^2зо  =  т*  (10г3  —  24г2  +  21г  —  °)  '     ^221  =  3тЧ  (10г2  —  1бг  +  7) , 

^212  =  6т*п*  (5г  —  4)  1     *>оз  =  Ют*л» , 

<7и0  =  ж  (5г*  —  1 6г*  +  21  г2  —  1 2г  +  3)  , 

с*181  =  2жп(10г3  —  24г2  +  21г— 6) ,     е?122  =  Зжи2(10г2  —  16г  +  7) , 

сГП8  =  4жи3(5г  —  4) ,     дт  =  п(5г*  —  16г8  +  21г»  —  12г  +  3)  , 

бш  =  м*(10г«  —  24г«  +  21г  —  6)  ,     ^  =  и»(10г»  —  16г  +  7). 

Не  трудно  убедиться,  что  уравнешя  (14)  выполняются  элементомъ 
(х ,  рл  и) ,  если  (ж ,  и)  есть  основное  сочсташе,  а  р  —  какая  угодно 
прямая  пространства. 

.  Действительно,  уравнеше  коннекса,  которое  можно  писать 

ПФ*)  +  Гг(Ф*)(р,р)  =  0      •  (I1) 

[где  /,  (хри)  =  О  совершенно  произвольный,  коннекса  (ж ,  г —  2 ,  и)],  должно 
при  подстановке  вместо  ж,  м  координатъ  основного  ^сочеташя  удовле- 
творяться не  только  координатами  произвольной  прямой  р ,  но  и  без- 
конечно  близкой  къ  ней  р-\-ер'  (где  р  +  «р' — также  некоторая  пря- 
мая), т.  е.  должны  им^ть 

/•(я?,  2^  +  */Л  м)  +  /!(л?1  Р  +  */Л  «)(Р  +  «р\  Р  +  «Р')  =  0. 

Разлагая  по  степенямъ  * ,  отбрасывая  члены  отъ  е  независяпце  въ 
силу  (1'),  разделяя  на  е  и  переходя  къ  пределу  *  =  0,  получимъ,  что 
при  произвольныхъ  р\к  должно  быть 

Второй  членъ  выпадаетъ  въ  силу  {р ,  р)  =  0  и  остается  уравнеше 
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которое  при  совершенно  произвольныхъ  р'  (ограниченныхъ  только 
условхемъ  р  +  ер'  —  прямая)  ведетъ  за  собою  уравнешя  (14).  Но  хотя 
эти  уравнеюя  и  выполнены,  считать  всякую  прямую  р  особенною  пря- 
мою комплекса,  принадлежащая  основному  сочетанш,  является  некото- 
рою натяжкою  въ  томъ  отношенш,  что  самый  комплексъ  имйетъ  урав- 
неше  0  =  0  и  является  совокупностью  всЬхъ  прямыхъ  пространства. 

5.  Указанными  типами  особенныхъ  элементовъ  еще  далеко  не  ис- 
черпываются возможные  ихъ  типы.  Прежде  всего  элемента  (х ,  р ,  и)  мо- 
жетъ  одновременно  удовлетворять  двумъ  изъ  трехъ  еистемъ  (3),  (6)  и  (14). 

Если  элемента  (х,  р,  и)  вьшолняетъ  уравнешя  (3)  и  (6),  т.  е. 
точка  его  есть  особенная  точка  поверхности  Хри  и  плоскость — особен- 
ная касательная  поверхности  Их  ,  то  можно  такой  элемента  называть 
точечпо-плоскостнымъ  особеппымъ  элементомъ.  Подобныхъ  элементовъ 
коннексъ  (1)  им-Ьета  вообще  оо3,  потому  что  изъ  восьми  уравнешй  (3) 
и  (6)  независимы  только  семь  въ  силу  тождества 

Отсюда  заменяя  -^-  =  0  черезъ  /*=  0   и  -г—    также    черезъ  /*=  О 

4  4 

вводимъ  ИЗЛИШН1Я  рйшешя:  отъ  шестерной  коинциденцш 

Ц  =  °     (<  =  1%2,8),     #-0     (*=1,2,8),    А=0 

должны  быть  отброшены: 

^  =  0     0=1,2,3),     |^  =  0     (А-=1,2,3)    *4  =  0        (17) 

И 

|^  =  0     (/=1,2,5),     ^=0     (*=1,2,3)     и4  =  0.      (18) 

Отсюда  и  можемъ  найти  характеристики  шестерной  коинциденцш 
точечно-плоскостныхъ  особенныхъ  элементовъ: 

Хш  =  (35та  —  60ш2  -[-  30т  -  4)гК      Я043  =  (35н8  —  60м*  +  ЗОи  —  4)г4 . 
Я381  =  г8[3»1т»  +  9т2(ш  —  1)  +  9т  (ж  —  I)2  +  (т  —  I)8}  + 

+  («  —  1)  {т3  +  27т"(т  —  1)  +  45ш (ж  —  I)2  +  13 (ж  —  1)»)] . 
х183  =  г3[3т{и3  +  9н2(и  —  1)  +  9и(н  —  1)2-}-(и—  1)3}  + 

+  (т  —  1)  {и3  +  27п»(м  —  1)  +  45и(»  —  I)2  +  13(п  —  I)3)] . 
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1т  =  Зг*  [дп  {от2  +  Зот(от  —  1)  +  (от  —  I)2}  + 

+  («  —  1)  {2«»  + 1 1  т(т  —  1)  +  7  (м  —  I)8}] . 
Хш  =  Зг*[3от{и»  -г-  Зи(п  —  1)  +  (п  —  1)а}  -[- 

+  («  —  1)  {2«а  +  11н(»—  1)  +  7 (и—  1)*}]. 
Хш  =  Зг»[к2  {Зот*  +  6»(»  —  1)  +  О  —  I)2}  + 

+  л(м—  1)  {6от24-  24от(от—  1)  +  10(«— 1)«}  + 

+  («—  I)2  {от3  +  Ют(от  —  1)  +  9(от  —  I)2}] . 
Хт  =  г[п*{т*+тп-(т— 1)}+«»(и— 1)(3?и»+27та(от— 1)-|-18т(т— 1)*}  + 

+  п(и—  1)»  {18от*(т—  1)  +  45ж(от—  I)2  +  9  (от  —  I)8}  + 

+  (н  —  1)3{9т  (от  —  I)2  +  7  (от  —  1)»}] . 
Хш  =  Зг»  [»*{*»»  +  бот2  (от  —  1)  +  Зж(ж  —  I)'2}  + 

+  п(н—  1)  {от8  -г  15от2  (от  —  1)  +  21т(т  —  I)3  +  3  (от  —  1)»}  + 

+  (н— 1)2{3гм2(от  — 1)  +  4-12т(т  — 1)а  +  5(>«  — 1)»)]. 
Яш  =  Зг2 [от2  {«»  +  6»2(п  —  1)  +  Зн(«  —  I)2}  -г 

+  от(от—  1)  {к8  -{-  15»2(»—  1)  4-  21м(н— 1)24-  3(м—  1)»}  + 

4- (»—  1)а  {Зм2(и—  1)  4"  12»(«—  1)2  +  5(п—  I)8}]. 

Подобнымъ  образомъ  элементы,  которые  суть  точечные  особенные  и 
линейчатые  особенные, должны  выполнять  4  уравненш  (3)  и  5  уравненШ  (14). 
Но  эти  девять  уравненШ  опред'Ьляютъ  не  восьмерную,  а  семерную  ко- 
инциденщю,  потому  что  можемъ  писать  тождество 


г 
или 


[ 

Для  линейчатыхъ  особенныхъ  элементовъ   правая  часть    сводится 
къ  виду 

*(/;— Х/|00>,Р)  =  0. 
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Следовательно,  въ  силу  уравненШ  (14)  им'Ьемъ  уже  \#,— =0, 

и  такимъ  образомъ  изъ  4  уравненШ   (3)   можемъ  удержать  только  три. 

Подобнымъ  образомъ  семерную  коинциденщю  образуютъ  линейча- 
то~плоскостные  особенные  элементы,  для  которыхъ  одновременно  должны 
быть  выполнены  девять  уравненШ  (6)  и  (14),  сводящихся  къ  восьми  не- 
зависимымъ. 

Если  наконецъ  (х ,  р ,  и)  выполняетъ  вс4  три  системы  уравненШ 
одновременно  т.  е.  будетъ  и  точечнымъ  особеннымъ,  и  плоскостнымъ  осо- 
беннымъ  и  въ  тоже  время  линейчатымъ  особеннымъ  элементомъ,  то  онъ 
долженъ  выполнять  тринадцать  уравненШ,  изъ  которыхъ  два  суть  сл"Ьд- 
ств1я  остальныхъ.  Поэтому  коннексъ  (1)  подобныхъ  элементовъ  вообще 
не  им4етъ,  и  для  существовали  ихъ  между  коэффищентами  уравнешя 
(1)  должно  существовать  соотношеше. 

Поэтому    можно   подобные    элементы    называть    собственно-особен- 
ными элементами  коннекса,  въ  противоположность  вышеперечисленнымъ* 
типамъ  особенныхъ  элементовъ,  которые  присущи  каждому  коннексу. 

Собственныхъ  особенныхъ  элементовъ  коннексъ  при  изв'Ьстныхъ 
услов1ЯХъ  можетъ  им^ть  не  только  конечное,  но  и  безконечно  большое 
число,  многообраз1е  ихъ  можетъ  составлять  даже  простую  коинциденщю, 
какъ  въ  поверхностяхъ  могутъ  быть  двойныя  кривыя. 

Выгаеуказанныхъ  особенныхъ  (точечныхъ  и  т.  д.)  элементовъ  кон- 
нексъ можетъ  также  содержать  бол^е  высокое,  ч4мъ  въ  общемъ  случа* 
многообраз1е,  и  тогда  они  не  будугь  уже  обыкновенными  особенностями. 

6.  Поел*  приведеннаго  выше  разбора  особенныхъ  элементовъ  кон- 
некса мы  можемъ  пополнить  сказанное  въ  §  I  объ  основныхъ  точкахъ, 
прямыхъ  и  плоскостяхъ. 

Основная  точка,  если  она  въ  коннекс*  существует^  принадлежитъ 
веЬмъ  оо7  поверхностямъ  Хри  коннекса.  Изъ  нихъ  на  со*  поверхностяхъ 
она  будетъ  особенною, — на  гЬхъ  именно,  который  принадлежать  сочета- 
тямъ  0>,  и)*  выполняющим!»  уравнешя 

№^_Ю\       0>  (,=  11,11<4)  (19) 

Такимъ  образомъ  каждая  основная  точка  даетъ  начало  оо*  точеч- 
нымъ особеннымъ  элементамъ. 

Можетъ  однако  случиться,  что  уравнешя  (19)  удовлетворяются  не- 
зависимо отъ  значенШ  р  и  и. 

Тогда  такая  основная  точка  представит!»  высшую  особенность  и  мы 
можемъ  назвать  ее  особенною   основною  точкою.    Она  даетъ    начало  оо7 
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точечнымъ  особеннымъ  элементамъ.  Переходною  стад1ей   являются   слу- 
чаи, когда  (19)  имйютъ  со5  или  оо*  общихъ  сочеташй  (р,  и). 
Примерь  такой  особенной  точки  представятъ  коннексы  вида 

К*Р*)  =  Ф (4*0  2  V.  **  +  Ч'\  (х#и)  2  а'лхххк  + 

+  «Ра(дгР,02ада?Л  — °' 

если  знакъ  суммъ  распространяется  на  значешя  I ,  к  =  1 ,  2 ,  3 .  Тогда 
при  хх  =  О,  #.?  =  О,  х.л  =  О  обращаются  въ  нуль  независимо  отъ  значенШ 
р  и  и  не  только  Д  но  и  всЬ  ея  производныя  по  х ;  зд4сь  <р ,  ^, ,  уа 
означаютъ  совершенно  произвольные  коннексы  (пг  —  2,  г,  и). 

Подобнымъ  образомъ  основная  плоскость  касается  всЬхъ  оо7  по- 
верхностей II х  кониекса,  и  будетъ  особенно  касательного  для  гЬхъ  оо4 
изъ  нихъ,  которыя  принадлежать  сочеташямъ  (х ,  р) ,  выполняющимъ 
уравнешя 


л  —  1=0-  <*  =  1,2,3,4) 


(20) 


Такимъ  образомч>  каждая  основная  плоскость  даетъ  начало  оо4 
плоскостнымъ  особеннымъ  элементамъ. 

Но  можетъ  случиться,  что  уравнешя  (13)  сводятся  къ  двумъ  или 
одному  независимому  уравненш  и  стало  быть  опредйляютъ  оо5  или  оов 
сочетанШ  (х,  р).  Наконецъ  возможны  случаи,  когда  уравненш  (13)  вы- 
полняются тождественно,  и  следовательно  плоскость  будетъ  особенною 
касательного  ко  всЬмъ  оо7  поверхностямъ  II  коннекса.  Въ  посл'Ьднемъ 
случай  называемъ  ее  особенною  основною  плоскостью  коннекса. 

То  же  самое  можно  заметить  и  относительно  основныхъ  прямыхъ. 
Основная  прямая  принадлежитъ  всймъ  оо6  комилексамъ  Рхи  коннекса. 
Она  будетъ  особенною  прямого  въ  гЬхъ  изъ  нихъ,  которые  принадлежать 
сочеташямъ  (х,  и),  опредйляемымъ  уравнешями: 


07=1,2,8,4)       (21) 


Каждая  основная  прямая  ведетъ  за  собою  оо1  линейчатыхъ  осо- 
бенныхъ  элементовъ. 

Можетъ  случиться  однако,  что  шесть  уравненШ  сводятся  къ  мень- 
шему числу  независимыхъ  или  даже  сводятся  къ  одному,  определяющему 
значеше  >7|>. .  Въ  посл'Ьднемъ  случай  основная  прямая  будетъ  особенною 
прямою  во  всйхъ  со*  комплексахъ  Рхи  и  мы  нридадимъ  ей  тогда  наи- 
меноваше  особенной  основной  прямой  коннекса  (1). 
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Мы  можемъ  дал'Ье  говорить  объ  особенных*  основных*  сочетаньяхъ 
(л,  и),  (хл  р),  (р,  и). 

Пусть  (а;0,  и0)  есть  основное  сочетате  коннекса  (1).  Тогда  вс* 
коннексы  К  {х ,  м),  принадлежанце  всЬмъ  прямымъ  пространства,  содер- 
жать элементъ  (.г°,  м°).  Это  сочеташе  для  н'Ъкоторыхъ  изъ  нихъ  мо- 
жетъ  быть  собственно  особеннымъ  элементомъ, — если  при  извЪстныхъ 
значешяхъ  р  выполняются  уравнения. 

^  =  0     (*-1,2,3,4),    ^  =  0. 

I  I 

Если  же  эти  уравнешя  выполняются  сочеташемъ  (х° ,  и0)  при  вся- 
кихъ  значен1яхъ  р,  то  мы  назовемъ  (.г0,  и°)  особеннымъ  основнымъ 
сочеташемъ. 

Такимъ  же  образомъ  придемъ  къ  понятт  объ  особенныхъ  основ- 
ныхъ сочетатяхъ  (я,  р)  и  (р,  и). 

7.  Въ  предыдущемъ  были  указаны  недостатки  даннаго  опред*Ёлен1я 
особенныхъ  элементовъ  коннекса  (х ,  р ,  и) , — оно  только  съ  натяжкою 
применимо  къ  гЬмъ  особеннымъ  элементамъ,  въ  составъ  которых'!,  вхо- 
дить какое  либо  основное  сочеташе  коннекса. 

Можно  избежать  этого,  если  разсматривать  не  поверхность  при- 
надлежащую сочетанш  (р,  и)  и  т.  д.,  какъ  мы  это  делали  выше,  а  на- 
пр им*ръ  коннексъ  К  (х ,  и)*  принадлежали  прямой  р  въ  коннекс*  (1). 
Тогда  точечными  особенными  элементами  коннекса  (1)  назовемъ  гЪ,  коихъ 
сочетание  (.г,  и)  есть  точечный  особенный  элементъ  Кр(х,  и),  плоскостны- 
ми особенными  гЬ,  которыхъ  сочеташе  (х,  и)  есть  плоскостной  осо- 
бенный элементъ  того  же  коннекса  К  (х ,  и) ,  и  точечно-плоскостными 
особенными  элементами  (1)— т4,  которыхъ  сочеташе  (х ,  и)  есть  собствен- 
но-особенный элементъ  коннекса  К  (л-    и). 

Предполагая,  что  опред-Ьлеше  особенныхъ  элементовъ  для  коннекса 
съ  элементомъ  (точка,  плоскость)  достаточно  выяснено,  придемъ  къ  оире- 
дгЬлешю  вышеуказанныхъ  тиновъ  особенныхъ  элементов!»  (1).  Обращаясь 
къ  особенностямъ  коннексовъ  Кп(х ,  р)  и  Кх(р,  и),  нолучимъ  пред- 
ставлеше  и  объ  остальныхъ  тинахъ  особенностей  коннекса  (х ,  р ,  и) . 

Недостатки  такого  опред'Ьлешя:  1°  для  коннексовъ  сь  элементомъ 
(точка  прямая)  и  (прямая,  плоскость)  понят1е  особеннаго  элемента  еще 
недостаточно  выяснено,  и  надо  было  бы  предварительно  остановиться  на 
этомъ  вопрос*,  не  относящемся  непосредственно  къ  предмету  настоящей 
статьи;  2°  хотя  мы  и  изб'Ьжимъ,  держась  этого  опредЪлешя,  неудобствъ, 
вызываемыхъ  при  первомъ  опред^ленш  основными  сочеташями,  но  ос- 
новныя  точки,  прямыя  и  плоскости  приводить  къ  гЬмъ  же  затруднешямъ: 
уравнешя  соотв'Ьтствующихъ  имъ  коннексовъ  приводятся  къ  виду  0  =  0. 
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Связывать  подобно  Клебшу  понятю  объ  особенныхъ  элементахъ  съ 
поштемъ  о  сопряженномъ  коннекс*  нельзя  потому,  что,  какъ  уже  было 
это  мною  указано  въ  другомъ  м*ст* !),  сопряжеянаго  коннекса  для 
разсматриваемыгь  конфигуращй  не  существуешь. 

8.  Соприкасаюпийся  трилинейный  коннексъ.  Какъ  для  кон- 
некса съ  элементомъ  (точки,  плоскость)  при  опред*ленш  особенныхъ 
элементовъ  въ  основу  можно  положить  соприкасающейся  билинейный  кон- 
нексъ,— т.  е.  рядомъ  съ  уравнешемъ  /(х,  и)  =  0  такого  коннекса  рас- 
сматривать уравнеше 

можно  и  для  коннексовъ  (х,  р,  и)  ввести  аналогичный,  но  уже  трили- 
нейный коннексъ.  Но  такъ  какъ  уравнеше  коннекса  (х ,  р ,  и)  можетъ 
быть  изображено  въ  различныхъ  видахъ 

^рп)-\г1х{хри)(р,  р)=0, 

смотря  по  выбору  коннекса  ^=0*1,  г — 2,  »),  то  и  за  сопряженный 
трилинейный  коннексъ  мы  не  можемъ  принять  прямо 


ВД^л-о, 


Ед*р(хри) 
Ъх^и~дрр 

но  должны  разсматривать  ц'Ьлую  систему  оо1в  трилинейныхъ  коннексовъ 

Это  обстоятельство,  конечно,  несколько  усложняетъ  примйнейе  со- 
прикасающагося  трилинейнаго  коннекса  для  изученья  коннекса.  Но  для 
установлетя  ионяпя  объ  особенныхъ  элементахъ  онъ  оказывается  при- 
годнымъ. 

Элементъ  (х ,  р ,  и) ,  для  котораго  составденъ  соприкасающейся  кон- 
нексъ, и  который  можно  назвать  элементомъ  прикосновешя,  принадлежите 
соприкасающемуся  коннексу,  такъ  какъ  подстановка  X  =  х ,  V  =  и,  Р~р 
даетъ 

=  тт Г(х}м) -}- тп /, (хри) ,(р,  р)  =  0 . 


*)  Къ  вопросу  объ  особенныхъ    элементахъ   коппекса.    уИзв.  Каз.  Ф.-М.  0.с  (2) 
1902.  Въ  §  V  я  остановлюсь  на  этомъ  подробнее. 
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При  этомъ  сочетание  (р,  и)  будетъ  основнымъ  сочеташемъ  сопри- 
касающагося  коннекса  (независимо  отъ  /|),  если  его  уравнеше  выпол- 
няется независимо  отъ  значешй  X. 

Но  подстановка  Р=^,  Т1=и  въ  уравнеше  (22)  даетъ 

^1       дЧ  V*   д% 


ИЛИ 


гп  ж  *     '    ~л~     лЛ  ж 


и  наконец*,  въ  силу  (р,  р)  =  0, 

Итакъ  еочетанге  (р ,  и)  элемента  прикосноветя  будетъ  основнымъ 
сометангемъ  соприкаеаюгцаюея  трилинейнаго  коннекса,  если  (х ,  р,  а) 
выполняешь  условия 

--  =  0,  (1—1,2.3,4)  (3) 

дх. 

ш.  е.  когда  по  предыдущему  элемектъ  будетъ  точечнымъ  особеннымъ 
элементомъ  коннекса  (1). 

Мы  и  можемъ  определить  точечный  особенный  элементъ  гЬмъ  имен- 
но свойствомъ,  что  его  сочеташе  (р,  н)  есть  основное  сочеташе  сопри- 
касающагося  трилинейнаго  коннекса. 

Точно  также  нетрудно  убедиться,  что  плоскостной  особенный  эле- 
ментъ  коннекса  таковъ,  что  ею  сочетате  (х,  р)  есть  основное  сочета- 
йте соприкасающаюся  трилинейнаго  коннекса.  Действительно,  подстановка 
Х=х,  Р=р  въ  уравнеше  (28)  сопри касающагося  коннекса  доставитъ 
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Уравнеше  это  удовлетворяется  независимо    отъ  значенШ  (7,  если 
выполнены  уравнешя 

-/-  =  0.  №  =  1.2,8.4)  (6) 

Наконецъ,  если  выполнены  уравнешя 

Я#-+^%^-  =  0,  с/^АМ)  (13) 

то  изъ  всей  совокупности  оо1в  различныхъ  соприкасающихся  трилиней- 
ныхъ  коннексовъ  для  оо*5  сочеташе  (х ,  и)  элемента  прикосновешя  будетъ 
основнымъ  сочеташемъ,  и  съ  другой  стороны  вс*  остальные  соприкасаго- 
щ1я  коннексы  сводятся  для  того  же  сочеташя  къ  одной  и  той  же  сово- 
купности прямыхъ,  встр4чающихъ  прямую  р  элемента  прикосйовешя. 

Действительно,  подставимъ  въ  уравнеше    (22)    соприкасающаяся 
трилинейнаго  коннекса  Х  =  х,  11=  и.  Получимъ: 

тп  1 
или 


тп  1 


Для  того  чтобы  сочеташе  (х,  и)   было    основнымъ,    коэффищенты 
при  6-и  координатахъ  Рч  должны  быть  равны  нулю,  т.  е.  должно  быть 

д(  д{  дг  й/  с)!  д? 


2Т\    ~д(р,р)      д[_р^р)'     (Нр^р)      <КР ,  Р)      д(Р,Р)      <КР*РУ 
дРп  дР\г  дРн  °Рм  дЛа  дР*г 

Такимъ  образомъ  если  уравнешя  (13)  выполнены,  то  равны  и  эти 
шесть  отношенШ.  Но  отсюда  при  данныхъ  х ,  р ,  и  получаемъ  значеше 
которое  должно  имйть  /,(.г,  р,  и),  т.  е.  определяется  одна  изъ  16  ве- 

дичинъ  -г— — ,  которыя  являются  параметрами  въ  уравненш  соирика- 
сающагося  коннекса  и  произвольиыхъ  остается  только  15. 

Если  же  значеше  шести  отношенШ  (его  означимъ  *,>)  не  равно — -/р 
то  уравнеше  комплексовъ  сводится  къ 


™»[>>1*  +  Щ-(1>,  Р)  =  0, 
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т.  е.  къ 

(Р.  Л  =  о. 

Если  напротивъ  уравнешя,  которыми  въ  п°  4  этого  §-а  мы  опреде- 
лили линейчатые  особенные  элементы  коннекса  (1),  невыполнены,  то 
(а?,  и)  не  будегь  основнымъ  сочеташемъ  ни  на  одномъ  изъ  оо,й  трили- 
нейн111гь  коннексовъ,  которые  мы  объединяема  подъ  именемъ  соприка- 
сающагося  трилинейнаго  коннекса. 

Можно  поэтому  дать  такое  опредйлеше:  линейчатые  особенные 
элементы  суть  тгь  элементы  коннексау  для  тторыхъ  изъ  общей  сово- 
купности оо1в  соприкасающихся  трилинейныхъ  коннексовъ  выдуьляется 
группа  въ  оо15  такихъ  коннексовъ,  имтощихъ  сочетате  (х ,  и)  элемента 
своимъ  основнымъ  сочетатемъ,  а  остальные  сводятся  къ  комплексу  (р,  Р)=  О. 

Можно  формулировать  отношеше  особенныхъ  элементовъ  къ  сопри- 
касающемуся коннексу  несколько  иначе. 

Весь  „пучекъ"  соприкасающихся  коннексовъ  опирается  на  коин- 
циденщю 

2ж^х^~0'  ^Р>  =  °  <23> 

и  элементы  этой  коинциденцш  принадлежать  каждому  изъ  оо,в  коннек- 
совъ (22). 

Въ  ней  прямая  р  есть  основная  прямая,  и  потому  всякое  сочетате 
ГХ,  р)  и  (р,  (])  есть  основное  сочетате  ея. 

Напротивъ,  ни  точка  г,  ни  плоскость  и  не  будутъ  основными  точ- 
ками, и  сочетате  (лг,  и)  основнымъ  сочетатемъ  коинциденцш  вообще 
не  будетъ. 

Поэтому  относительно  сочетанШ  (х,  р)  и  (/;,  и)  элемента  ири- 
косноветя  можно  поставить  вопросъ,  когда  они  будутъ  основными  со- 
четатями  не  только  для  коинциденцш,  но  и  для  всЬхъ  оо16  соприка- 
сающихся коннексовъ.  Это  и  приводить  къ  полученному  уже  выше  ре- 
зультату. 

1.  Сочетате  (р,  и)  есть  основное  сочетание  каждого  изъ  сопри- 
касающихся трилинейныхъ  коннексовъ,  если  ими  выполнены  уравнетя 

---  =  0  ;  (< -1,2,8,4) 

Ох. 

элементъ  (х ,  р,  и)  назовемъ  точечнымъ  особеннымъ. 

2.  Сочетате  (х  ,  р)  есть  основное  сочетате  каждаго  изъ  сопри- 
касающихся трилинейныхъ  коннексовъ,  если  имъ  выполнены  уравнения 

-1-  =  0;  (*=  1,2,8,4) 

Ои, 

•  к 
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элементъ  (х ,  р ,  и)  называемъ  плоскостным  особеннымъ. 

3.  Сочетанге  (х ,  и)  будешь  основнымъ  сочетатемъ  коинциденцш, 
на  которую  опираются  ваь  соприкасаюгцгеся  коннексы,  если  выполнены 
уравненгя 

элементъ  (х ,  р,  и)  называемъ  линейматымъ  особеннымъ. 

§  IV. 

Особенные  элементы  коинциденцш  (простой). 

1.  Ограничимся  случаемъ  коинциденцш,  заданной  пересЬчетемъ 
двухъ  коннексовъ  (т ,  г ,  п)  и  (т' ,  г' .  и'):' 

Г(х,р,  г0  =  0,     2^(д?,  у,  «0  =  0.  (1) 

Если  /*  и  Р  различныхъ  степеней  относительно  переагЬнныхъ, 
то  можно  назвать  все  же  „пучкомъ"  коннексовъ  фигуру  опреде- 
ляемую уравнетемъ 

Я  Цхри)  +  (I  Р(хри)  =  0  (2) 

при  Я  и  (г  постоянныхъ  'X  такое  опред^леше  соответствуете»  геометри- 
ческому смыслу  совокупности  коннексовъ,  опирающихся  на  данную  ко- 
инциденцш, но  требуетъ  соединешя  въ  одно  уравнеше  двухъ  формъ  раз- 
личныхъ  степеней.  Примемъ  поэтому,  что  Я  и  у.  суть  однородныя  функ- 
ции х,  р,  и  степеней  ж0 — ж,  г0 — г,  я0 — п  и  т0 — т\  г0 — г\  п0 — н\ 
гд*  ж0 ,  г0 ,  /г0  наиболытя  изъ  паръ  чиселъ:  т  и  т1 ,  г  и  г' ,  и  и  я' . 
Однако  при  произвольныхъ  коэффищентахъ  въ  Я  и  въ  /г  и  при  всевоз- 
можныхъ  8начен1яхъ  х.  и  и{,  отношеше  х/ц  можетъ  им*ть  только  оо1 
значенШ. 

ВсЬ  эти  коннексы  имгЬютъ  при  произвольныхъ  коэффищентахъ  въ 
Я  и  //  общими  элементы  коинциденцш  (1). 

Точечные  особенные  элементы  этой  совокупности  коннексовъ  опре- 
деляются уравнетями 

Г_юр&=1*+Г№+Т*+Гъ        да 

ддг.  дх.  дх.      '  Ох.  Ох. 

I  III! 

0=1,2,8.4) 


1)  Срв.,  напримЪръ,  81и(1у,  Ме11ю<1еп  гиг  ТЬеопе  (1сг  1егпагег  Рогтеп  по  отно- 
шсшю  къ  тернарнымъ  коннексамъ. 
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Будемъ  разыскивать  т4  особенные  элементы,  которые  являются  та- 
ковыми  на  всЬхъ  коняексахъ  (2),  т.  е.  принадлежать  коинциденщи  (1). 
Для  такихъ  эдементовъ  уравнешя  (3)  приводятся  съ  помопцю  (1)  къ  виду 

какъ  если  бы  Я  и  ц  были  постоянный,  и  даютъ  следовательно 


К    к    к   к 

Г  ~~  Г  ~  /'  —  Г  ' 

1  21  '*•  'Г«  'ЯВл 


(4') 


Уравнешя  эти  показываютъ,  что  х  должно  быть  или  особенною 
точкою  на  одной  изъ  поверхностей  Хри,  Х'ри,  принадлежащихъ  сочета- 
нию (р,  и)  въ  томъ  и  другомъ  коняексахъ,  или  же  точкою  касашя  этихъ 
поверхностей,  т.  е.  эта  точка  должна  быть  особенною  точкою  кривой,  при- 
надлежащей сочеташю  (/>,  и)  въ  коинциденщи  (1). 

Зд'Ьсь  однако  также  является  то  затруднение,  что  сочеташе  (р ,  и) 
можетъ  быть  основнымъ  сочеташемъ  коинциденщи,  для  котораго  дв* 
поверхности  Х^  и  Х^  совпадаютъ  вполне  или  отчасти  и  уравнешя  (4') 
выполняются  всеми  точками  этой  общей  части.  Удобно  поэтому  и  для  ко- 
инциденщи прибегнуть  къ  соприкасающейся  коинциденщи,  т.  е.  разсма- 
тривать  коинциденщю,  определенную  такими  уравнениями: 


^   д>К*ри)  Х1]р     ,  р    V  *№**>  х    г;_0 

РЩхри) 


(5) 


Х(Мк  =  0. 


Эта  коинциденщя,  зависящая  отъ  30  произвольныхъ  параметровъ, 
опирается  на  двойную  коинциденщю 


которая  прямую  р  им4етъ  основною  прямою,  а  следовательно,  каждое 
сочеташе,  составленное  этою  прямою  съ  какою  либо  точкою  или  плос- 
костью, будетъ  ея  основнымъ  сочеташемъ. 

Напротивъ  (#,  и)  будетъ  вообще  не  основнымъ  сочеташемъ. 

Поэтому  можемъ  установить  такое  определеше  особенныхъ  эле- 
ментовъ  коинциденщи  (1). 
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Элементъ  (х ,  р ,  и)  есть  точечный  особенный  элементъ  коинци- 
денцт,  если  ею  сочетанге  (р ,  и)  есть  основное  сочетанге  для  каждой 
соприкасающейся  коинциденцш. 

Для  этого  уравнения  (5)  при  постановке  Р=ру  17=  и  должны 
сводиться  къ  одному.  Но  эта  подстановка  даетъ 

Чтобы  два  эти  уравненш  свелись  къ  одному,  должны  быть  выпол- 
нены уСЛОВ1Я      • 

ЯдГ+"А.г— °'  ('  =  1ЛЗ,4)  (4) 

1  I 

какъ  и  выше. 

Къ  четыремъ  уравнешямъ  (4)  можемъ  добавить  следующее 

которое  показываетъ,  что  изъ  шести  уравненШ  (1)  и  (4)  независимыхъ 
только  пять,  а  по  исключенш  >/р.  только  четыре;  такимъ  образомъ  то- 
чечные особенные  элементы  коинциденцш  (1)  обризуютъ  тройную  ко- 
гшциденцгю. 

Въ  составъ  ея  входить:  1°  четверная  коинциденщя  точечныхъ  осо- 
бенныхъ  элементовъ  коннекса  /"=0,  принадлежащихъ  коннексу  2^=0, 
определяемая  уравнешями 

,-    =0  0  =  1,2,3,4)        Р=0, 

дх. 

и  2°  четверная  коинциденщя  точечныхъ  особенныхъ  элементовъ  кон- 
некса Р=0,  принадлежащихъ  коннексу /=  О,  определяемая  уравнешями 

дР 

—  =  0  ('=  1,2,3,4)        /^=0. 

дх. 

Характеристика  первой  четверной  коинциденцш: 

Кк1  =  г*(гп'  +  4лг')  5  Рш  =  **1гт'  +  А  (т  —  !)  г'] ' 
*и'ш  =  2г2'г(2™'  -)-  Зпг') ;  ц'ш  =  ±г2[т'пг  +  3(яг  —  1)  пг'  +  (т  —  1)и'г]; 
4>зо  -  2гЧ™  —  1)  12т'г  +  3(ш  —  1)г'] ;  р'т  =  2п*г(2пг'  +  Зн'г)  ; 
^'122  в  6пг  [шпг  +  2  (т  —  1)  иг'  -{-  2  (ж  —  1)  п'г] ; 
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Рж  =  6  (т  —  1)г[2т'пг  +  2  (т  —  1)  иг1  +  (т  —  1)  и'г] ; 
4»  =  2  (*•  -  !)2  '  Р«'г  +  (т  -  1)  г']  ; 
р'ш  =  4л1  [го'лг  +  (т  —  1)  пгг  -+-  3  (го  —  1 )  и'г]  ; 
^и  =  4  (т  —  I)2  [(го  —  1)  п'г  +  (го  —  1)  пг'  +  Зго'нг] ; 
."212  =  6  (ш  —  1)  *  [2т'лг  +  (го  —  1 )  иг'  +  2  (т  —  1)  н'г]  ; 
4оз  -  2  (т  —  1)  п»  [2го'и  +  3  (го  - 1)  к']  ; 

Ког  =  2  О*  — 1)2  п  13т'п  +  2  (т  —  *)  "']  • 

Характеристики  2-ой  отличаются  только  обмЪномъ  месть  соответ- 
ственно го  и  го' ,  п  и  п' ,  г  и  г' . 

Чтобы  определить  характеристики  тройной  коинциденцш,  зам4тимъ, 
что,  взявъ  уравнен1я  (1)  /=0,  .Р=0,  (4)  Я/'  +//.?'' =  0,   изъ  двухъ 

первыхъ  им^емъ  2^»^  =0  2'г»^==0  ИЛИ1  Умножая  первые  на  Я, 
второе  на  //  и  складывая: 

т.  е.  одно  изъ  уравнснШ  (4)  есть  сл1цств1е  3-хъ  остальныхъ  и  (1). 
Но  если  возьмемъ  только  пять  уравненШ 

/■=0,    Р=0,    Я^  +  ^=0,       «=1,2,3)  (8) 

то  изъ  (7)  получимъ: 

т.  е.  уравнешя  (8)  даютъ  не  только   ^ГХг~г^К4  =  0 »    но  еп*е    аг4===0- 
Вл1ЯН1е  этихъ  постороннихъ  р*шеюй  должно  быть  исключено. 
Въ  силу  #4  =  0  уравнеше  (7)  приводится  къ  виду: 

1=3 
1=1 

и  следовательно  между  тремя  последними  уравнешями  (8)  оказывается 
линейная  связь.  Поэтому,  добавляя  уравнете  х4  =  0,  можемъ  одно  изъ 
нихъ  отбросить,  т.  е.  постороншя  решешя  определятся  уравнешями 

Г=0,    Г=0,    *4  =  0,     Я/;1  +  ^  =  01     Я^  +  ^  =  0;     (9) 
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но  при  этомъ  опять  такн  введи  излишня  решетя  (т.  е.  ихъ  излишне 
отбросили  и  следовательно  ихъ  нужно  добавить),  определяемый  урав- 
нешями 

/=0,    2^=0,    *4  =  0,    хъ  =  0,    <-г^-0.  (10) 

Уравнешя  (8)  зам*нимъ  черезъ 

/-о,    *  =  о,.^-/^,=о,   ГъК-ЬКь-о       (8') 

причемъ  вводииъ  излишняя  рЪшетя 

/•=0,    Р=0,    /;  =  0,    ^;  =  0.  (8*) 

Точно  также  (9)  заменятся  уравнениями 

/=0,     .Р-0,    *4  =  0,     Г^К-СК-0  <9'> 

и  (10)  черезъ 

/•=0,     Р=0,    *4"=0,    х3  =  0,  (10') 

потому  что  последнее  уравнение  (8)  даегь  только  значеше  >-/и- 
Отсюда  найдемъ  искомыя  характеристики: 

Гш  —  (тг'  +  гт')  [(от  + »»'  —  2)8  +  2]  +  2тт'  [(т  —  2)  г  +  (т'  —  2)г']  , 

У»!  =  О»'  +  "•»')  К*»  + »"'  —  2)а  +  2]  +  2отот'  [(от  —  2)  п + (т' — 2)п'] , 

Уио  =  от'г2  (Зот  + »»'  —  4)  +  гг'  [2(от  +  т'  —  2)2  -р  т*  +  от'8  —  2]  + 

+  отг'а  (от  -}-  Зот'  —  2) , 
Гт  =  и  [2от'г  (Зот  -{-  от'  —  4)  +  г'  [2(от  +  от'  —  2)»  4-  »"2  +  »»"  —-2)]  + 

+  п'[г(2(от  -\-  от'  —  2)»  4-  т»  -4-  от'*  —  2)  4-  2отг'  (Зот'  4-  от  —  4)]  , 
^202  -  т'"2  (Зот  +  т'  —  4)  +  ни'  [2(от  4-  от'  —  2)»  4-  т2  +  ж"  —  2]  4" 

4- от»'2  (от  4- Зот'  —  2), 
/,зо  -  О''  +  гт')  (г  +  г')3  4-  2ГГ1  [(от  -  2)  г  +  (от'  -  2)  г'] , 
у)21  =  (отп'  +  йот')  (г  4-  г')2  4-  2(отг'  4-  гот')  («  4-  и')  (г  4-  г') , 
уш  =  (отг'  4-  гт')  («  4"  *02  +  2  (>»»'  4-  «от')  (п  4~  »')  (г  4~  г') , 
Гш  =  (»*'  +  пт')  О»  +  м')а  +  2»»'  [(от  —  2)  »  4-  (»*'  —  2)  «'] , 
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7<м  =  гг'(г\  +  гг'  +  г'г), 

Гт  —  (»г'  +  "О  (>'  +  г')9  +  2гг'  (мг  +  мУ ) ' 

Уш  =  гЧ'  (Зге  "Г  »')  +  ">  (3«ч  +  4мм'  +  Зге'*)  +  г'Ч  (Зк'  +  я) , 

/013  =  ("Г'  +  ГЛ')  (*  +  »')*  +  2ПП'  (МГ  +  "'Г')- 

2.  Плоскостные  особенные  элементы  коинциденцги  суть  пт  ея  эле- 
менты, которыхъ  сочетай  1е  (х ,  р)  есть  основное  еочетате  для  ксьждой 
изъ  соприкасающихся  коинциденцШ. 

Сочеташе  (х,  р)  будетъ  основнымъ  для  всвхъ  коинциденцШ,  опре- 
дЪленныхъ  уравнениями  (5),  если  поел*  подстановки  Х  =  х,  Р=р  они 
сводятся  къ  одному.  Но  подстановка  даетъ 


или 


(И) 


И  такимъ  образомъ  поставленному  условно  удовлетворимъ 

1°  если  -^-  =  0,  (*  =  ], 2,з,4) 

или 

2°  если  - —  =  0,  (*= 1,2,3,4) 

0ик 

или 

3°  если  *т^-+/и-г-  =  0-  (»  =  Ь2Л4)  (12) 

дик    '       0ик 

Первый  уравнешя  даютъ  плоскостные  особенные  элементы  кон- 
некса  /*=  0 ,  принадлежащее  коннексу  Р  =  О .  Они  образуютъ  четвер- 
ную конндиценщю. 

Вторыя  даютъ  плоскостные  особенные  элементы  коннекса  ,Р=0, 
принадлежапце  коннексу  /=  О , — они  также  образуютъ  четверную  ко- 
инциденцШ. 

Наконецъ  третья  система  уравненШ  вм*сгЬ  съ  уравнен1ями  коин- 
циденщи  даетъ  по  исключены  '•/.*  четыре  независимыхъ  уравнешя,  кото- 

18 
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рыя  опред'Ьляютъ  тройную  коинциденщю  илоскостныхъ  особенныхъ  эле- 
ментовъ коинциденцш. 

Это  будутъ  элементы  (три),  для  которыхъ  II  и  V  касаются  и  и 
есть  касательная  въ  общей  точк*. 

Характеристики  онред'Ьлимъ  такъ  же,  какъ  для  многообраз1я  точеч- 
ныхъ  особенныхъ  элсмонтовъ. 

Наконецъ,  линейчатые  особенные  элементы  коинциденц'ш  (1)  суть 
т)ь  ея  элементы ,  которыхъ  сочетание  (х ,  и)  сеть  основное  сочетание 
для  двойной  коинциденцш  (6),  на  которую  опирается  многообразие  со- 
прикасающихся коинциденщи  (о). 

Для  такихъ  элементовъ  три  уравнешя 

(^Р)=0'  2^р*-0'  2^<=0'      (13) 

къ  которымъ  при  подстановки  X  =  х ,  V  =  и  сводятся  уравнешя  (6), 
должны  сводиться  къ  двумъ,  т.  е.  должны  существовать  таыя  Я,  //,  г, 
что  уравнеше 

Я(''Р)+'2|гр*+'1|^==0        (14) 

выполняется  независимо  отъ  значенШ  Р.,,  и  следовательно,  для  такихъ 
элементовъ  имеемъ  при  н'Ькоторыхъ  Я,  /г,  г: 


2       Ч 


дРц  дРц 


0  =  1,2,3,4) 


(15) 


и  следовательно  должны  обращаться  въ  нуль  все  определители  матрицы: 


Л. 
дРи 

~дРя 


Л- 
дРп 

др 
~дКг 


дГ  Ы 


дРц 

др_ 
дРи 


дР-м 
дР_ 
дРч 


<^34 

дР 


~дР» 

дР 


Ф34  ()Р-2 


28 


(Кр,  у)  <Кр1_р)  0(.Р:  у)  <Кр-_р)  д(Р'  р)  д_(Р±_У) 

^,3  '^14  °Ра 


ар 


12 


•42 


«Р. 


42 


ор. 


23 


=  0. 


Это  даетъ  четыре  независимыхъ  }равнешя,  но,  прибавляя  къ  нему 
два  уравнешя  (1),  нолучаемъ  не  шесть  независимыхъ  уравненШ,  а  толь- 
ко пять,  потому  что  умножая  шесть  уравненШ  (15)  каждое  на  соответ- 
ственное р.{  и  суммируя,  получимъ: 


*(Р  ^  Р)  +  гр/-\-  г  Т  1г  =  О 
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и  следовательно,  если  къ  шести  уравнешямъ  (15)  добавимъ  два  урав- 
нен1Я  (1),  то  изъ  шести  первыхъ  окажется  независимыхъ  только  пять, 
и  изъ  нихъ  должны  быть  исключены  >Д  и  ^/\. 

Такимъ  образомъ,  линейчатые  особенные  элементы  коинциденцш 
(простои)  образу ютъ  четверную  ктнциденц'ио. 

Характеристики  ея  определятся  подобно  тому,  какъ  находили  ха- 
рактеристики тройной  коинциденцш,  хотя  и  несколько  сложнее.  На  этомъ 
я  уже  не  буду  останавливаться. 

§  г. 

Сопряженный  конненсъ.  Обобщеже  конфигурации. 

1.  Подобно  сочетаю ю  (точка,  плоскость),  сочеташе  (точка,  прямая, 
плоскость)  является  само  себе  двойственнымъ, — поэтому  можно  было-бы 
ожидать,  что  для  разематрнваемыхъ  коннексовъ  долженъ  существовать 
ковар1антный  сопряженный  коннексъ,  какъ  и  для  коннексовъ  съ  элемен- 
томъ  (точка,  плоскость). 

На  самомъ  деле  оказывается  однако,  что  для  разематрнваемыхъ 
коннексовъ  сопряженнаго  коннекса,  вообще  говоря,  не  существуете 

Возьмемъ  какой-нибудь  элементъ  (х ,  р,  и)  коннекса 

Г(х,р,  и)  =  0.  (1) 

Сочетанш  (р ,  и)  этого  элемента,—  если  оно  не  будетъ  основными, — 
иринадлежитъ  поверхность  X  ,  на  которой  и  лежитъ  точка  а- элемента. 
Поверхность  X  им'Ьетъ  въ  точки  х  определенную  вообще  говоря  каса- 
тельную плоскость,  уравнеше  которой 

Такимъ  образомъ  элементу  (х ,  р  ,  и)  въ  силу  коннекса  подчиняется 
определенная,  вообще  говоря,  плоскость  (2),  координаты  которой 

-\  п 

ОГ{=       Т.  (1=1,2,3,4)  (3) 

/' 

Точно  также  сочетанию  (х ,  р)  того  же  элемента  принадлежать,  во- 
обще говоря,  определенная  поверхность  Г  ,  и  плоскость  и  элемента  есть 
одна  изъ  касательныхъ  плоскостей  этой  поверхности.  Точка  ея  при- 
косновешя  къ  V     определится  уравнешемъ 

-^'^  =  0  (4) 


I 


А  *"Ч 


—  276  — 

и  такимъ  образомъ  элементу  (х ,  р .  и)  подчиняется  далее  определенная, 
вообще  говоря,  точка,  которой  координаты  определяются  помощью  урав- 
ненШ  коннекса  (1): 

р-у*™^;-         <*=>.2^>  15) 

До  сихъ  поръ  обращеше  идетъ  такъже,  какъ  въ  тернарномъ  кон- 
некс*  и  въ  коннекс*  съ  элементомъ  (точка,  плоскость). 

Но  когда  возьмемъ  сочеташе  (х,  и)  элемента  и  будемъ  разсматри- 
вать  соответственный  комплексъ  Ряи,  которому  принадлежитъ  прямая  р 
элемента,  то  получится  уже  нечто  иное. 

Комплексъ  Р^  им*етъ  для  своей  прямой  р  не  одинъ  касательный 
линейный  комплексъ,  а  безчисленное  множество.  Соответственно  этому, 
если  исходить  изъ  уравнен1я  (1),  которое  можетъ  быть  заменено  лю- 
бымъ  уравнешемъ 

А-г/т)  +  ^  и  (*У  «О  •  (^ Р)  =  °  <  (6) 

уравнеше  касательнаго  къ  Рхп  комплекса  изобразится 

Ъ$-Лр«+Г^< Р)=о-  <7> 

Такимъ  образомъ  элементу  (х ,  р ,  и)  подчиняется  не  прямая,  а  пу- 
чекъ  линейныхъ  комплексовъ,  потому  что  при  данныхъ  х,  р,  и  можно 
разсматривать  Гх(хри),  какъ  одинъ  произвольный  параметръ  въ  (7). 

При  этомъ  прямая  и  при  томъ  одна  получится  только  при  условш 

ибо  тогда  (7)  какъ  уже  видели  выше  принимаетъ  видъ: 

(Я  +  Д)  (Р,  Р)-0. 

Такимъ  образомъ  элементу  (х ,  р ,  и)  подчиняется  одна  опред)ълт- 
ная  прямая  и  при  томъ  сама  прямая  элемента,  если  элементъ  будешь 
линейчато-осооеннымъ. 

Далее  мы  получимъ  прямую  (хотя  и  не  одну,  а  оо1  прямыхъ),  если 
(7)  изображаете  специальный  линейный  комплексъ, — т.  е.  если  инва- 
р1антъ  его  обращается  въ  нуль, 


+ 
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(дГ  ,    1  ,д(р,р)      д/      1  гд(р,р)\ 
\др    ■    2  '1      др     '    др^~  2  ''      о!/>     / 

-(1-|)+'.Ы;+^-'>-И*-$+*-'+ 

Такимъ  образомъ  касательный  комнлексъ  можетъ  быть  спещаль- 
нымъ  только  въ  томъ  случае,  если  прямая  р  есть  специальная  прямая 
комплекса  Р^ ,  и  тогда  вс*  касательные  комплексы  будутъ  спещальными. 
Мы  получимъ,  какъ  совокупность  ихъ  осей  пучекъ  прямыхъ,  проходя- 
щихъ  черезъ  точку  встречи  р  и  прямой  ^ ,  которой  ашальныя  коорди- 

наты  суть  -—-. 

Итакъ:  элементу  (х,  р ,  и)  подчиняется  пучекъ  прямыхъ,  если  р 
есть  спещальная  прямая  комплекса  Р^ ,  т.  е.  если  элемептъ  (х ,  р,  и) 
щтнадлежитъ  коинциденцш  переаъчемя  (1)  коннексомъ  (2т ,  2г — 2,  2п): 

Какъ  уже  было  упомянуто  ранЪе,  въ  составъ  этой  коинциденцш 
входятъ  и  линейчатые  особенные  элементы  коинциденцш. 

ВсЬмъ  прочимъ  элементамъ  коннекса  иринадлежитъ  не  прямая  и 
не  пучекъ  прямыхъ,  а  пучекъ  линейныхъ  комплексовъ,  содержащихъ  пря- 
мую элемента  и  им'Ьющихъ  одинъ  и  тотъ  же  параметръ. 

Такимъ  образомъ  для  коннексовъ  съ  элементами  (.г ,  р ,  и)  какъ 
въ  томъ  случа*,  если  (8)  не  выполняется  тождественно,  такъ  и  въ  томъ, 
когда  (8)  выполняется  тождественно  для  всякаго  элемента  кон- 
некса, не  существуешь  сопряженнаю  коннекса,  т.  е.  такого  ковар1антнаго 
коннекса,  которой  бы  состоялъ  изъ  такихъ  же  элементовъ,  какъ  ис- 
ходный, и  элементы  котораго  находились  бы,  вообще  говоря,  въ  одно- 
значномъ  и  однозначно-обратимомъ  соотв'Ьтствш  съ  элементами  исходнаго. 

Тоже  самое,  очевидно,  им'Ьетъ  м*Ьсто  и  по  гЬмъ  же  причинамъ 
для  коннексовъ  съ  элементомъ  (.г,  р)  и  (/?,  и),  если  бы  даже  условиться 
ставить  два  этихъ  типа  коннексовъ  во  взаимную  связь. 
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2.  Такое  отсутств1е  соиряжениаго  коннекса  заставляете  остановиться 
на  причннахъ  его  и  попытаться  такъ  изменить  введенныя  опред*лен1я, 
чтобы  возможно  было  иостроеше  аналогичной  теорш. 

Обратимся  прежде  всего  къ  опред*ленш  касательныхъ  линейныхъ 
комплексовъ.  Если  прямую  трехм*Ьрнаго  пространства  изобразимъ  точкою 
пятим*рнаго  илоскаго  многообраз1я,  лежащей  на  квадратичномъ  М{,  то 
комплексъ  прямыхъ  изобразится  пересЬчешемъ  двухъ  Л/4:  одного,  кото- 
рагц  уравнеше  есть  уравнеше  даннаго  комплекса,  и  другого,  упомяну- 
таго  выше  квадратичнаго  многообраз1я. 

Мы  им*емъ  такимъ  образомъ  задачу  найти  касательное  плоское 
Мг  для  трехм'Ьрнаго  же  многообраз1я — нересЬчешя  двухъ  Л/4 : 

/*(<гг)  =  0,     (соотв'Ьт.  уравнеше  комплекса    {(р)  =  О)  (1) 

<*(*)  =  (*,    Ю  — О       (СООТВ.  -О;,    ^)=^12^84-Г^1з^12+^14^23  =  0)-        (2) 

Если  2  означаетъ  точку  прикосновешя,  ГЛ — точку  касательнаго  Д/8 , 
то  уравнешя  последняя)  будугь: 


(3) 


Вместо  этого  разсматриваютъ  (ср.  Коепщз,  1.  с.  стр.  71  и  ел.),  какъ 
касательное  многообраз1е,  такое,  которое  лежитъ  также  на  ш(>)  =  0. 
Поэтому  пришлось  бы  или  принимать  за  касательное  многообраз1е  такое  М, , 
которое  определяется  уравнениями  (2 1  и  (3),  или  же,  чтобы  им4ть,  какъ 
и  ъъ  геометрш  точки  и  плоскости,  снова  касательное  многообраз1е 
3-хъ  изм4ренШ,  взять,  какъ  это  и  делается,  плоское  Л14 ,  определенное 
уравнешями  (3),  но  тогда  получается  не  одно  касательное  многообразие,  а 
оЫ  ихъ,— ибо  черезъ  Л/3,  определенное  уравнешями  (3),  можно  провести 
нучекъ  плоскихъ  Л/4: 


*1%*.+>1^*.-- 


(4) 


Пм^я  за  собою  достоинство  первенства  прим1швшя,  пр1емъ  этотъ 
не  бол'Ье  еетественъ,  п4мъ  указанная  выше  возможность  применять  не 
уравнешя  (2)  и  (4),  а  уравнешя  (2)  и  (3),  т.  е.  вместо  пучка  каса- 
тельныхъ комплексовъ  рассматривать  касательную  коинциденщю. 

При  определены  линейчато-особеиныхъ  элементовъ — намъ  и  при- 
шлось воспользоваться  этимъ  гциемомъ. 
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Для  прим*ненШ  представилъ  бы  однако  известный  удобства  дру- 
гой пр1емъ, — именно  разсматривать  въ  качеств*  касательиаго  Л/3  имен- 
но то,  которое  определяется  уравнешями  (3). 

При  этомъ,  конечно,  придется  выйти  изъ  геометрш  прямой  въ  гЬс- 
номъ  смысл*  слова  и  перейти  до  известной  степени  въ  геометрш  ли- 
нейныхъ  комплексовъ.  Действ.,  отбрасывая  (2)  по  отношенш  къ  #,  мы 
считаемъ  7.  не  прямою,  а  линейнымъ  комплексом!»  и  следовательно^ 
за  плоское  касательное  къ  комплексу  (1)  Ъ1Ъ  беремъ  плоское  М.А  линей- 
ныхъ  комплексовъ,  полярныхъ  данному  и  содержащихъ  прямую  нри- 
косновешя. 

Полученное  плоское  3/3  линейныхъ  комплексовъ  мы  им*Ьемъ  право 
называть  касательнымъ  потому,  что  если  возьмемъ  прямую  г  -\-  йг  (пред- 
положено, что  г  +  <1г  есть  прямая  даетъ  {г ,  Аг)  =  О)  и  допустимъ,  что 
эта  прямая  есть  одинъ  изъ  спещальныхъ  линейныхъ  комплексовъ  раз- 
сматриваемаго  М3 .  то  она  удовлетворит!,  уравненш 

или  въ  силу  /*(*)  ==■  О  уравненш 

и  следовательно,  подстановка  г  +  из  въ  уравнеше  комплекса  даетъ  ре- 
зультата 2-го  порядка  малости,  и  обратно  если  прямыя  г  из^-^  при- 
надлежать комплексу,  то  прямая  г  +  йг  представляетъ  одинъ  изъ  спещ- 
альныхъ  линейныхъ  комплексовъ  разсматриваемаго  М,6. 

3.  Прим*нен1е  вышеириведенныхъ  соображенШ  къ  коннексамъ 
(х ,  р ,  и)  даетъ  вместо  соприкасающагося  трилинейнаго  коннекса  такую 
конфигуращю 

1^  0х.0ик0рл       '    *   >1  ч       ^} 

гд*  С.х  шесть  всличинъ,  независимыхъ  между  собою  и  определяющихъ 
не  прямую,  а  линейный  комплекс!». 

Мы  приходимъ  такимъ  образомъ  къ  конфигуращямъ,  въ  которыхъ 
элементомъ  является  уже  не  комбинащя  (точка,  прямая,  плоскость),  а 
соединеше  (точка,  линейный  комплексъ,  плоскость). 

Так1Я  конфигурации  можно  изучать  систематически,  какъ  это  де- 
лается по  отношенш  къ  коннексамъ  различныхъ  тииовъ. 

Изъ  обтаго  числа  оо11  нодобныхъ  улементовъ  одно  уравнеше  вы- 
деляетъ  совокупность  оо10  ихъ,  которые  образуютъ,  скажемъ,  коннексъ 
(и :,  с,  и),  два  уравнешя  выд*ляютъ  оо9,  образующихъ  коинциденцш 
(.г,  с,  и)  и  т.  д. 
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Съ  атой  точки  зр*н1я  разсматриваемый  въ  настоящей  стать*  кон- 
нексъ  является  коинциденщей  особеннаго  типа, — онъ  выделяется  двумя 
уравнешями 

/"(т,  с,  м)  =  0,        (с,  с)  =  0, 

изъ  которыхъ  второе  выражаетъ,  что  беремъ  не  всевозможные  линейные 
комплексы,  а  только  снещальные. 

Можно  заметить,  употребляя  терминолопю  аналогичную  той,  кото- 
рую применяли  выше,  что  эта  коинцнденщя  им^еть  каждый  спещаль- 
ный  линейный  комплексъ  (каждую  прямую)  основнымъ,  ибо  второе  урав- 
неше  имъ  выполняется  независимо  отъ  значешй  х  и  и. 

Можно  дать  определение  особенныхъ  элементовъ,  какъ  коннекса 
Я>,  с,  м)  =  0,  такъ  этой  коинциденщи,  причемъ  для  последней  при- 
демъ  къ  упомянутой  выше  соприкасающейся  коинциденщи  и  т.  д. 

Не  останавливаясь  на  дальн*йшихъ  подробностяхъ,  зам-Ьтимъ  только, 
что  коннексы  съ  элементомъ  (точка,  линейный  комплексъ,  плоскость)  до- 
пускаютъ  обращете,  т.  е.  им4ютъ  сопряженный  коннексъ.  Действительно 
каждому  элементу  (л:,  с,  «)  такого  коннекса  принадлежитъ,  вообще  го- 
воря, определенная  плоскость  (касательная  къ  Хси):ог|.  =  —^(г=1,  2,  3,  4), 
определенная  точка  (точка  прикосновешя  плоскости  и  элемента  съ  по- 
верхностью  Ьтхе):  (>ук  =  у-  (к  =  1 ,  2 ,  3 ,  4). 

Наконецъ,  составляя  поляру  /"(а*,  с,  и)  относительно  координатъ 
комплекса,  получимъ: 

которое  для  данныхъ  ос  и  и  изображаетъ  плоское  Мь  линейныхъ  ком- 
плексовъ,  содержащее  комплексъ  прикосновешя  с  и  обладающее  темъ 
свойствомъ,  что  комплексъ  с -{-(1с,  безконечно  близкШ  къ  с  и  ему  при- 
надлежапцй,  обращаетъ  уравнеше  коннекса  (для  данныхъ  х ,  и)  въ  без- 
конечно малую  2-го  порядка  отн.  (1с. г  Это  есть  касательное  плоское  Л/5 
линейныхъ  комплексовъ.  Оно  опредёляетъ  одинъ  совершенно  опреде- 
ленный линейный  комплексъ,  съ  которымъ  все  его  комплексы  находятся 
въ  инволющи,  именно  комплексъ  К ,  котораго  координаты  суть: 

тд(к^0=д1 
дкл         дс.; 

Такимъ  образомъ  элементу  (х ,  с ,  м)  подчиняется  элементъ  того  же 
типа  {у у  к,  г). 
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Совокупность  всЬхъ  элементовъ  (у ,  к ,  V),  соотвйтствующихъ  всЬмъ 
элементамъ  коннекса  Г(х ,  с ,  и)  =  О,  опред'Ьляетъ,  следовательно,  новый 
коннексъ  У  (у,  А,  »)  =  0  того  же  типа,  который  и  будетъ  сопряженнымъ 
первому. 

Связь  ихъ  взаимная, — можно  показать,  что  если  для  коннекса 
Р(у,  А-,  ю)  =  0  будемъ  искать  сопряженный,  то  получимъ  исходный 
коннексъ  {(х ,  с  у  и)  =  О  :  коннексъ  сопряженный  сопряженному  есть 
исходный  коннексъ. 

Такимъ  образомъ,  что  касается  теорш  сопряженнаго  коннекса  и 
связанныхъ  съ  нимъ  свойствъ,  указанный  въ  этомъ  §-*  обобщенный 
коннексъ  является  бол4е  близкимъ  аналогомъ  тернарнаго  коннекса  и 
коннекса  съ  элементомъ  (точка,  плоскость),  чЪмъ  коннексъ  съ  элементомъ 
(точка,  прямая,  плоскость). 

Напротивъ  этотъ  посл4днШ  коннексъ  представляетъ  ббльшую  ана- 
лопю  въ  томъ,  что  касается  главной  коинциденцш  и  связанной  съ  нею 
интеграшонной  задачи. 


ИЗВЛЕЧЕМ  ИЗЪ  ПРОТОШОВЪ  ЗАОВДАН1Й. 


Заоьдате  15  февраля  1902  юда. 

1.  Прочитана  телеграмма  К.  А.  Андреева  съ  выражешемъ  благо- 
дарности Обществу  за  иоздравлешя  по  поводу  30-л*Т1Я  ученой  деятельности. 

2.  Прочитаны  письма  проф.  йагетЪа  и  проф.  Кот 'а  съ  выраже- 
шемъ  благодарности  за  избраше  въ  члены-корреспонденты  Общества. 

3.  А.  М.  Ляпунов!»  и  В.  А.  Стекловъ  предложили  въ  члены  Об- 
щества профессора  Тулузскаго  Университета  Е.  Соззега!;  решено  про- 
извести баллотировку  въ  с.тЬдующемъ  засЬданш. 

4.  В.  II.  ЛлекпьевскШ  сдЪлалъ  сообщеше;  „О  Риманновой  функщи 
^  съ  тремя  аргументами". 

5.  М.  А.  ТихомандргщкШ  отъ  имени  Д.  А.  Граве  сдЪдалъ  сооб- 
щен1е:  „О  д1аметрахъ  кривыхъ  3-го  порядка". 


Зааъдаме  о  апргьля  1902  юда. 

1.  Прочитано  письмо  отъ  историко-филологическаго  Общества  при 
Харьковскомъ  Университет*  съ  выражешемъ  благодарности  за  поздрав- 
ления, принесенный  Математическим!»  Обществомъ  въ  день  двадцати- 
иятнл'&пя  историко-филологическаго  Общества. 

2.  По  иредложенш  расиорядительнаго  Комитета  единогласно  вы- 
браны въ  почетные  члены  Общества:  академик!»  А.  А.  Марков!»,  про- 
фессоръ  Электротехническаго  Института  К.  А.  Иоссе  и  профессор!» 
Университета  св.  Владюира  В.  II.  Ермакова». 

3.  По  предложению  А.  М.  Ляпунова  и  В.  А.  Стеклова  въ  члены- 
корреспонденты  Общества  единогласно  выбранъ  профессор!»  КЧевскаго 
Политехническаго  Института  А.  II.  Котельннковъ. 

Л.  М.  Л.  Ъисоманбрицкш  отъ  имени  Д.  Д.  Мордухай-Болтовского 
сдЪлалъ  сообщеше:  „Объ  инвар1антныхъ  нреобразовашяхъ  ультраэлли- 
птическнхъ  интегралов!.1* 
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ГОДИЧНОЕ  СОБРАН1Е  ОБЩЕСТВА 
1  октября  1902  года. 

1.  Доложенъ  и  утвержденъ  годичный  отчетъ  о  деятельности  Об- 
щества за  истекшШ  1901 — 1902  ак.  годъ. 

2.  Произведенъ  выборъ  членовъ  распорядительнаго  комитета  на 
1902 — 1903  акад.  годъ;  избраны:  предсЬдателемъ  проф.  В.  А.  Стекловъ, 
товарищами  председателя:  проф.  Л.  О.  Струве  и  пр.  доц.  В.  П.  Алек- 
сЬевскШ,  секретаремъ  пр.  доц.  А.  П.  ПшеборскШ. 

3.  Единогласно  безъ  баллотировки  избранъ  въ  почетные  члены 
Общества  проф.  М.  А.  ТихомандрицкШ. 

4.  Постановлено  просить  А.  П.  Пшеборскаго  разсмотр*Ьть  статью, 
присланную  капитаномъ  Фроловымъ  изъ    Онеги  и  дать    о   ней    отзывъ. 


Засгьдаиге  18  октября  1902  юда. 

1.  Председатель  доложилъ,  что  имъ  получено  письмо  огь  М.  А. 
Тихомандрицкаго  съ  выражешемъ  благодарности  за  избраше  въ  почет- 
ные члены  Общества. 

2.  В.  А.  Стекловъ  отъ  имени  В.  II.  Ермакова  сделалъ  сообщеше: 
„Вар1ацюнное  исчислеше  въ  изложенш  Вейерштрасса". 

3.  М.  Н.  Лагутинокш  сдЬлалъ  сообщеше:  в0  циклпческихъ  крн- 
выхъ  3-го  порядка". 

4.  В.  А.  Стекловъ  сдЬлалъ  сообщеше:  „Некоторый  приложешя 
основной  теоремы  мемуара:  РгоЫеше  (1е  геГпмсМззешеп!  (Типе  Ьагге 
Шбгорёпе". 


Засгъдате  3  декабря  1902  юда. 

1.  Председатель  доложилъ    о   полученныхъ    Обществомъ    книгахъ. 

2.  В.  А.  Стекловъ  сделалъ  сообщеше:  „Къ    теорш    тригонометри- 
ческихъ  рядовъ". 

3.  И.  Н.  ЛаьутиискШ-   сделалъ   сообщеше:  „О  первыхъ    интегра- 
лахъ  системъ  линейныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ". 

4.  В.  П.  Алекаъевскш  сделалъ  сообщеше  „О  Рпманновой  функщи 
^  двухъ  аргументовъ", 
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Зааъдаме  7  февраля  1903  юда. 

1.  Председатель  доложилъ  о  полученныхъ  въ  даръ  книгахъ. 

2.  /.  /.  Сикора  сд*лалъ  сообщеше:  „Фотографичест  изсл*дован1Я 
кометы  1902  гЛ 

3.  1.1.  Сикора  сд*лалъ  сообщеше:  „ОсЬверномъ  ^ншнаМурман*". 

4.  В.  А.  Опекловъ  сд-Ьлалъ   сообщеше:  „Объ   одномъ    зам*чатель- 
номъ  равенств*", 

5.  М.   Н.   Лагутинскш   сд*лалъ   сообщеше:    „Обобщеше   теоремы 
Ма1из'а\ 

6.  Въ    число   членовъ    Общества    безъ    избрания    принять   проф. 
Д.  М.  Синцовъ. 


Заоъданм  18  апр)ъля  1003  юда. 

1.  Председатель  доложилъ  о  полученныхъ  въ  даръ  книгахъ. 

2.  В.  А.  Стекловъ  сд*лалъ   сообщеше:  „Къ    теорш  тригонометри- 
ческихъ  рядовъ". 

3.  Н.  Н.  Салтыковъ  сд-Ьлалъ  сообщеше:  „Объ  интегрированш  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ  въ  частныхъ  производныхъ  и  каноническихъ". 


Зааъдан^е  27  ащпъля  1902  юда. 

1.  М.  Н.    Лагутинскш    сд*лалъ    сообщеше:    „Объ    одной    групп* 
преобразованы  пространства". 

2.  Д.  М.  Синцовъ   сд*лалъ    сообщеше    „Объ  особыхъ    элементахъ 
коннекса". 

3.  Н.  Н.  Салтыковъ  сд*лалъ  сообщеше  „Объ  интегралахъ  диффе- 
ренщальныхъ  уравненШ14. 

4.  В.  А.  Стекловъ  сд*лалъ  сообщеше  „О  разложены  данной  функ- 
щи  въ  рядъ  по  функщямъ  Чебышева". 


ГОДИЧНОЕ  С0БРАН1Е  ОБЩЕСТВА 
12  октября  1903  юда. 

1.  Председатель  напомнилъ  о  смерти  почетнаго  члена  Общества 
проф.  Н.  В.  Бугаева  и  действительна™  члена  приватъ-доцента  М.  II. 
Косача  и  предложилъ  почтить  память  ихъ  вставашемъ. 

2.  Доложенъ  и  утвержденъ  отчетъ  о  деятельности  и  состоянш 
Общества  за  предыдущШ  190а/з  акад.  годъ. 
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3.  В.  А.  Стекловъ  предложить  въ  почетные  члены  Общества 
академиковъ  Рошсагё,  РкагсГа  и  АрреИ'я,  которые  избраны  единогласно 
раг  асс1аша1юп. 

4.  Произведенъ  выборъ  членовъ  расиорядительнаго  комитета  на 
190*,  4  акад.  годъ.  Избраны:  предсЬдателемъ  проф.  В.  А.  Стекловъ,  то- 
варищами председателя  проф.  А.  П.  Грузинцсвъ  и  ириватъ-доцентъ 
В.  П.  Алекс*евск1Й  и  секретаремъ    приватъ-доцентъ  А.  П.  ПшеборскШ. 


Запъдате  24  октября  1903  юба. 

1.  В.  А.  Стекловъ  нредложилъ  въ  члены-корреспонденты  Общества 
проф.  На(1атаг(1  (Парижъ)  и  проф.  НипуМя  (Цюрихъ).  Постановлено 
баллотировать  ихъ  въ  будущемъ  засЬдан1и. 

2.  Всл*дств1е  просьбы  Владим1рскаго  общества  любителей  естество- 
знашя  о  высылке  издашй  Математическаго  Общества  постановлено  вы- 
сылать таковыя,  начиная  съ  VIII  тома. 

3.  В.  А.  Стекловъ  о*1Ъ  имени  В.  7/.  Ермакова  сделалъ  сообщеше: 
„Къ  вопросу  объ  интегрированш  обыкновенныхъ  дифференциальных!» 
уравнешяхъ  1-го  порядка". 

4.  В.  11.  Алекешжкш  сделалъ  сообщеше:  „Заметка  о  функциях!» 
КшкеНп'а44. 

5.  В.  А.  Стекловъ  сделалъ  сообщеше:  „Некоторый  приложешя 
одной  формулы  суммировашя". 


Заепданн'  31  октября  1903  года. 

1.  Председатель  доложилъ  письма  академиковъ  РошсагФ,  Р1сапГа 
и  Арре1Гя  съ  выражешемъ  благодарности  за  избраше  ихъ  въ  почетные 
члены  Общества. 

2.  Председатель  сообщил»  о  иредетоящемъ  2  ноября  чествованы! 
тридцатилетия  ученой  деятельности  проф.  Харьковскаго  Университета 
М.  С.  Дринова.  Постановлено  просить  г.  председателя  приветствовать 
юбиляра  отъ  имени  Общества. 

3.  Единогласно  избраны  въ  члены-корреспонденты  Общества  проф. 
ИиплИз  (Цюрихъ)  и  Иа(1ашап1  (Парижъ). 

4.  А.  //.  Грузин цевъ  ирочелъ  некрологъ  М.  П.  Косача. 

5.  В.  II.  Алекаъевсюи  сделалъ  сообщеше:  „Кътеоршгаммоморфныхъ 
функщй". 

0.  В.  А.  Стекловъ  сделал!»  спобщеше:  „Объ  одномъ  особенномъ 
свойстве  рядовъ,  наиболее  часто  встречающихся  въ  анализе". 
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Заоьдате  2$  ноября  1903  года. 

1.  Председатель  доложи лъ  письма  проф.   НипгИг'а  и    НайатапГа 
съ  выражешемъ  благодарности  за  избраше  въ  члены  Общества 

2.  31.    А.    ТихомандрицкШ    доложилъ    статью    В.    II.    Ермакова: 
„О  перюдическихъ  функщяхъ". 

3.  В.  А.  Стекловъ  сдЬлалъ  сообщеше:  „О  н*которыхъ  полиномахъ, 
входяишхъ  въ  формулы  суммировашя  Эйлера  и  Буля. 


Томъ  VIII,  Л«  6. 

00ДЕРЖАН1Е. 


Стран. 

Къ  теорш  коннексовъ   [Коннексы  съ  элементомъ  (точка,  пря- 
мая, плоскость)].  Д.  А/.  Синцова 241 

Извлечете  изъ  протоколовъ  засЬданШ :    .    283 


С00БЩЕН1Я 


Харьковшго  Матенатишо  Общества 

издаются  подъ  редакщею  распорядительнаго 
комитета  Общества. 

Книжки  СообщенШ  выпускаются  въ  неопределенные  сроки,  по 
мир*  отпечатали,  въ  разм*р4  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  составляют^  томъ. 

Желаюпце  подписаться  на  восьмой  томъ  второй  серш  благоволят  ъ 
адресовать  свои  заявлешя  на  имя  секретаря  Общества  въ  ХарьковскШ 
Университегь.  Подписная  цйна  3  рубля. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  серш  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом'Ьщенныхъ  въ 
книжкахъ  первой  серт/ц^на  20  коп.,  3)  Первые  семьтомовъ  2-й  серш 
(42  выпуска),  ц4на  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требовашями  и  по  всЬмъ  дЪламъ,  касающимся  Общества, 
просятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  ХарьковскШ 
Университегь. 


ТаЫе  (1ез  тайёгез. 

Радев. 

Е1и(1е8  зиг  1ез  соппехез,  раг  В.  8Шзо{ 241 

Ех1гаИ  <1ез  ргосёз-гегЬаих  (1ез  зёапсез 283 


СоттшсаШпз  йе  1а  $0С1ё(ё  таМётайдие  йе  КЬагк<т. 

2-е  вёпе,  Тоте  IX. 


СООБЩЕНТЯ 

ХАРЬНОВСНАГО 

МАТЁКАТИЧЁСКАГО  ОБЩЕСТВА. 


ВТОРАЯ   СЕР1Я. 
Тоиъ  IX. 


ХАРЬКОВЪ. 

Типограф) я  в  Литограф1я  М.  Зильбербергъ  и  С-вьа. 

Рыбпая  улице,  доит.  М  ЗО-й. 

1906. 


На  основанш  §  9  Устава  Харьковскаго  Математическаго   Общества  печатать 
и  выпустить  въ  свить  разрешается. 

Председатель  Математическаго  Общества  Профессоръ  В.  Стеклоеъ. 


С0ДЕРЖАН1Е 

Х1-го  тома. 

Стр. 
Составъ   Харьковскаго   Математическаго   Общества  къ 

1-му  Января  1906  года А'— VII 

Дисперсия  металловъ,  А.  П.  Грузмнцева 1 — 32 

Дифференщальныя  уравнешя  перваго  порядка,  имйю- 
Щ1Я  данный  интегральный  множитель  фактор1альной  формы, 

В.  П.  Ермакова 33—59 

По  поводу  статьи  В.  П.  Ермакова  подъ  заглав1емъ: 
„Дифференщальныя  уравнетия  перваго  порядка,  им1>юиця 
данный    интегральный    множитель    фактор1альной    формы", 

А.  Н.  Коркима 51 — 59 

Изсл^довашн  по  теорш  уравнешй  съ  частными  про- 
изводными   перваго    порядка    одной    неизвестной    функщи, 

Н.  Н.  Салтыкова • 60 — 292 

Извлечете  изъ  протоколовъ  засЬданШ 293 — 295 


ТАВЪЕ  БЕ8  МАТ1ЕКЕ8 

йи  1оте  IX. 


Рад. 

1лз1е    йез    тетЬгез    йе   1а   8осл61е    таШётаНцие    йе 

КЬагко\у V— VII 

8иг  1а  Шзрегзюп  йез  тё1аих,  раг  А.  (1гошт1ге#   .    .  1 — 32 

8иг  1ез  ёяиаШтз  йШёгепИеЦез  йи  ргет1ег  огйге  айте1- 

1ап1  ип  тиШрИса1еиг  йе  1а  Гогте  Гас1опе11е,  раг  IV.  Егпшко#.  33 — 50 

Ветащие  геЫЬ'е  аи  Мёпкиге  йе  М.  \У.  ЕгтакоГГ: 
п8иг  1ез  (^иаНопз  ШГГёгепНеИез  йи  ргепиег  огйге  айтеНап! 

ип  тиШрНса1еиг  йе  1а  Гогте  ГасИопе11ва,  раг  Л.  Когкгпе  .  51 — 59 

КесЬегсЪез  зиг  1а  Шбопе  йез  ^иаНопз  аих  йёпгёез 
рагИеПез    йи    ргепиег    огйге    й'ипе    ГопсИоп    шсошше,    раг 

N.  ЗаЩкою  .    .    • •    .    .    .    .  60—292 

ЕхгаИ  йез  ргосёз  уогЬаих  йез  зёапсез 293 — 295 


Составъ  Харьковскаго  Математическаго 

Общества 

къ  1-му  1906  года. 


А.  Распорядительный  комитетъ. 

1.  Председатель:  В.  А.  Стекловъ. 

2.  Товарищи  председателя:  А.  П.  Грузиндевъ  и  Д.  М.  Синцовъ. 

3.  Секретарь:  А.  П.  ПшеборскШ. 

В.  Почетные  члены. 

1.  Андреевъ  Константинъ  АлексЬевичъ,  проф.  Московскаго  уннв. 

2.  Р.  Арре1,  проф.  Парижскаго  университета,  академикъ. 

3.  Бобылевъ  Дмитр1й  Константиновичъ,  проф.  СПБ.  университета. 

4.  Ермаковъ  ВасилДО  Петровичъ.  проф.  универ.  св.  Владим1ра. 

5.  ЖуковскШ  Николай  Егоровичъ,  проф.  Московскаго  унив. 

6.  Коркинъ  Александръ  Николаевичъ,  проф.  СПБ.  унив. 

7.  Ляпуновъ  Александръ  Михайловичу  академикъ. 

8.  Марковъ  Андрей  Андреевич!,,  академикъ. 

9.  Е.  Ркагй,  проф.  Парижскаго  университета,  академикъ. 

10.  Н.  Рошсагё,  проф.  Парижскаго  университета,  академикъ. 

11.  Поссе  Константинъ  Александровичу  проф.  СПБ.  элект.-техн.  инст. 

12.  ТихомандрицкШ  Матв*Ьй  Александровичъ,  проф.  Харьков,  унив. 

С,  Действительные  члены. 

1.  АлексЬевскШ  Владим1ръ  Петровичъ,  проф.  Томскаго  технол.  инст. 

2.  АльбицкШ  ВасилШ  Ивановичъ,  проф.  Харьковскаго  технол.  инст. 

3.  Веребрюсовъ  Александръ  Степановичу  бывш.  прей.  Староб*л.  гимн. 

4.  Виноградовъ  Иванъ  АлексЬевичъ,  директ.  Харьков,  коммерч.  учил. 

5.  Граве  ДмитрШ  Александровичъ,  проф.  унив.  св.  Владим1ра. 


VI 

6.  Гречаниновъ  Алексей  Васильевичъ,  бывш.  проф.  Харьк.  техн.  инст. 

7.  Грицай  Алексий  СергЬевичъ,  директ.   Сумскаго  реальн.  учил. 

8.  Грузннцевъ  Алексей  Петровичъ,  проф.  Харьк.  унив. 

9.  Евдокимовъ  Николай  Николаевичъ,  приватъ-доцентъ  Харьк.  унив. 

10.  Зворыкинъ  Константинъ  Алексеевича»,  бывш.  дир.  Ьаев.  полит,  инст. 

11.  Зерновъ  ДмитрШ  Степановичъ,  проф.  СПБ.  техн.  инст. 

12.  Кпрпичевъ  Викторъ  Львовичъ,  проф.,  СПБ.' 

13.  Киселевъ  Андрей  Петровичъ,  препод.  Воронеж,  кадетск.  корпуса. 

14.  Клюшниковъ  Александръ  Андреевичъ,  препод.  1-й  Харьков,  гимн. 

15.  Кнаббе  Владиэпръ  СергЬевичъ,  проф.  Харьков,  техн.  инст. 

16.  Косенко  Михаилъ  Семеновичу  бывш.  преп.  Харьковской  гимн. 

17.  ЛагутинскШ  Михаилъ  Николаевичъ,  приватъ-доцентъ  Харьк.  унив. 

18.  Латышевъ  ГригорШ  АлексЬевичъ,  бывш.  проф.  Харьк.  техн.  инст. 

19.  ЛевицкШ  ГригорШ  Васильевичъ,  проф.  Юрьевскаго  унив. 

20.  МаевскШ  Андрей  Васильевичъ,  препод.  3-й  Харьк.  гимн. 

21.  МихайловскШ  Болеславъ  Григорьевичъ,  б.  преп.  Харьк.  реал.  учил. 

22.  Мухачевъ  Петръ  МатвЪевичъ,  директ.  Харьков,  техн.  инст. 

23.  Пильчиковъ  Николай  Дмитр1евичъ,  проф.  Харьков,  техн.  инст. 

24.  ПогорЪлко  Александръ  Константиновича  б.  проф.  Харьк.  техн.  инст. 

25.  Проскурниковъ  Николай  Васильевичъ,  б.  преп.  Харьк.  реальн.  учил. 

26.  ПшеборскШ  Антонъ  Павловичъ,  проф.  Харьковскаго  унив. 

27.  Раддигъ  Александръ  Александровичу  проф.  Шевск.  политехи,  инст. 

28.  РаевскШ  СергЬй  Александровичъ,  окр.  инсп.  Харьков,  учебн.  окр. 

29.  Рейнботъ  Александръ  Евгеньевичъ,  бывш.  стии.  Харьков,  унив. 

30.  РоговскШ  Евгешй  Александровичъ,  проф.  Харьков,  унив. 

31.  Рудневъ  Петръ  МатвЪсвичъ,  бывш.  преп.  Урюи.  реальн.  учил. 

32.  Салтыковъ  Николай  Николаевичъ,  проф.  К1евск.  политехи,  инст. 

33.  СамецкШ  Рафаилъ  Николаевичъ,  директ.  Усть-Медв*д.  реал.  учил. 

34.  Сикора  1осифъ  1осифовичъ,  астрономъ  Пулковск.  обсерват. 

35.  Синцовъ  Дмитрий  Матв*евнчъ,  проф.  Харьков,  унив. 

30.  Синяковъ  Германъ  Аеанасьевичъ,  преп.  2-й  Харьк.  гимн. 

37.  Стекловъ  Владюиръ  Андреевичъ,  проф.  Харьков,  унив. 

38.  Струве  Людвигъ  Оттовичъ,  проф.  Харьков,  унив. 

39.  ФлавицкШ  Николай  Михайловича»,  бывппй  лабор.  Харьк.  унив. 

40.  Флоровъ  Петръ  Степановичъ,  директ.  Урюп.  реальн.  учил. 

41.  Шейдтъ  Иннолитъ  Константиновичу  бывш.  преп.  1-й  Харьк.  гимн. 

42.  Шиллеръ  Николай  Николаевичъ,  членъ  совета  М.  Н.  П. 

43.  Шимковъ  Андрей  Петровичъ,  директ.  Москов.  сельско-хозяйств.  инст. 

44.  Шиховъ  ВасилШ  Васильевичъ,  директ.  Харьков.  реальн.  учил. 

45.  Штукаревъ  Иванъ  Дмитр]евичъ,  бывш.  преп.  2-й  Харьков,  гимн. 

46.  Чернай  Николай  Андреевичъ,  проф.  Харьков,  техн.  инст. 


VII 

0.  Члены-корреспонденты. 

а)  руссме. 

1.  Васильевъ  Александръ  Васильевичъ,  проф.  Казанскаго  унии. 

2.  Вороной  Георпй  ЭеодосЬевичъ,  проф.  Варшавскаго  у  нив. 

3.  Котельниковъ  Александръ  Петровичъ,  проф.  Казанскаго  унив. 

4.  Некрасовъ  Павелъ  АлексЬевичъ,  членъ  совета  М.  Н.  П. 

5.  Пташицшй  Иванъ  Львовичъ,  проф.  СПБ.  унив. 

6.  Сомовъ  Павелъ  Осиповичъ,  бывш.  проф.  Варшавск.  унив. 

7.  Тороповъ  Константинъ  Александровичу  преп.  Таганр.  техн.  учил. 

Ь)  иностранные. 

1.  Совзега!  Е.,  проф.  Тулузскаго  унив. 

2.  Найатагй  1.,  проф.  въ  Сорбонн*,  Парижъ. 

3.  Нипуйя  А.,  проф.  политехникума  въ  Цюрих*. 

4.  Кпезег  А.,  проф.  Бреславскаго  унив. 

5.  Когп  А.,  проф.  Мюнхенскаго  унив. 

6.  2агетЬа  $.,  проф.  Краковскаго  унив. 


СолшшмсаШпз  (1е  1а  ЗоЫбгё  таМгётайдие  4е  КЬагкст. 

2-е  зёпе,  Тоте  VIII,  .Л»  6. 
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ВТОРАЯ   СЕР1Я. 

Томъ  IX. 

№  1. 


I    ■! 


К 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Типо-Литограф1я  М.  Зильбербедгъ  и  С-вья. 

(Рыбная  улица,  домъ  Л*  30-й). 

1904. 


!   ,> 


На  основании  §  9  Устава  Харьков  с  каго  Математическаго  Общеотва  печатать 
и  выпустить  въ  св-втъ  разрешается.  Харьковъ,  15-го  Декабря  1904  года. 
Председатель  Математическаго  Общества  Профессоръ  В.  Стекловъ. 


ДИСПЕРСШ  МЕТАЛЛОВЪ. 


А.  П.  Грувинцева. 


Въ  изсл/Ьдованш  „Электромагнитная  теорхя  проводниковъ  1)а  (Харь- 
ковъ  1899  г.),  а  также  въ  стать*  „Къ  теорш  дисперсш:  случай  мно- 
гихъ  полосъ  поглощетя"  мы  получили  обиця  формулы  для  дисперсш  въ 
проводникахъ  такихъ,  какъ  металлы.  Эти  формулы  связываютъ  показа- 
тель преломлешя  п  и  коэффищентъ  иоглощешя  их  при  нормальномъ  па- 
дети  съ  длиной  волны  Я  стЬдующимъ  образомъ: 

Д,    (Р.я2  — шяа 

пН  1  —  х7)  =  Ки  -1-  V  —  - — • 

ни     х)    а/1  ,  ^(Л1_я?)1+в?яя, 

»    (Г.яа  +  2г.)яз 

причемъ  К ■—  Д1электрическая  постоянная  средины,^ — козффищентъ  маг- 
нитной проницаемости  ея,  В  зависитъ  отъ  электропроводности  средины 
(#=2Сг,  С  коэффищентъ  электропроводности,  выраженный  въ  абсо- 
лютныхъ  электростатическихъ  единицахъ,  т — першдъ).  Буквой  /  обозна- 
ченъ  нумеръ  юна,  число  которыхъ  есть  т. 

Прим*нимъ  наши  формулы  къ  спектральной  области,  лежащей  меж- 
ду величинами  Я'  и  Я"  (Я'  <  Я"). 

Разсмотримъ  полосу  поглощейя,  лежащую  далеко  за  Я' ,  въ  области 
ультрафюлетовыхъ  лучей.  Обозначимъ  указателемъ  и  принадлежность  ко- 


х)  Записки  Импер.  Харьковскаго  Университета,  кн.   1,  181)1)  г. 

2)  Сообщетя  Харьковскаго  Мат^матическаго  Общества,  т.  VII,   ПЮ0  г. 


1 


—    2    — 

Я4  <?и 

личествъ  къ  этой  области;  тогда,  пренебрегал  дробью  -—-  и  дробью  -^ , 

получимъ  для  этой  области  членъ: 

(1) 


Р„Яа                    Р„Я» 

положимъ,  что 

При  этомъ  г2  можетъ  быть  и  положительнымъ,  (ди>Хы\/2)  иотри- 

цательнымъ  (дн<Хи\/~)  количествомъ. 

Если  предположили»  полосу  поглощенья  далеко  за  Я" ,  т.  е.  въ  области 
инфракрасныхъ  лучей,  то,  обозначивъ    въ  этомъ    случа*  указателемъ    г 

принадлежность  количествъ  къ  этой  области  и,  следовательно,  пренебре- 

Я4 
гая  дробью  -г^- ,  получимъ  отъ  этой  полосы  членъ: 

г 

— ^Я»  =  -*ГЯ.  (2) 

Наконецъ  можемъ  допустить  полосу  поглощен1я  внутри  области 
(Я'  —  Я") ,  тогда  получим!»  для  нея:  Х.  =  Х  и  следовательно  соотв4тствую- 
нцй  членъ: 


9гА       -      91 


|2 


=  МГ  (3) 


Этотъ  членъ  при  очень  маломъ  д.  можетъ  быть  достаточно  большимъ. 
Соединяя  члены  (1),  (2),  (3)  и  полагая: 

и  также  для  краткости  письма: 

|**(1— *2)  =  4,  (а) 

получимъ  окончательно: 

Если  предположим!»,  что  въ  ультрафюлетовой  области  существуете 
лишь  одинъ  юнъ,  тогда  получаемъ  просто  (положивъ  Рм  =  —  Р) 

РХ2 
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а  если  пренебрежемъ,    буде    возможно,    коэффищентомъ   Л*,   то    будемъ 
им4ть  очень  простую  формулу: 

А='Ао—  яа  +  ^  -  (1а) 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  получаемъ  и  вторую  дисперсюн- 
ную  формулу,  взявъ: 

2п*ж  =  —  В  (Ь) 

въ  такомъ  вид*: 

Б--Я>+7'-  (П) 

Вс4  эти  формулы  получаются  и  въ  теорш  Гельмгольца  (коэффи- 
циента у  =  О). 

Бол'Ье  точная,  но  за  то  и  бол*е  сложная  формула  получилась-бы 
для  функщи  В ,  если-бы  не  пренебрегали  некоторыми  членами.  Нашли-бы 
слйдуюпця  части  В: 

1)  при  очень  маломъ  -~ : 


у    (ТиР  +  Д„)Д 

2)  при  очень  маломъ  у- : 

3)  при  Я.  =  Я: 

и  тогда  получили-бы: 

и  при  одномъ  юн*  въ  области  ультрафюлетовой: 


—    4    — 

или: 

-Л  =  Б0  +  Я,А  +  -^~  (11с) 

гд*: 

В,  =  !>„•+- Г,        В.,=  Н-Гг*. 

Или,  лучше: 


—  7?  =  Д,4- 
или: 


0  '  а*-}-** 


Ф13  0,^ 

-Д  =  До  +  -А1-+^  +  1П^-  (ВД 

§  1.  Такимъ  образомъ,  предполагая  поглощеше  въ  областяхъ  очень 
малыхъ  и  очень  болыппхъ  волнъ,  мы  думаемъ,  что  дисперая  металдовъ 
можетъ  быть  представлена  следующими  формулами: 

РХ2 

Л  =  А0  —  кХ*      ~2-  —^  (I) 

и 

в—тф-  (П) 

Въ  этихъ    формулахъ   длина    Х{  должна  быть    выражена    въ  0*\1 
(т.  е.  въ  10~5  см.),  а  количество 

2*  =  д*—2Х* 
^  м  ш 

можетъ  быть  и  положительно  Гйгм  >  Ям  1/ 2)  и  отрицательно  (дм  <  Яда  \/  2)  , 
прнчемъ  Хт  н  дт  относятся  къ  одной  .полос* '  иоглощешя,  лежащей  вну- 
три области  применения  формулъ  (I)  и  (II)  т.  е.  внутри  области,  крайшя 
значенгя  А,  въ  которой  суть:  Х\  и  Х\  {Х\  <  X").  Займемся  теперь  при- 
м'Ьнешемъ  этихъ  (формулъ  къ  существующимъ  наблюдешямъ  надъ  ме- 
таллами 1)  и  прежде  всего  призгЬнимъ  наши  формулы  къ  ннккелю  на 
томъ  основанш,  что  Друде  прюгЬнялъ  формулы  своей  электронной  тео- 
рш  именно  только  къ  этому  металлу. 


1)  ПримЪнеше  къ  металламъ  диспераонныхъ  формулъ,  на  сколько  мнЪ  известно, 
производится  здт,сь  впервые. 
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Опред'Ьлеше  ностоянныхъ  коэффищентовъ  произведемъ  сл4дующимъ 
простымъ  пр1емомъ.  Сначала  изъ  формулы  (И)-й  имеемъ: 

«+^-«,=— |--  ю 

Применяя  это  уравнешя  къдвумъ,  лучше  всего,  крайнимъ,  наблю- 
дешямъ.  опред'Ьлимъ  ф  иг2. 

А* 
Зат*мъ  формула  (I)  но  исключены!  дроби     —  —  при  помощи  (II) 

даегь 

Л-^г  +  -^-|-=^-  (В) 

Применяя  это  уравнеше   къ  нрежнимъ   (крайнимъ)    наблюдешямъ 

и  одному  промежуточному,  будемъ  иметь  три   уравнения,  изъ  коихъ    и 

р 
найдемъ:   А0,  к  и  -.-,  а.  следовательно,  и  Р.  Въ  н'Ъкоторыхъ  случаяхъ, 

а  именно  при  очень  малыхъ  к  или  для  очень  малыхъ  Я, ,  можно  доволь- 
ствоваться более  простой  формулой,  ч*Ьмъ  (I),  и  тогда  вместо  (В)  получнмъ: 


В_   Р 


Л+^— "-=Л,  (°) 


такъ  что  достаточно  будегь   двухъ  наблюдешй   п  и  пх  или  В  и  одной 
изъ  этихъ  величинъ. 

§  2.  Обращаемся  къ  нпккслю.  Рубенсъ  и  Дюбуа  въ  1890  году 
определили  показатели  преломленш  п  по  способу  Кундта  (тонкой  про- 
зрачной призмы)  для  н'Ъкоторыхъ  металловъ,  въ  томъ  числе  и  для  ник- 
келя  для  пяти  различныхъ  волнъ  !),  сверхъ  того  Рубенсъ  и  Гагенъ  ни- 
сколько позже  определили  отражательную  способность  никкеля  (какъ  и 
другихъ  металловъ) 2),  В ,  а  изъ  этихъ  данныхъ  можно  уже  определить 
пх,  а  следовательно  А  и  В  и  затемъ  сравнивать  ихъ  съ  данными 
опыта.  Определение  пх  по  п  и  К  можетъ  быть  совершено  следующим!» 
образомъ.  Мы  знаемъ,  что 

_  и2  О  4-  *2)  +  1  —  2п_  # 
~~    н-(1— **)  +  1— "2м    ' 
откуда  находнмъ: 

"1—  В  ~~~         2и      ~~~  —  «ч 


1)  Апп.  й.  РЬузЛ  ипё  Спепие.  41.  р.  522  (1890). 

а)  Апп.  й.  РЬуык  8,  р.  16—17  (НЮ2)  или  Хе^скпП  Г.  ^1й1.-Кипс1е,  1809.  р.  305. 


—  в  — 


гд*  положено: 


1  +  Д 


*~  1-Е' 
Поэтому  опред*ляемъ  их  изъ  формулы: 


(Я) 


§  3.  Такимъ  образомъ  находимъ  А  и  В  для  Хх  =  4,31  и  Я|  —  6,71 

значешя:  —  4,685;  —8,182  для  1-й  волны  и  —  11,704;  —  16,252  для  2-й. 

Применяя  къ  этимъ  двумъ  случаямъ  формулы  (-4)  и  (С) ,  находимъ: 

г*=  10,826;  #=  3,005;  Р=  40,252  и  А0  =  20,742. 

Такимъ  образомъ  можно  полагать,  что  диспврс!я  никкеля  въ  об- 
ласти спектра  (0^,431 — 0^,671),  т.  е.  отъ  линш  О  до  лин!и  Ыа,  пред- 
ставится формулами: 

40,252.  Я;2 


А  =  20,742 


В  = 


Я*  +10,826    ' 
3,005.  Я» 


Я? +10,826' 


Для  повйрки  вычислимъ  значен1я  А  и  В  для  ряда  Я,  и  срав- 
нимъ  съ  наблюдениями,  часть  которыхъ  интерполирована  нами.  Резуль- 
таты разсчетовъ  сопоставимъ  въ  таблиц*: 


*| 

■В сыч. 

Внабл. 

^выч. 

Анабл. 

1,31!—    4,689 

—    4,685 

—    8,183 

—    8Д82 

4,50—    5,488 

—    6,102 

—    8,812 

—    9,418 

4,86'—    6,859 

—    6,918 

—  10,014 

—  10,717 

5,00'—    7,347 

—    7,204 

—  10,49 

—  10,80 

5,50—    8,901 

—    8,156 

—  12,17 

—  12,07 

5,89 

—    9,938 

0  000 

—  13,487 

— 13,067 

6,00 

—  10,204 

-    9,576 

—  13,86 

—  13,52 

6,50 

—  11,299 

—  10,388 

—  15,55 

—  14,79 

6,71 

-11,70« 

—  11,704 

—  16,255 

— 16,252 

7,00 

—  12,226 

—  13,823 

—  17,23 

— 18.04 

кднее 

наблюдете 

экстрапо 

лнровано    нами     изъ    наблюденШ 

Рубенса  и  Гагена  1902  года. 


§  4.  Друде  въ  1900  году  *)  при  помощи  своей  электронной  теорш 
дадъ  новыя  формулы  для  дисперсш  металловъ  и  прим'Ьнилъ  ихъ  къ 
никкелю  въ  предположен^  существовали  2-хъ  родовъ  электроновъ.  Въ 
нашихъ  обозначешяхъ  его  формулы  будутъ  им'Ьть  видъ: 


(1) 


А~1      Ц1  +  *11+Я«+^)1?' 

Б  =  —  1— * 4-      %     Ь8  (2) 

причемъ  Р% ,  Р2 ,  ^  ,  д2 ,  5г,2  и  г|  суть  постоянный  и  между  ^^  и  д2  су- 
ществуетъ  зависимость,  представляющая  электропроводность  металла  съ 
точки  зр4шя  электронной  теорш.  Эта  зависимость  им*етъ  видъ: 

Яг  +  Я2=С,  (3) 

гд4  постоянная  С=6,38.бг,  а  ог  есть  коэффищенгь  электропровод- 
ности, отнесенной  къ  ртути.  Такимъ  образомъ  зд*сь  тоже  5  постоян- 
ныхъ  коэффищентовъ,  подлежащихъ  опред*ленш  изъ  дисперсюнныхъ 
наблюденШ.  Друде  примйнилъ  свои  формулы  къ  никкелю  и  нашелъ  ихъ 
согласными  съ  наблюдешями,  но,  по  непр1ятной  случайности,  при  этихъ 
вычислешяхъ  принялъ  за  относительную  электропроводность  никкеля 
о?,  иевгьрное  число:  3,1  (1.  с.  р.  163,  таб.  въ  прим*чанш)  вместо  пра- 
вильная 8,3.  Если  взять  верное  число,  то  соглас1я  не  получается.  Что- 
бы показать  это  дадимъ  сначала  нрхемъ  для  опред'Ьлешя  постоянныхъ: 
Р, ,  Р2 , . . .  г\  (самъ  Друде  такого  пр1ема  не  даетъ). 
Положимъ: 

Р,  +  Р2  =  Х;     Рх21  +  Р^=У;    9хж;  +  9л**  =  2,  (а) 

въ  такомъ  случа*  (1)  и  (2)  дадутъ: 

__  (Я,2Х—  У)Я,2 

Л-1=--Щ+г*)Щ  +  ф  •  (  } 


В  (1*С+Х)1* 


*|  Щ-гГКМ^Ф  * 


(с) 


х)  РЬувИсаПзсЪе  2е11зсЬпГ1.  ЛаЬгдапи  I.  1900,  р.  163. 
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Разделяя  эти  равенства  одно  на  другое  и  полагая 

А  —  1 
т  =  ~ в-' 

что  известно  изъ  наблюденШ,  найдемъ: 

Я2  X  +  Г  —  ю  Я  —  С?/»  Я* .  (4) 

Применяя  это  соотношение   къ  щм>мъ  наблюдешямъ,    опредЪлимъ: 
X ,  У  и  7,.  ЗагЬмъ  следовательно,  знаемъ: 

С=Х*Х-\-У, 

а  пользуясь  равенствомъ  (Ь)  находимъ: 

ГЯ,2 

л1^1      )     *2'     1-1-2  Л1  ^ !' 

Применяя  къ  двумъ  наблюдешямъ,  опред4лимъ: 

?'2_1_2'2  Ц  9-2  9-2 

а,  следовательно,  и  г2,  г2.  Зная  же  я2  и  г\л  изъ  соотношешй  (я)  и  (3) 
найдемъ  Рг,  Р2,  </А  и  е/2. 

§  5.  Примйнимъ  теперь  все  это  къ  никкелю.   Возьмемъ    для  него 
ог  =  8,3,  тогда  С  =52,954.  ЗагЬмъ  возмемъ  три  наблюдетя: 

Я,  4,31  5,89  7,00 

А      —1,085      —    9,222      —13,823 

В      —8,182      —13,067      —18,040. 

При  помощи  этнхъ  наблюдешй  находимъ  для  А7: 

930,8.  Я;2  0,4  15.  я;2 

Л=1~~  яр"_  328876  ~~  ~л[~  2,00" ' 

51,178. Я»  1,770. Я» 


#=  — 


Я2— 3288.0        Я2-;- 2,00 


Производя  обратную  поверку,  найдемъ,  нанрим^ръ,  для  Хх  =  4,80: 
А  =  —  0,10  вм.  —  0,92,  что  даетъ  наблюдеше,  а  В  =  —  9,73  вм.  —  10,72. 


Для  А,  =6,5  находимъ:  А  =  —  11,310  вм.  10,388  и  В  =  —  15,242 
вм.  — 14,79.  Такимъ  образомъ  наши  формулы  ближе  удовлетворяют!» 
наблюдешямъ,  ч4мъ  формулы  Друде,  при  томъ  же  въ  нихъ  число  посто- 
янныхъ  на  одну  меньше;  сверхъ  того  не  изменяется  обнцй  источникъ 
получешя  ихъ  для  всякихъ  среднихъ.  Есть  еще  одинъ  пунктъ,  въ  силу 
котораго  формулы  Друде  теряюгь  свое  значеше,  по  крайней  м*р*  съ 
принцишальной  стороны.  ДЪло  въ  томъ,  что  количества  г\  и  г\  по  ихъ 
физическому  значенш  въ  электронной  теорш  Друде —величины  положи- 
телъньш,  но  оказывается,  что  даже  для  никкеля,  если  взять  за  крайшя 
наблюдешя  ^  =  4,31  и  Я,  =  6,71  вм.  7,0,  то  получается:  г2>0,  а 
^<0.  Действительно,  изъ  наблюдешй  для  Я,  =  4,31;  5,89  и  6,71 
им*емъ  сначала: 

Х=  469,13;      У  ==  —  1977,7;     2=1205,9, 

а  загЬмъ,  комбинируя  1-ое  и  2-ое  наблюдения,  найдемъ: 

*2  =  1596,75     и     я|  =  —  4,95. 

А  изъ  комбинащи  1-го  и  3-го  наблюдешй  получимъ: 
02  =  1674,98     и     г\  =  -  5,58 . 

§  6.  Хотя  отрицательный  значешя  г*  противоречат^  теорш  Друде, 
но,  строго  говоря,  ничего  не  колеблютъ  въ  основныхъ  взглядахъ  элек- 
тронной теорш  и  ниже  мы  покажемъ,  что  и  изъ  теорш  Гельмгольда 
или  нашей  можно  получить  формулы  Друде,  но  уже  безъ  сгЬсняющаго 
услов1я:  г*  >  0 ,  стоить  только  отбросить  уравнеше  (3).  Получаемыя 
при  этомъ  формулы  достаточно  удовлетворяют^  наблюдешямъ.  Действи- 
тельно, если  мы  докончимъ  вычислеше  коэффищентовъ,  принявъ,  что: 


^=1635,87     и     ^|  =  —  5,27      (^—^1=2,296) 

т.  е.  средшя  изъ  вышенайденныхъ,  то  получимъ: 

Г1  =  468,83;     Р2  =  0,3014;     ^  =  52,013;     </2  =  0,9414, 

и   формулы  дисперсш    никкеля  въ  области    спектра    отъ    Я1  =  4,31    до 
Я,  =  6,71  будутъ: 

468,83.  Я,2  0,3014.  Я2 


А  =  1 


В  = 


ч 


1635,87         Я2— 5,27 
52,013.  X*  0,94 14.  Я» 


Я.2  +  1635^7 


Я2  — 5,27' 


(Е) 
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Чтобы  показать  на  сколько  эти  формулы  могутъ  представить  факты, 
мы  вычислили  обратно  значения  А  и  В  для  промежуточныхъ  значешй 
Я, .  Вотъ  результаты: 


*,  1 

■"«•«•. 

■"■набл. 

1 

4,31|- 

—  4,688 

—  4,685 

4,50.  • 

—  5,140 

—  6,102 

4,86 

—  6,061 

—  6,912 

5,00: 

—  6,437 

—  7,204 

5,50; 

—  7,877 

—  8,156 

5,89 

—  9,114 

О  900 

6,00, 

—  9,448 

—  9,576 

6,50 

—  11,148 

— 10,388 

6,71 

—  11,899 

—  11,704 

7,00 

1 

—  12,973 

—  13,823 

—  8,312 

—  8,182 

—  8,589 

—  9,418 

—  9,487 

—  10,717 

—  9,879 

— 10,800 

—  11,464 

—  12,070 

—  12,901 

—  13,067 

—  13,337 

— 13,520 

—  15,503 

—  14,790 

— 16,503 

—  16,252 

—  17,972 

— 18,040 

Сравнивая  эти  числа  съ  числами  первой  таблицы,  должны  сделать 
выводы  въ  пользу  нашихъ  формулъ. 

§  7.  Покажемъ  теперь,  какимъ  образомъ  можно  получить  формулы 
вида  формулъ  Друде  (разумеется,  только  въ  формальномъ  отношенш) 
изъ  нашихъ  рбщихъ  формулъ. 

Если  предположимъ,  что  К  и  р  относятся  къ  эфиру  (см.  теорети- 
ческую часть  настоящей  статьи),  т.  е.  К  =  1 ,  р  =  1 ;  зат*мъ  предпо- 
ложимъ, что  (}1  и  X.  малы  въ  сравнеши  съ  Я,  тогда  при  наличности 
2-хъ  родовъ  шнъ  (какъ  предполагаетъ  Друде)  получимъ: 


Л=1  + 


Р^2 


Р21* 


Я2-Н<7*-2Я*)    •     ЯЗ  +  (0!-2Я|)  ' 


а  это  сводится  на  формулу  (1)  для  А  съ  той  существенной  разницей, 
что  г2  =  д-.  —  2Я-г  (г  =  1 ,  2)  можетъ  быть  и  положительное,  и  отрица- 
тельное количество. 

Да.тЬе,  приведя  правую  часть  формулы  для  2п2х  къ  одному  зна- 
менателю, получимъ: 

Ых2-ЦУ-~<№у 

Пренебрегая  К.  въ  сравненш  стэ  первымъ  членомъ  и  допуская  2 
рода  шновъ,  получаемъ,  подобно  предыдущему,  формулу  (2),  но  безъ 
УСЛ0В1Я  (3). 
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Въ  та&омъ  случай  надо  три  полныхъ  наблюдены,  т.  е.  значешя 
А  и  В  (или  м  и  х)  для  волнъ  А| ,  чтобы  определить  6-ть  коэффшцен- 
товъ:  Р, ,  Ра ;  дк,  ^^■,  г\  и  г\  изъ  формулъ  (1)  и  (2).  Это  опредвлеше 
можно  сделать  слвдующимъ  образомъ. 

Пусть: 

А  —  1  В       ,  а 

=  о; г,  —  о     и     т  =  т. 


Я*  '  Я,8  Ъ 

Это  известные  числа.  Далве  положимъ: 

Р.  +  Р.-Хд;     Р^  +  Р^-Гв, 

«1*.*+ VI  =^;   »?+*?=«;   *?*1=1'. 

тогда  уравнешя  (1)  и  (2)  будугь  '): 

(Я2  X  +  У )  д  =  аЯ*  +  аЯ2  и  +  ш> , 
(Я2  +  2)д  =  ЬЯ<  +  ЬЯ2м  +  Ьг>. 
Разделяя  верхнее  уравнете  на  нижнее,  получимъ: 

Я«Х  +  Г—  т2=тХ*.  (5) 

Прим'внивъ    это  уравнеше   къ  тремъ   наблюдешянъ,    опред'влиыъ: 
X,  У  и  2,  а  затвмъ  иывемъ  иапримъръ  уравнеше: 

2  + Я.2 
!•„  +  * _!_д  =  _я*.  (6) 

§  8.  Прим'внивъ  это  уравнеше    къ  тъмъ-же  тремъ   наблюдешямъ, 
найдемъ:    и,  V   а   ^.    а    следовательно    и    остальные    коэффищенты: 

Л'  р25  ?«  и  4-2- 

Получаемъ  слздую'шдя  формулы  для  никкеля: 

55,648.  Я.2  0,647.  Я2 

А=1—  '        '  ' 


Я2 +142,096     '    Я2— 2,510' 
В  = 


5,072.  Я»  1,1 35.  Я,8 


Я,2 +142,0%         Я2— 2,510' 


')  Количество   д  есть   прежнее    С  (§  IX    *  х  •  У  и  Я  настоящего    параграфа 
суть  отношешя  Х:С;  У:  С  я  2:  С  §   1. 
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Соглаае  получается  худшее,  такъ  напризгЬръ  для  Я,  =  4.86  им^емь: 
А  =  —  0,208  вм.  —6,918     и     В  =  —  9,085  вм.  —10,717, 
а  для  Я,  =  6,0: 

А  =  —  9,554  вм.  —9,576     и     В=-    13,47  вм.  —13,52. 
Для  всей  рассматриваемой  области  им'Ьемъ: 


Я, 


1мабл. 


ВШыЧ.  Вцабл. 


4,31, 

—    4,080 

—    4,0ь5| 

—    8,182 

—    8.182 

4,50 

—    5,185 

—    6,102' 

—    8,070 

—    9.418 

4,80 

—    0,208 

—    0,918 

—    9,085 

—  10,717 

5,00, 

—    0,007 

—    7,204, 

—  10,101 

— 10,800 

5,50 

—    8,002 

—    8,150 

—  11,702 

—  12,070 

5,89 

—    9,224 

—    9,222 

—  13,008 

—  13,007 

0,00 

—    9,554 

—    9.570 

—  13,470 

—  13,520 

0,50, 

—  11,000 

—  10,388 

-  - 15,304 

—  14,790 

0,71, 

—  11,705 

—  11,704 

—  10.253 

—  10,252 

7,00 

—  12,587 

—  13,*23 

—  17,470 

—  18,040 

$  9.  Для  полнаго  сравнены  всЬхъ  формулъ  вычислимъ  постоян- 
ный никкеля  въ  формул*  (I).  Значешя  <?  и  г2  останутся  гЬже,  изме- 
нятся лишь  Р  и  Л0 ,  да  в;юйдетъ  новый  коэффищентъ  к.  Возьмемъ  сред- 
нее наблюдете  для  Я,  =  5,89 .  Оказывается,  что  членъ  кк*  для  А7  не- 
годится. 

Для  дальнейшей  повЪрки  опред1ш1мъ  А  и  В  для  длины  волнъ  въ 
2,51;  3,05;  3,87  и  4,20.  Для  этихъ  волнъ  Рубенсъ  опред'Ьлплъ  отража- 
тельную способность  никкеля.  Найдемъ  для  А  значешя: 

•+-0,75*;  —1,450;  —2,071  и  —4,391; 
а  для  В: 

—  14,40;  —4,521;  —0,502  и  7,913. 

Зная  А  и  В,  найдемъ  них,  а  именно: 

и     2,700     1,282      1,470      1,520, 

х     0,919     1,375     1,492     1,098. 

Применяя  сюда  правило  Кундта,  найденное  нмъ  для  поглощаю- 
щихъ  срединъ,  можемъ  утверждать,  что  шахнишп  поглощешя  лежитъ 
между  Я!  =2.51  и  3,05,  когда  х=1.  Простой  ннтернолящей  найдемъ, 
что  тогда  Я,  =  2.54. 
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Определяя  И  по  л  и  х  и  сравнивая  съ  наблюдешями,  получи мъ 
следующее: 

В„ч.      47,4  38,3     40,2     53,4, 

Янабл.     37,4  44,2     48,8     56,6. 

Для  экстраполящи  результаты  достаточно  удовлетворительны.  Если  бы 
определить  А  и  В ,  а  загЪмъ  и  К  при  помощи  нашихъ  бол*Ье  простыхъ 
формулъ,  то  нашли-бы: 

ЯбЫЧ      17,2     21,6     34,3     и     52,7 

совпадете  худшее,  чего    можно   было   ожидать,    такъ  какъ   въ  нашихъ 
простыхъ  формулахъ  постоянныхъ  входить  только  4,  а  не  0. 

§  10.  Перейдемъ  теперь  къ  наблюдетямъ  надъ  диспераей  кобаль- 
та. Миноръ  въ  1903  году  1)  произвелъ  рядъ  опредЪленШ  п  и  х  по 
способу  Фойхта  для  области  отъ  Я,  =  2,313  до  Я,  =5,893.  Применяя 
вс*  наблюдешя,  находимъ  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ  значешя 
коэффшцентовъ  формулъ  (I)  (безъ  члена  съ  к)  и  (II): 

А0  =  11,345;  Р=  24,347;  С  =3,333;  г2  =5,243, 

такъ  что  дисперс1Я  С0  представится  следующими  формулами: 

24,347. Я,2  3,333. Я» 


А  =  11№Ь--ТТ-—-^-,     В 


Я*  4-  5,243  '  Х*-\-  5,243' 

Для  поверки  сравнимъ  вычисленныя  значешя    А  и  В    съ  наблю- 
денными, т.  е.  найденными  по  наблюденнымъ  них: 


я. 

^1#ыч. 

АНабл. 

1)#™. 

Вма6л- 

2,313  — 

0,952 

—    0,*29 

—    3,*94 

—    3,142 

2,573  — 

2,243 

—    1,728 

—    4,787 

—    4,519 

2,749  — 

3,029 

—    2,592 

—    5,409 

—    0,035 

2,9.^1 

3,908 

—    3,193 

—    0,107 

—    7,.Ю0 

3,407  — 

5,007 

—    3,752 

—    8,017 

—    7,015 

3,950  — 

0,878 

—    5,833 

—    9,853 

—    9,170 

4,500  — 

7,995 

—    8,492 

—  11,915 

-12,201 

5,000  — 

^,781 

—  10,047 

-13,778 

-     14,325 

5,550  -  - 

9,405 

-11,047 

—  15,025 

—  15,091 

5,*9Я  — 

9,М)9 

—  11,817 

-17,008 

—  17,130 

(5,400  — 

10,240 

—  12,628 

—  18,911 

—  18,504 

0,300'  —  10,101        —  12,079,  —  18,550       —  18,0  10 
»)  Лппакп  с!ег  1'Ьумк.  Ш.  10.  р.  в(»8  (НЮЗ). 


14   — 


Мы  еще  прибавили  одно  наблюдете  Друде  для  Я,  =  6,3. 

Соглаае  не  особенно  удовлетворительное  и  для  видимой  части 
спектра  лучше,  ч*мъ  для  ультрафиолетовой  области,  что  особенно  за- 
метно для  величины  В. 

Если  введемъ  членъ  съ  кХ\ ,  то  при  прежнихъ  значешяхъ  ($ъг* 
найдемъ  по  способу  наименынихъ  квадратовъ: 

6,908.  Х\ 


А  =  3,902 
Сравнеше  дастъ: 


0,2967. 1\  - 


X*  -[-5,243' 


я, 

АфНЧ. 

АнаС. 

*1 

Асич. 

<АН06 

2,313 

—  1,174 

—  0,829 

4,50 

—    7,593 

—    8,492 

2,573 

—  1,917 

—  1,728 

5,00 

—   9,226 

— 10,047 

2,749 

—  2,418 

—  2,592 

5,50 

— 10,960 

—  11,047 

2,981 

—  3,080 

—  3,193 

5,893 

-•12,404 

—  11,827 

3,467 

—  4,474 

—  3,752 

6,30 

— 13..976 

— 12,679 

3,950 

—  5,897 

—  5,833 

Соглас1е  уже  бол4е  удовлетворительное. 

Для  дальнЭДшаго  сравнетя  вычислимъ  А  и  В  для  волнъ:  4,31; 
4,86;  5,89;  6,44  и  6,71,  для  которыхъ  Дюбуа  и  Рубенсъ  *)  въ  1890  г. 
непосредственно  определяли  по  способу  Кундта  показатели  преломлешя 
п.  Этотъ  постЬднШ  но  А  и  В  находится  изъ  формулы: 

2п*=^Ж+Б*-\-А. 
Получаемъ  сл'Ъдующдй  результатъ: 

п  по  вычисленш     1,76     1,84     2,08     2,17     2.21, 
п  по  наблюденш     2,11     2,39     2,76     3,10     3,22. 

Согласие  слабое,  но  характеръ  изм1шен1Я  общШ. 

Если  вычислимъ  постоянный  по  формуламъ  Друде,  принимая  для 
Со  величину  бV  =  9,875,  то  получимъ,  исходя  изъ  наблюденШ  для 
Хх  =2.313;  3,950  и  5,893: 

0,3023.  А*  522,702.  Я2 


А  =  1- 


В  = 


X2 


1,46 
1,418. Л« 


Я2- 

Л1      I 


1349,34 
61,585.** 


А2  +  1,46        Х\  --{-1379,34  ' 
х)  Аппа1еп  Лег  РЪуык  ииё  СЬеппе.  Вс1.  41,  р.  521  (1800). 
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При  этомъ    для    опредйлешя  г\  и  г\    пользовались   наблюденшми 
1(Я,  =2,313)  и  3(Я,  =5,893).  Обратная  пов*рка  даегь: 


*1 

-™*ыч. 

А«*6. 

Впп. 

Вна/. 

2,313 

—   0,826 

—   0,829 

—   3,141 

—    3,142 

2,573 

—    1,304 

—    1,728 

—   3,757 

—   4,519 

2,749 

—    1,658 

—    2,592 

—    4,210 

—    6,035 

2,981 

—    2,160 

—   3,193 

—    4,831 

—   7,000 

3,467 

—    3,345 

—    3,752 

—    6,270 

—    7,615 

3,950 

—    4,698 

—    5,833 

—    7,905 

—    9,476 

4,500 

—    6,446 

—    8,492 

—  10,051 

—  12,261 

5,000 

—    8,222 

— 10,047 

—  12,302 

—  14,325 

5,500 

—  10,173 

—  11,047 

— 14,869 

—  15,991 

5,893 

—  11,825 

—  11,827 

—  17,127 

—  17,130 

6,300 

— 13,644 

—  12,679 

—  19,705 

—  18,630 

Въ  последней  строк*  мы  прибавили  наблюдеше  Друде  надъ  ко- 
бальтомъ.  Въ  общемъ  согласш  вычисленШ  и  наблюденШ  слабое  и  хуже, 
ч*мъ  по  нашимъ  формуламъ. 

Если-бы  для  опред*лешя  г*  и  г\  взяли  наблюдетя  2  и  3  или 
1  и  2,  то  иагЬли-бы  для  г\  ~г\  числа:  974,540  и  1552,390,  а  для  ***§ 
числа:  3976,57  и  —5039,60. 

Хотя  эти  числа  не  особенно  согласны,  но  возьмемъ  средшя  зна- 
четя  и  тогда  найдемъ: 

**=  1292,218     и     а\  =  0,352, 

а  при  помощи  ихъ  опредЬляемъ: 

Рг  =  522,267;     Р2  =  0,1326;     ^  =  61,469     и     д2  =1,534, 

эти  коэффициенты  близки  къ  прежнимъ. 

Такимъ  образомъ  находимъ  для  дисперсш  кобальта  слйдуюпця  фор- 
мулы въ  электронной  теорш  Друде: 


А  =  1  — 


П=  — 


522,267.2*  0,1326. Я,2 


Я;2— 1292,218 

61,469.  Я» 
Я.2— 1292,218' 


Я2 

Л1 


я2- 


0,352  ' 

1,534. Я,3 
-0,352  " 
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Эти  формулы  даютъ  для  А  и  В  числа   уже  бол4е  близшя  къдМ- 
ствительности,  хотя  все  еще  худш!я,  ч*мъ  наши  формулы.  Вотъ  примеры: 


Я,  2,313 

А.ЫЧщ     —1,277 
В§ыч      —3,915 


2,749  2,981  5,000 

2,164      —2,695      —    9,043 
5,011      —5,649      —13,390. 


Следовательно  и  зд*Ьсь  заключеше  въ  пользу  нашихъ  формулъ. 

§11.  Жемъзо.  Разберемъ  теперь  наблюдешя  надъ  дисперсией  же- 
леза, какъ  Минора,  такъ  и  Рубенса  съ  Гагеномъ  и  Дюбуа. 

Наблюдешя  Минора  обнимаютъ  область  отъ  Хх  =  2,265(226,^5) 
до  Я,  =  6,3  (630/1*0) ,  т.  е,  область  видимыхъ  лучей  и  ультрафюлето- 
выхъ;  инфракрасных?»  Миноръ  не  наблюдалъ. 

Вычисляя  вс*  12  наблюденШ  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ, 
мы  нашли,  что  диснерая  железа  (стали)  можетъ  быть  представлена  сле- 
дующими формулами  съ  четырьмя  коэффнщентами: 


А  =1,1 45- 

5,960.> 

/2 

Г'    *=" 

2,786.  Я 
*?  — 2,91 

3 

1 

Ц  +  2,96С 

30  ' 

Обратная  иов4рка 

даегь  сл4дуюцця  результаты: 

я, 

-^выч. 

Амаб. 

''вмч. 

Внаб. 

1 

Ленч. 

по  2-й  фор. 

2,265 

2,634 

0,991 

4,002 

4,259 

1,865 

2,313 

2,692 

1,094 

4,149 

4,424 

1,904 

2,573 

2,973 

1,579 

4,95  4 

5,140 

2,119 

2.981 

3,326 

2,039 

6,230 

5,593 

2,47! 

3,255 

3,513 

2,4*7 

7,0*9 

5,706 

2,719 

3,611 

3,712 

3,*06 

8,200 

7,484 

3,061 

4,000 

3,864 

4,600 

9,405 

9,161 

3,506 

1,500 

4,05  4 

5,055 

10,93* 

11,032 

4,018 

5,000 

4,1*4 

5,515 

12,456 

13,159 

4,558 

5,500 

4,283 

5,569 

13,95* 

15,252 

5,292 

5,*93 

4,3*6 

5,610 

15,832 

17,073 

5,856 

6,300 

4,401 

5,493 

16,331 

18,7*3 

6,365 

Согласно  слабое,  особенно  для  А ,  поэтому  мы  ввели  членъ  съ  X*  и 
получили  для  А  формулу: 

1,2  455.  Я,2 
Л— 0,4154-0,12275^-^^^. 
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Значешя  А ,  вычисленная  по  этой  формуле,  помещены  въ  шестомъ 
столбц*  предыдущей  таблицы. 

Согласие  лучше,  но  все  еще  слабое. 

Любопытно,  что  если-бы  мы  разбили  всю  область  наблюденШ  на 
дв*:  ультрафюлетовую  и  видимую,  то  получили-бы  для  первой  формулы: 

32,4*5.;.?  2,220.2? 

^26,528  —  -^-,---^,     Б:  ' 


Я* +  0,926  '  Я2-!"  0,926  ' 

а  для  второй: 

4,840. Я2  3,745. Я* 

Л  =  _1,642-^2+1СМ6-,     В  =  —  --——-. 

Согласие  получается  бол*е  совершенное,  какъ  видно  изъ  чиселъ 
найденныхъ  для  Л  н  В  въ  об*ихъ  областяхъ: 

Я,         2,205  2,313  2,573  2,981  3,255  3,611 

—  Л9ЫЧ.  0,992  1,165  1,973  2,893  3,346  3,802 

—  В,ыч.  4,259  4,377  5,010  5,992  6,644  7,483 
ультрафюлетовой  и 

Я,         4,000       4,500       5,000       5,500       5,893       6,300 

—  Авыч.  4,601        4,864       5,083       5,265       5,386       5,495 

—  Ввнч.  9,160     11,221      13,313      15,418     17,073     18,788 

для  видимой  области  спектра;  причемъ  для  вычислешя  кооффищентовъ 
служили  крайшя  наблюден1я  въ  каждой  области.  Согласие,  какъ  видно, 
весьма  удовлетворительное. 

Разсмотримъ  теперь  формулы  электронной  теорш  Друде.  Примемъ 
относительный  коэффищентъ  электропроводности  для  стали  5.0,  тогда 
получимъ  С=  31,90  и  мы  найдемъ  изъ  гЬхъ-же  трехъ  наблюденШ  сл1>- 
дуюпця  формулы  для  А  и  В: 


А  =  1 


66,120. Я,2  0,4459.  Я2 


Я2  +  327,708        Я,2  — 8,812  ' 

31,818.28  0,0824. Я* 

Я2  +  327,70*  ~~  я2— 8,812  '" 

формулы  явно  не  состоятельный. 


13  = 
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§  12.  ЫривгЬнимъ  теперь  наши  формулы  къ  наблюдетямъ  Рубенса 
и  Дюбуа  *),  и  Рубенса  одного  2)  надъ  сталью. 

Эти  наблюдешя  обнимаютъ  область  отъ  Я,  =4,31  до  ^  =  7,0  и 
даютъ  для  н*которыхъ  волнъ  количества  отраженнаго  св*та  (въ  °/о°/о 
падающаго),  а  для  другихъ  показатель  преломлешя;  по  этимъ  даннымъ 
мы  вычисляемъ  количество  пх  по  формуламъ  §  2.  Такимъ  образомъ 
им*Ьемъ  стЬдуюнцй  рядъ  данныхъ: 

).х  4,31  4,50  4,86  5,00  5,50  5,89  6,00  6,44  6,50  6,71  7,0 
п  2,05  2,18  2,43  2,47  2,61  2,72  2,79  3,06  3,07  3,12  3,20 
В°/о  53^2    55,4     55,1     55,0     55,0     55,5     55,7     56,3     56,4     57,3    5*,5. 

Зд*сь  косыя  числа  определены  интериолировашемъ  (а  крайшя — 
экстраполировашемъ)  и  значен  1я  отражательной  способности  В  взяты 
средн1я  изъ  вс*Ьхъ  наблюден!  й  названныхъ  ученыхъ. 

Взявъ  за  исходный  наблюдешя  для  Я,  =4,31  и  Л,  =6,71,  полу- 
чимъ  сл4дующ1я  формулы  для  дисперсш  стали  въ  наблюдаемой  области 
(видимыхъ  лучей): 

10.673. Я,2  3,767. Я? 

А  =  —  Ц,742-р---— ,-'-,     В=  1 


Я2 +  7,0*7  '  X*  -г  7,0*7" 

Производя  обратную  поверку,  находимъ  слйдуюнця  результаты: 


^ 

^1«ыч. 

Л.Ма6.  | 

-Наин. 

Вцаб. 

4,31 

4,016 

4,015 

11,752 

11,754 

4,50 

3,836 

4,688   | 

12,557 

13,396 

4,86 

3,532 

3,972  ' 

14,083 

15,279 

5,00 

3,426 

3,814  | 

.  14,675 

15,555 

5,50 

3,095 

3,356 

16,786 

16,645 

5,Н9 

2,879 

3,214  ! 

18,425 

17,722 

6,00 

2,821 

3,044  ! 

18,884 

18,362 

6,1  А 

2,197 

2,161 

20,720 

20,776 

6,50 

2,602 

2,175  1 

20,968 

20,912 

6,71 

2,520 

2,519   ' 

21,839 

21,843 

*)  Айн.  ±  РЬузПс  ип<1  СЬеине.  В(1.  41.  р.  521.  (1890). 
»)  Ы.  Ы.  37,  р.  205,  (1,481)). 
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Согласие  достаточное,  особенно  для  бол*е  длйпныгь  волнъ.  Можно 
еще  экстраполировать  п  и  В  для  Хх  =  7,0  и  10,0;  получаются  для  А  и  В 
значетя:  — 2,417;  —1,775  для  А  и  — 23,04  и  — 35,18  для  Б. 

Наши  формулы  даютъ:  —2,963;  —1,023  и  —23,26;  —35,20. 
Можно  получить    еще    сравнете   отражательной    способности    для 
инфракрасныхъ  волнъ.  Такъ  для  незакаленной  стали  Рубенсъ  и  Гагенъ 
нашли,  что  для 

Я,  8,0  12,0  15,0 

Я%     58,0  67,8  71,9»). 

Вычисляя  для  этихъ  волнъ  А  и  В  но  нашимъ  формуламъ,  а  загЬмъ 
определяя  по  нимъ  К,  найдемъ  для  него  значетя:  59,9;  65,7;  68,7.  Да- 
же для  Я,  =  20,0  еще  им*Ьемъ  В  =  72,3%,  а  наблюдете  даегъ   76,7%. 

Если-бы  вычислили  формулу  для  А  съ  членомъ  А; Я;2,  то  нашли-бы, 
присоединивъ  къ  крайнимъ  наблюдетямъ  еще  наблюдете  для  Хх  =  5,0: 

2,465.  Я,2 
Л=— 3,513  +  0,0694.  Ц 


">        Я*  +  7,087* 

Сравнете  результатовъ  вычисленШ  и  наблюдетй  дало-бы  следующее: 

Я,         4,31     4,50     4,86     5,00     5,50     5,89     6,00     6,44     6,50     6,71 
— А9ЫЧ.  4,009  3,934  3,770  3,699  3,411  3,153  3,075  2,740  2,693  2,519. 

Эти  значетя  А  еще  ближе  къ  наблюденнымъ. 

Вообще  надо  сказать,  что  наблюден1я  Рубенса  и  Гагена,  а  также 
Рубенса  одного  или  съ  Дюбуа  лучше  укладываются  въ  наши  формулы, 
ч*мъ  наблюдения  Минора;  причина  этого  лежитъ,  вероятно,  въ  большей 
точности  наблюдетй  первыхъ  ученыхъ. 

§  13.  ЗЬъдъ.  Наблюдетя  Минора  обнимаюгь  область  отъ  Я,  =2,313 
до  Я,  =  6,300.  Прлнявъ  во  внимате  всю  совокупность  наблюдетй,  полу- 
чимъ  по  способу  наименыпихъ  квадратовъ  сдЪдуюпця  формулы  для  пред- 
ставления дисперсш  м*Ьди: 

4,287. Я?  0,6746. Яр 

Л=-9,479  +  я,_зД-,     В  =  -7!^тш  (1) 

если  ограничимся  нросгЬйшей  формой  для  А  ,  если-же  примемъ  въ  ра- 
счетъ  членъ  А;ЯХ2,  то  получимъ: 

1  1996. Я2 
А  =  4,554  —  0,2819 .  Я?  —  -^ —   - -^ .  (2) 


*)  Изъ  другихъ  наблюдение  70,8°/о. 
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Вотъ  результаты  обратной  иовЪрки: 


^     по 

А  сыч.                    Анаб. 

1-й  фор.    по  2-й  фор. 

—  *»выч. 

—  Внаб. 

2,313     • 

—3,563 

0,659 

0,191 

4,820 

4,039 

2,573 

0,025 

—0,042 

0,054 

3,828 

3,979 

2,749 

1,255 

—0,122 

0,033 

3,588 

3,766 

2,981 

2,248 

—0,026 

0,157 

3,392 

3,313 

3,467 

3,346 

0,555 

0,733 

3,346 

3,469 

3,950 

3,898 

.1,407 

1,732 

3,469 

4,136 

4,500 

4,260 

2.616 

3,339 

3,696 

4,861 

5,000 

4.467 

3,997 

4,275 

3,944 

5,141 

5,350 

4.572 

4,889 

4,172 

4,131 

4,570 

5,500 

4,610 

5,337 

4,192 

4,214 

3,984 

5,750 

4,666 

6,115 

5,471 

4,356 

3,161 

5,893 

4,694 

6,576 

6,536 

4,448 

3,245 

6,300 

4,762 

7,946 

8,756 

4,676 

3,385 

Согласие,  особенно  для  ультрафюлетовой  части,  слабое. 
Если  вычислимъ  формулы  электронной  теорш  Друде,  то  встретимся 
съ  гЬмъ-же  обстоятельствомъ,  какъ  и  въ  случае  железа. 

§  14.  Применяя  „электронный14  формулы  къ  м*Ьди  и  руководясь 
графикой  В  по  наблюдешямъ  Минора,  можно  думать,  что  между  Лх  =  4.5 
и  ^  =  5,893  н*тъ  сильнаго  поглощешя,  поэтому  получимъ  слЪдугошдя 
формулы  для  области  (4,5  —  5,893): 


Л  =  1 


2,580.  Я*  0,941.2* 


Я?  — 5.188 


41,952  — Я*' 
0,0991.  Я» 


0,8746.  Я? 

В  — —  4--' 

Я,2  — 5,138    '41,952— Я? 

Сравнеше  съ  наблюдешями  Минора  дастъ: 


*1 

—  Л  выи. 

—  Анаб. 

13выч. 

—  Бнлб, 

4,50 

3,335 

3,339 

4,858 

4,861 

5,00 

3,635 

4,275 

4,773 

5,141 

5,35 

4,165 

4,172 

4,591 

4,570 

5,50 

5,316 

4,192 

4,385 

3,984 

5,75 

5,554 

5,471 

3,837 

3,161 

5,893 

6,553 

6,536 

3,241 

3,245 

—   21    — 


Очень  можетъ  быть,  что  существуют^  области  поглощешя  и  внутри 
этихъ  пред-Ьловъ  Хх ,  наприигЬръ,  вероятно,  вблизи  Хх  =  5,0  и^,  =  5,5 , 
но  всл*дств1е  большого  интервала  въ  наблюдешяхъ  они  не  обнаружи- 
ваются графикой  В. 

Сравнеше  этихъ  результатовъ  съ  результатами  по  другимъ  форму- 
ламъ  [(1)  и  (2)1,  какъ  будто  говорить  въ  пользу  первыхъ. 

§  15.  Золопю.  Для  золота  им*емъ  большой  рядъ  наблюденШ  Ру- 
бенса и  Гагеиа  *).  Примемъ  за  основныя  крайняя  наблюден!*:  1{  =  6,5 
и  Я,  =  25,0,  следовательно,  им*емъ  д*ло  главнымъ  образомъ  съ  инфра- 
красной областью  спектра.  Для  этихъ  значешй  вычислимы 


12,82  и  —279,2,       #« 


2Л92  и  —85,51. 


Съ  этими  данными  находимъ  для  дисперсш   золота  въ  разсматри- 
ваемой  области  сл*дуюпия  формулы: 


А  =  25,62  — 


615,01. Я* 


Я* +  636,34' 
Обратная  пов*рка  даетъ: 


В  = 


6,9012. Я» 
*Я.2-[- 636,34' 


я. 

—  ЛвЫЧ. 

—  Анаб. 

Ввыч. 

—  Внаб. 

6,5 

12,65 

12,82 

2,791 

2,792 

7,0 

18,35 

17,08 

3,454 

3,139 

8,0 

30,58 

26,94 

5,045 

3,841 

10,0 

57,91 

47,20 

9,372 

9,250 

12,0 

87,88 

78,10 

15,280 

12,390 

15,0 

135,04 

126,70 

27,04 

22,370 

20,0 

211,74 

233,00 

53,27 

62,830 

25,0 

279,11 

279,2 

85,48 

85,510 

Зд*сь  мы  определяли  п  по  найденнымъ  изъ  опыта  пх=*д  и  -К, 
пользуясь  формулой  (§  2): 


гд* 


п  =  а  —  Уч2—д*  —  1, 
1+В 


1)  Аип.  и.  РЬув1к.  Вс1.  1,  р.  373   (1900).  Вй.  8,  р.  17    я  р.  447  (1902),   Вй.  11, 
р.  881  (1903). 
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Хотя  для  В  мы  брали  среднее  изъ  различныхъ  опред4лешй  Ру- 
бенса и  Гагена,  но  всетаки  и  малая  погрешность  въ  -К  вызываеп> 
очень  большую  въ  д,  а,  следовательно,  и  въ  п;  действительно,  обозна- 
чимъ  погрешность  въ  В  черезъ  АВ ,  а  въ  д  черезъ  Ад,  найдемъ: 

Л  2Е         ли 

Чтобы  яснее  видеть  степень  приложимости  нашихъ  простыхъ 
формулъ  къ  золоту,  мы  вычислили  постоянный  изъ  значенШ  для  Я, =6,5 
и  20,  а  также  для  Хх  =  7,0  и  25  и  нашли: 

Аь=-  22,20;     Р=  1000,80;     #=  12,320     и    ^  =  1169,10 

для  первой  комбинащи  и 

Л0=  22,48;     Р=  691,50;     #=  7,840     и     **=  807,60 

для  второй.  Разницы  въ  виду  замеченнаго  выше  понятны.  Если-бы  взя- 
ли за  крайшя  наблюдешя  для  Я,  =  6,0  и  Хх  =  25,0,  то  нашли-бы: 

А0  =  27:21;     Р=  577,35;     #  =  6,142     и     г2  =  550,05 . 

Если  возьмемъ  средшя  изъ  этихъ  и  первыхъ  (область  6,5  —  25,0), 
то  получимъ  для  золота: 


.4  =  26,41; 


596,18. Я,2 


Я12-Г-593,20' 
Обратная  поверка  даетъ: 


В  = 


6,521. Я,3 


Я,2 +  593,20' 


я, 

Авыч. 

Анаб. 

-Ввыч. 

—  Впав. 

6,0 

7,69 

8,32 

2,238 

2,264 

6,5 

13,22 

12,65 

2,818 

2,792 

7,0 

19,07 

16,91 

3,483 

3,139 

8,0 

31,64 

26,72 

5,080 

3,841 

10,0 

59,58 

47,35 

9,407 

9,250 

12,0 

90,03 

77,83 

15,285 

12,390 

15,0 

137,53 

"127,73 

26,898 

22,370 

20,0 

213,69 

232,90 

52,524 

62,830 

25,0 

279,45 

279,77 

83,640 

85,510 
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На  сколько  последняя  формула  даегь  результаты  близше  къ  дей- 
ствительности, видно  еще  изъ  сл*дующаго  примера.  Вычисливъ  А  и  В 
для  Я,  =30,0  (т.  е.  3!\0),  получимъ:  А  =  —  332,91  и  В  =  —  117,91, 
а  отсюда  найдемъ: 

и«  3,183     и     пх=  18,52. 


Экстраполироваше  наблюденШ  Рубенса  и  Гагена  даегь  пх=  18,40. 

А  если  вычислили,  отражательную  способность  для  этой  волны,  то 
найдемъ:  й  =  9б,5°/о,  а  прямыя  наблюден1я  Рубенса  и  Гагена  *)  дали: 
96,7о/0. 

Мы  рассмотрели  инфракрасную  область  дисперсш  золота,  что-же 
касается  видимой  или  ультрафюлетовой,  то  зд^сь  изъ  наблюденгй  Ру- 
бенса и  Гагена  нельзя  вывести  значенШ  и,  такъ  какъ  они  получаются 
комплексными. 

§  16.  Разсматривая  кривую  прозрачности  золота  по  наблюдешямъ 
Гагена  и  Рубенса  (Ап.  й.  РЬ.  В(1.  8,  р.  450)  или  таблицу  4  (р.  447) 
можно  приложить  формулы  §  7,  разбивъ  всЬ  наблюдешя  на  области 
отъ  Я,  =  4,5  до  8,0,  загЬмъ  отъ  10  до  20.  Получаемъ  для  первой  области 
(4,5  —  *,0): 


Л=-1 


0,2902.  А* 


20.595.  Я* 


В  = 


18,232  — 2*   110,876  — Я;2  ' 
0,1080.  Я»     0,3267.  Я,3 


18,232— Я;-'   110,876  — Я* 


Поверка  даегь  с.тЬдуклщя  результаты: 


я, 

<Авыч. 

Анаб. 

—  Вма<?. 

4,5 

0,692 

0,692 

5,229 

5,249 

5,0 

3,924 

2,8 14(?) 

2,482 

5,022(?) 

5,5 

5,997 

5,145 

2,178 

2,260 

0,0 

8,314 

8,317 

2,263 

2,264 

6,5 

11,1.68 

12,650 

2,549 

2,943 

7,0 

14,847 

16,910 

3,022 

3,172 

8,0 

26,710 

26,720 

4,783 

4,783 

1)  Апп.  й.  РЬуз1к.  Ы.  11,  р.  881  (1903). 
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Если-бы  определили  В  и  сравняли-бы  съ  непосредственными  на- 
блюдешями  Гагена  н  Рубенса,  то  получили-бы  следующую  таблицу: 

Я,  4,5         5,0         5,5         6,0         6,5         7,0         8,0         (0^,1) 

Явыч.      34,87     64,93     78,78     85,05     88,53     90,79     93,65       %> 
Иная.      34,95     47,15     74,35     85,0       88,9       91,9       93,65. 

Опредйлеше  В ,  а  также  А  и  В  для  Я,  =  5,0  должно  быть  ошибочно, 
ибо  вычислеше  д  =  пх  даетъ  совершенно  совпадаюпце  результаты,  какъ 
видно  изъ  приводимыхъ  чиселъ  для  такой-же  длины  волнъ: 

пх  выч.     1,727     2,075     2,487     2,912     3,363     3,873     5,189 
их  наб.     1,73       2,07       2,32       2,91       3,58       4,13       5,19. 

Предыдущая  формула   даетъ  для  Я,  =4,2  тштит    прозрачности 
(тахшит  В),  что  видно  изъ  графики. 
Для  области  10 — 20  получаемы 


А  =  \ 


0,566.  Я2 


923,31. Я.2 


В= 


Я,2— 199,67        1986,67  — Я*  ' 
0,0259.  I*  12,818. Я,3 


Я2— 199,67        1986,67— Я,2 
Обратный  разсчетъ  даетъ: 


Я|      —  Ал 


1наб. 


— вв[ 


—  Внаб. 


7,254 

7,050 

12,824 

12,39 

21,162 

22,10 

65,66 

63,60 

10  47,372  47,35 

12  09,6*9  77,83 

15  121,95  127,73 

20  232,90  232,90 


Если-бы  пожелали  представить  одной  формулой  всю  область  наб- 
людешй  (4,5  —  25,0),  то  это  оказалось-бы  не  возможнымъ,  ибо  при 
1Х  =  8,5  должно  существовать  сильное  поглощеше. 

При  этихъ  вычислетяхъ  пх  по  А  и  В  мы  пользовались  фор- 
мулами: 


€  = 


~в' 


х  —  еЛ-у/ег  —  Х,     п2  =  — 


В_ 

2х 
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и  следовательно, 


«*=*/_А, 


легко  находимыхъ  изъ  положешй: 

п2(1—  х*)  =  А;     2п*х  =  —  В. 

§  17.  Платина.  Для  платины  наблюдешя  Рубенса  и  Гагена  надъ 
Л  и  д  =  пх  даютъ  возможность  вычислить  и  въ  области  Я,  =  6,5 
до  Я,  =12,0,  т.  е.  отъ  0.^65  до  1,^2.  Для  этой  области  получаются 
формулы: 

72,53.  Я,2  _  7,537.  Я» 


Л  =  31,16-      Я2  +  31Д? 

Обратная  поверка  даетъ: 


,     Б  =  - 


Я^-х-  31,17 


М       —  Аоыц.    —  Анаб.  Веыч.         ~~~  -Вм^ 


аб. 


6,5 

7,0 
8,0 
10,0 
12,0 
15,0 
20,0 
25,0 


10,58 
13,17 
17,62 
24,15 
28,46 
32,54 
36,13 
37,92 


10,57 
12,24 
13,06 
23,75 
28,45 


28,19 
32,25 
40,55 
57,46 
74,35 
99:30 
139,84 
142,56 


28,19 
31,76 
42,44 
55,07 
74,35 


При  помощи  вйчисленныхъ  А  я  В  для  Я,  =  15;  20  и  25  нахо- 
димъ  п  и  пх,  а  такъ  какъ  последнее  можно  экстраполировать  изъ 
наблюденШ  Рубенса  и  Гагена,  то  им4емъ  еще  возможность  сравнить 
наши  разсчеты  съ  опытомъ.  ИмЪемъ  для  приведенныхъ  трехъ  волнъ: 

выч.     пх     8,28       9,50       9,63 

наб.     их     8,93     11,10     13,0. 

Точно  также  можно  сравнить  и,  вычисленное  по  нашимъ  форму- 
ламъ  съ  найденнымъ  экстраполящей  наблюденШ  Рубенса  и  Гагена.  По- 
лучаемы 

Вычисл.     п     6,00     9,26       9,32 

Экстрап.     п     6,18     8Д1     10,14. 
Эти  числа  говорить  сами  за  себя. 
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§  18.  Применяя  къ  платикЬ  натн  электронныя  формулы,  найдет»: 


Л  =  1  —  ~ 


25.103.  Я*  0,249.  Я* 


Я*  — 48.70       Я*— 140.32 
9,299.  Я*  0.024.  Я? 


Я* +48,70        Я*— 140,32' 


причемъ  для  вычисления  постоянныхъ  служили  наблюдения  Гагена  и  Ру- 
бенса для  Я,  =  6,5;  Хх  =  8,0  и  Я,  =  12,0. 

Для  обратной  поверки  вычислимъ  пх  =  д  для  Я,  =  7  и  10. 


Получаемъ  для  Х{ 

7 

10 

пх  вычисленное 

4,80 

6,33 

пх  наблюденное 

4,81 

6,47 

Для  дальнейшей  поверки  экстраполируемъ  пх  для  Я,=15;  20  и  25. 
Найдемъ: 

пх  вычисленное    8,24       9.70     10,84 
пх  наблюденное    8,93     11,10     13,00. 

Следовательно  и  экстраполяция  даетъ  еще  результаты  достаточно 
удовлетворительные. 

Бо.тЬе  удовлетворительные  результаты  получаются    при  вычисленш 
д  =  пх  для  бол*е  короткихъ  волнъ. 
Такъ  для 

1Х     =3,26     3,85     4,5         5,0       6,0 
вычисленное     пх=2,23     2,69     3,175     3,53     3,53 
наблюденное    их  =  2,34     2,76     3,07       3,52     4,16. 

Такимъ  образомъ  формула,  вычисленная  нами  для  платины,  мо- 
жетъ  обнимать  область  дисиерсш  отъ  Я,  =  3,26  до  Хх  =  20  или  даже  25. 

§  19.  Серебро.  Возьмемъ  сначала  наблюдешя  Рубенса  и  Гагена  въ 
области  0,^42 — 1,1*5.  Имйемъ  рядъ  значешй  пх  н  В,  по  которымъ 
вычислимъ  п\  находимъ: 

Хх  4,2     4,5     5,0  5,5     6,0     6,5  7,0     8,0  10,0  12,0  15,0 

пх  2,31   2,59  3,21  3,78  4,20  4,77  5,52  6,21  8,0  10,3  12,4 

К  86,8  90,6'  91,6  92,6  92,8  95,9  96,2  96,6  97,3  97,7  97,9 

п  0,22  0,20  0,25  0,30  0,35  0,25  0,30  0,34  0,45  0,63  0,82. 
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Взявъ  за  основате  наблюдетя  для  Я,  =  4,2;  6,0  и  15,0,  полу- 
чимъ  для  дисперсш  серебра  въ  области  4,2  — 15,0  (0,^42 — 1,^5),  въ 
области  видимой  и  инфракрасной,  слЪдуюпия  формулы: 

12,765. Я.2 
^-6,440-0,7485.2»-,- д,+  145>()7, 


В=  — 


9  931     33 

~,_-0±  .  л. 


Я*  +  145,07" 
Обратная  поверка  даетъ: 


*1 

Аеыч. 

—  Анаб. 

Ввыч. 

—  Внаб. 

4,2 

5,291 

5,288 

1,016 

1.016 

4.3 

7,052 

6,668 

1,230 

1,036 

5,0 

10,271 

10,240 

1,640 

1,605 

5.5 

13,848 

14,200 

2,167 

2,268 

«,0 

17,788 

17,520 

2,661 

2,940 

6,5 

22,093 

22,690 

3,271 

2,385 

7.0 

26,769 

30,380 

3,943 

3,312 

*,0 

37,236 

38.440 

5,464 

4,222 

10,0 

62,701 

63,770 

9,316 

7,680 

12,0 

94,261 

105,690 

13.340 

12,9*0 

15,0 

153,064 

153,090 

20,350 

20,340 

Соглас1е  достаточное.  Для  дальн*йшаго  сравнешя  опред*лимъ  А  и  В 
для  Я,  =  20,0,  найденнаго  Рубенсомъ  и  Гагеномъ.  Найдемъ: 

А  =  —  281,6;         В 32,75, 

а  по  наблюденш: 

Л  =  —  232,1;         В  =  —  33,02. 

Если-бы  отсюда  определили  п  и  нх,  то  нашли-бы: 

и  =  0,974;         пх=  16,81, 

а  Рубенсъ  и  Гагенъ  нашли  изъ  опыта: 

п=  1,140;  пх=  15,90. 


—  28 


Область  отъ  Л,  =  4,5  до  ^  =  15,0  можно  также  представить  сле- 
дующими простыми  формулами: 

516,53.x,2 


'"*'       X*  +  462,22' 

Б  = 

4,141.1 

3 

1 

Я* +  462, 

22* 

Сравнение  вычислений  и 

наблюденШ  даетъ: 

я, 

Авыч. 

—  Анаб. 

~""~  ^еыч. 

Авыч. 

—  Апаб. 

-»выч. 

4,5 

5,662 

5,657 

— 

0,782 

0,782 

— 

5,0 

10,846 

8,362 

— 

1,062 

0,976 

— 

5,5 

15,710 

10,945 

— 

1,399 

1,166 

— 

6,0 

24,828 

15,641 

— 

2,063 

1,607 

— 

6,5 

27,240 

22,61) 

22,70 

2,254 

2,385 

2,385 

7,0 

33,48 

30,ЗН 

29,52 

2,779 

3.312 

2,931 

8,0 

46,803 

38,44 

43,95 

4,029 

4,223 

4,224 

10,0 

75,888 

63,770 

74,80 

7,368 

7,680 

7,621 

12,0 

106,680 

105,690 

106,67 

11,804 

12,978 

12,045 

15,0 

153,10 

153,09 

153,04 

20,337 

20,336 

20,332 

Согласие  для  В  значительно  больше,  ч'виъ  для  А ,  какъ  это  и  сд-в- 
довало  ожидать. 

Если-бы  область  съузили,  взяли-бы  напримБръ  отъ  Я,  =  6,5  до 
Я,  =  15,0,  то  для  В  получили-бы  еще  большее  согласие,   если-бы  взяли: 


А  =  25,675  ■ 


474,00.  Я,2 
Я7+ 371773' 


3,595.  Я.2 
Я,2 -^371,83' 

Результаты  помещены  въ  4  и  7  столбцахъ  предыдущей  таблицы. 

§  20.  Перейдемъ  теперь  къ  наблюдешямъ  Минора  1),  въ  области  ви- 
димой части  спектра  (1{  =  3,95  до  Хх  =6,30).  Получимъ  сл*дуюпця  формулы: 

86,912. Я,2 


6,889  — 


В=  — 


Я*  +  113,417  ' 
0,9840.  Я* 
А*+И3,417~' 


1)  Ь.  с.  р.  617. 
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Зам&гикъ,  что  адксь  коэффищентъ  А0  =  6,889  близокь  къ  найден- 

р 

иому  въ  первой  формул*:  Л0=.  6,440,  а  частное  -у  =  0,7663,    близко 

кь  коэффисценту  к  =  0,7435  той-же  формулы  (§  19). 
Вычисления  А  и  В  даютъ: 


*| 

—  Авыч. 

Анаб.  \ 

1 

-Нвыч. 

—  Внаб. 

3,95 

3,621 

3,620 

0,470 

0,470 

4,50 

6,584 

5,657     , 

0,671 

0,782 

5,00 

8,805 

8,362 

0,889 

0,979 

5,50 

11,411 

10,945     ■ 

1,140 

1,166 

5,893 

13,485 

13,204     ! 

1,359 

1,288 

6,30 

15,641 

15,641 

1,607 

1:607 

Соглас!е  достаточное.  Если-бы  закрайшя  наблюдешя  взяли  наблю- 
дешя для  Я,  =  3,95  и  Х{  =  5,893,  то  получили-бы: 

А0=  7,828,     Р=-- 66,320,     #  =  0,6892     и     **  =  74,775. 

близк1я  къ  прежнимъ  значешямъ. 

Если  возьмемъ    большую    область,    наприм'Ьръ    отъ    Я,  =  3,29    до 
Хх  =  5,^93,  то  получимъ  по  способу  наименьшихъ  квадратовъ: 

1,471.2? 


Л  =  4,037  —  0,5476.  Я,2- 

0,1752.  Я* 
Б=~1*-]г  0,1022' 
Сравнеше  даетъ  следующее: 


Я;2  г0,4022  ' 


*| 

—  А«ын. 

Анаб. 

Вшыч. 

—  Внаб. 

3,290 

0,472 

0,016 

0,566 

0,581 

3.320 

0,580 

0,358 

0/561 

0,525 

3,360 

0,725 

0,609 

0,569 

0,420 

3,460 

1,096 

1,157 

0,587 

0,481 

3,611 

1,576 

2,064 

0,614 

0,5*3 

3,950 

3.073 

3,620 

0,675 

0,470 

4.500 

5,609 

5,657 

0,773 

0,7*2 

5,000 

8,205 

8,362 

0,862 

0,979 

5,51)0 

10,803 

10,945 

0,951 

1,166 

5,*93 

13,2«2 

13,204 

1,069 

1,2*8 

6,300 

16,231 

15,641 

1,003 

1,607 
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Всл'Ьдств1е  малости  г-  можно  брать  приближенный  формулы: 

А  =  5,508  —  0,5476.  Я*,     В  —  — 0,1752.  *•. 

Къ  наблюдешямъ  Минора  мы  присоединили  еще  одно  наблюдете 
Друде  для  Я,  =6,3. 

Согласие  достаточное. 

$  21.  Примйнеше  „электронныхъ  формулъ"  къ  серебру  можетъ 
быть  сделано  для  области  между  двумя  полосами  поглощешя.  Наблюде- 
шя  Рубенса  и  Гагена  надъ  прозрачностью  металловъ  показываютъ,  что 
для  серебра  поглощеше  лежитъ  за  длиной  волны  Хх  =  3,26  въ  области 
ультрафюлетовой.  Поэтому  воспользуемся  наблюден1ями  Минора  въ 
области  3,26  —  5,5  1).  Получимъ  сл*дуюнця  формулы: 


Л  =  1 


33,883.  Я.2 


114,142 


•Я2 


+ 


в=  — 


0,5185. Я» 


0,627.  Я* 
Я;2  — 9,438  ' 

0,01387.  Я* 


114,142  -Я,2        Я'*  — 9,438  ' 
Сравнеше  съ  наблюдетями  Минора  даетъ  следующее: 


я. 

-О-вЫЧ. 

Анаб. 

ЛЗвыч. 

—  Ънаб. 

3,26 

—0,323 

—0,295 

0,5«6 

0,584 

3,28 

—0,031 

—0,169 

0,547 

0,547 

3,29 

0,106 

0,046 

0,526 

0,581 

3,32 

0,433 

0,358 

0,505 

0,525 

3,36 

0,803 

0,609 

0,475 

0,420 

3,46 

1,484 

1,157 

0,438 

0,481 

3,61 

2,232 

2,064 

0,422 

0,583 

3,95 

3,569 

3,620 

0,463 

0,470 

4,50 

5,719 

5,657 

0,620 

0,782 

5,00 

7,998 

8,362 

0,838 

0,979 

5,50 

10,761 

10,945 

1,139 

1,166 

5,893 

13,383 

13,204 

1,448 

1,288 

1)  Строго  говоря,  наблюдения  Гагена  и  Рубенса  даютъ    область  отъ  3,21  до  7,0. 
Апп.  (1.  Р1и  8,  р.  446.  (1902). 
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Вычисляя  наблюдения  Друде  для  Я,  =  6,3,  найдемъ: 

А  =  —  16,651  вм.  —15,641  и  В  =  — 1,856  вм.  —1,607. 

Наблюден1я  Гагена  и  Рубенса  для  области  6,0  — 15,0  даютъ  сл4- 
дуюнця  формулы: 


3045,25.  Я*      |      2,458.  Я,2 

4595,64  —  Я2  ~  Я*  —  20,06  ' 

23,460.  Я»  0,13*47. Я,3 

4595,64  —  Я*  _  Я*  —  20Д)<>" ' 

Сравнеше  даетъ  сл4дуюице  результаты: 


А  =  1- 


В=  — 


я, 

АбЫЧ. 

"~~  Анаб. 

-В 

—  Внаб. 

6,0 

17,493 

17,517 

2,936 

2,940 

6,5 

22,606 

22,690 

3,082 

2,385 

7,0 

27,658 

30,380 

3,367 

3,312 

8,0 

38,418 

38,449 

4,220 

4,223 

10,0 

63,664 

63,770 

6,903 

7,680 

12,0 

94,652 

105,690 

10,984 

12,980 

15,0 

153,072 

153,088 

20,333 

20,336 

Если  воспользуемся    наблюдениями  Гагена    и  Рубенса   въ  области 
3,26  —  5,5,  то  получимъ  1): 


Л  =  1- 


В 


1,897.2»  63,513.  Я* 

Я*  — 6,12         139,56— Я*' 

0,0292.2»  1,354.  Я3 

Я,2— 6,12  ~~  139,56— Я/1 


причемъ    за    основныя   наблюдешя    взяли:     1)    Ях  =  3,26,    пх  =  0,449, 
и  п  =  0,661,  2)  Я1==4,2  и  3)  Я,  =5,5. 


*)  Принявъ  за  отражательную  способность  для  Х1  =  3.26  среднее  изъ    опред'Ъле- 
Н1Й  и,  а  именно  0.661.  Тогда  Л  =  +  0,235  и  В  =  —  0,591. 
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Сравнение  даетъ: 


Я, 

Лвыч. 

Лнаб. 

Лвыч. 

—  ~Вна6. 

3,26 

—0,234 

—0,235 

0,588 

0,594 

3,38 

0,573 

0,673 

0,621 

0,444 

3,57 

1,730 

1,600 

0,687 

0,499 

3,85 

3,314 

ЗД21 

0,811 

0,769 

4,20 

5,284 

5,288 

1,011 

1,016 

4,50 

7,061 

6,668 

1,223 

1,036 

5,00 

10,347 

10,240 

1,668 

1,605 

5,50 

14,197 

14,200 

2,263 

2,268 

6,00 

18,793 

17,520 

3,035 

2,940 

Для  коротаихъ  волнъ  согласие  меньшее,  ч4мъ  для  длшшыхъ;  при- 
чина въ  малой  точности  опред-Ьлешя  К. 

%  22.  Обозревая  предыдущее,  можно  утверждать,  что  и  при  на- 
стоящемъ,  неполномъ,  знанш  дисперсш  металловъ  формулы  нашей 
теорш  въ  самой  простой  форм*  въ  достаточной  степени  удовлетворяют!» 
наблюдешямъ.  ДальнМпия  наблюдешя  да  дуть  безъ  сомн^шя  еще  боль- 
ше данныхъ  для  подтверждешя  предлагаемыхъ  формулъ. 

Въ  заклгочешс  должно  присоединить  следующее.  Настоящая  ра- 
бота была  уже  закончена,  какъ  появились  статья  Друде  (Апп..  (1.  РЬ. 
Вй.  14,  р.  936),  въ  которой  онъ  получаетъ  некоторые  выводы  изъ 
своей  „электронной  теорш"  металловъ;  между  гЬмъ  какъ  пов*рка  его 
формулъ,  какъ  показано  мной  выше,  приводить  къ  отрицательному  ре- 
зультату въ  н'Ькоторыхъ  случаяхъ;  это  обстоятельство  подрываетъ  зна- 
чеше  полученныхъ  Друде  выводовъ. 


ДиФФеренц1альныя  уравнешя  перваго  по- 
рядка, имЪюпия  данный  интегральный  мно- 
житель Фактор1альной  Формы. 


В.  П.  Ермакова. 


1.  Предисловле. 

Въ  XXI  \"  том*  Математическаго  Сборника  ном*щенъ  мемуаръ 
А.  Н.  Коркина  иодъ  заглав1емъ:  Изыскание  о  множителяхъ  Оифферен- 
цкиъныхъ  уценены  перваю  порявка  1).  Въ  зтомъ  мемуар*  Коркинъ  р*- 
шаетъ  следующую  задачу: 

Въ  дифференндальномъ  уравненш; 

Мдх  -|-  Шу  =  О 

.1/  и  Л7  суть  ц*лыя  однородный  функцм  относительно  //;  требуется  найти 
самое  общее  выражеше  этихъ  функщй  подъ  условхемъ,  чтобы  диффе- 
ренщальное  уравнеше  им*ло  данный  интегральный  множитель: 

О/  —  игУ1  (У  —  'О*2  •  •  •  0/  —  "пУп  - 

Мнопе  математики  пробовали  решать  эту  задачу  раньше,  но  на- 
следовали только  частные  случаи.  Коркииу  удалось  ноказать,  что  пол- 
ное р*шен1е  задачи  всегда  можетъ  быть  найдено  въ  конечной  форм* 
при  помощи  онред*ленныхъ  интеграловъ.  Сверхъ  того  Коркинъ  указалъ 
т*  случаи,  когда  р*шен1е  задачи  не  содержитъ  ни  опред*ленныхъ 
интеграловъ,  ни  квадратур!».  ВеякШ  согласится  съ  т*мъ,  что  этотъ  ре- 
зультата огромной  важности.  Однако  изсл*дован1е  Коркина  слишкомъ 
длинно  (220  страницъ)  и  переполнено  массою  формулъ.  Я  ув*ренъ,  что 

1)  »)тотъ  мемуаръ    въ  1902  году  изданъ  на  французскомъ  языки  отдельной  бро- 

шюрой  подъ  заглавй'мъ:  „Е1ис1е:>  с!еа  шиШрНеаЪеигз  <1е*>  ециаНоив  (ИгТегепНеИс*  с1и  рге- 

1шег  огйге".  ЬЧ.  Р<Иеп>Ьоигд. 
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немнопе  нзъ  математиковъ  ирочтутъ  этотъ  мемуаръ,  и  ц*нный  резуль- 
тагь  Коркина  можетъ  исчезнуть  безсл*дно.  Но  я  знакомь  съ  прежними 
изсл*дован1Ями  Коркина  и  знаю,  что  вс*  его  работы  им*ютъ  высокШ 
интересъ.  Вотъ  почему  я  уиотребилъ  всЬ  усил1я,  чтобы  познакомиться 
и  съ  настоящимъ  мемуаромъ.  Въ  результат*  оказалось,  что  все  изел*- 
доваше  Коркина  можно  изложить  въ  очень  краткой  и  ясной  форм*. 

Коркинъ  зам*чаетъ,  что  р*шен1е  задачи  приводится  къ  интегри- 
рование такой  системы  линейныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ,  въ 
которой  число  неизв*стныхъ  функщй  бол*е  числа  уравнеШй.  Можно  лн 
изъ  этой  системы  при  помощи  алгебраическихъ  операщй  и  дифференци- 
ровали выделить  определенную  систему  дифференщальныхъ  уравнешй, 
въ  которой  число  неизв*стныхъ  функщй  равнялось  бы  числу  уравненШ? 
Первая  глава  немуара  Коркина  содержитъ  р*шен1е  этого  вопроса.  Осо- 
бенно много  хлопотъ  доставилъ  Коркину  тотъ  случай,  когда  сумма  по- 
казателей интегральнаго  множителя  ц*лое  отрицательное  число.  Это 
изсд*доваше  можно  сильно  упростить,  если  предварительно  доказать  дв* 
общ1'я  очень  иростыя  теоремы.  Первая  изъ  этихъ  теоремъ  (§  3)  пока- 
зываетъ,  что  данную  задачу  можно  заменить  другою,  въ  которой  неко- 
торые показатели  интегральнаго  множителя  увеличены  на  ц*лые  числа. 
Вторая  теорема  (§  5)  показываетъ,  что  самое  общее  р*шете  задачи 
содержитъ  произвольную  функщю  и  конечное  число  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ.  Поел*  этихъ  теоремъ  становятся  ненужными  вс*  сложный 
формулы  первой  главы  мемуара  Коркина.  Въ  остальныхъ  двухъ  главахъ 
Коркинъ  показываетъ,  какимъ  образомъ  полное  р*шеше  задачи  приво- 
дится къ  опред*леннымъ  интеграламъ*  Массу  преобразований  нужно  вы- 
полнить, чтобы  въ  результат*  получились  интегралы,  им4юцце  конечное 
значеше.  Между  т*мъ  вс*  эти  преобразовашя  очень  просто  вытекаюпэ 
изъ  вышеуиомянутыхъ  теоремъ. 

См*ю  думать,  что  мн*  удалось  изложить  ценные  результаты  А.  Н. 
Коркнна  въ  простой  и  ясной  форм*.  Над*юсь,  что  въ  такой  форм* 
р*шен1е  задачи  Коркина  заиметь  видное  м*сто  въ  курсахъ  дифферен- 
цДальныхъ  уравненШ. 

2.  Постановка  задачи  и  основная  теорема. 

Пусть  Л/  и  Лг  означаюпэ  н*которыя  ц*лыя  алгебраичеейя  функщй 
перем*ннаго  у\  коэффищенты  у  этихъ  многочленовъ  суть  функщй  пере- 
м*ннаго  х.  Предмегь  нашего  изсл*довайя  заключается  въ  р*шенш 
сл*дующей  задачи: 

Требуется  найти  самое  общее  выраженье  для  31  и  N  подъ  усло- 
вк'мъ,  чтобы  Онфферснцьалыюе  уравнение 

31дх-\-Х0у=0  (Д) 
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имгъло  интегральный  множитель 

К  -  {у  —  в,)*  (у  -  ир*  ...{у  -ип)*п .  (2) 

Зд*сь  показатели  ар  а2, . . .  ,ан  суть  числа  постоянны*,  и,,  и2, . . .  ,  ип 
суть  функщи  перем'Ьннаго  #. 

Для  этой  ц'Ьди,  какъ  известно,  должно  удовлетворяться  следующее 
уравненш: 

^л.^  —  ^—  =  —1  «  3/-д1о-^-й-  (3) 

<*г    '    "        Ох  ду  ^~  ду      ' 

Подставивъ  вместо  К  его  выражеше  (2),  мы  приведемъ  это  урав- 
неше  къ  следующей  форм*: 

<)У      дМ  _  у  «  (М  +  Щ) 

ох       ду  ~~~  2а       У  —  и. 

Это  уравнеше  должно  удовлетворяться  при  произвольныхъ  значе- 
шяхъ  у.  Положимъ  у  равенъ  и..  Вторая  часть  уравнешя  (4)  не  должна 
обращаться  въ  безконечность;  поэтому  М(у)-\-Х(у)и.  должно  делиться 
безъ  остатка  на  у  —  и4.  Чтобы  выполнялось  это  условге,  должно  им'Ьть 
м*сто  равенство: 

1Г(и,) +  *(*>;  «О.  (5) 

(<  =  1,2 и). 

Отсюда  приходимъ  къ  следующему  заключенш: 

Если  выражение  (2)  будетъ  интегральнымъ  множшпелемъ  диффс- 
ренщалънаю  уравненгн  (1),  то  м2,  и,л,  . ..  , м  будутъ  частными  инте- 
гралами тою  же  дифференщальиаю  уравнения  (1). 

3.  Повышеже  показателей  въ  интегральномъ  множителе. 

Введемъ  сл^дугопйя  обозначения: 

*\у)  —  (У  —  ^)(У  —  %)...  (У  —  ин) ,  (С ) 

^  («1+1) 

ш=тУ '_,;  '•  с») 

■■     У         I 
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Положимъ,  что  мы  нашли  самое  общее  рЪшеше  задачи,  указанной 
въ  §  2.  Пусть  уравнете  (1)  им'Ьетъ  интегральнымъ  множителемъ  выра- 
жение (2).  Мы  можемъ  составить  весьма  простое  уравнете,  которое 
им'Ьетъ  тотъ  же  интегральный  множитель  (2).  Пусть  V  обозначаете 
произвольную  функщю  нерем'Ьннаго  х.  Разсмотримъ  такое  дифференш- 
альное  уравнете: 

Это  уравнете,   но  сокращенш  на  Л,  приметь  следующую  форму: 

[тб6х~  ГР2^)д*-\-  УЬ\(у)ду  =  0.  (9) 

Это  уравнете  им'Ьетъ  интегральнымъ  множителемъ  выражете  (2;. 
Вычтемъ  уравнете  (9)  изъ  уравнетя  (1);  нолучимъ  следующее  уравнете: 

Ыу)  -  т6~+  ГЯ,(У)\  О*  +  (  ВД  -  УРХ (у)\ ду  =  0.        (10) 

Это  последнее  дифференщальное  уравнете  им'Ьетъ  интегральнымъ 
множителемъ  выражете  (2).  Можно  подобрать  V  такъ,  чтобы  функщя. 
стоящая  при  ду  въ  уравненш  (10),  делилась  безъ  остатка  на  у — нг 

Для  этой  ц4ли  нужно  положить 

Зам'Ьтимъ  теперь,  что  по  теорем*  §  2  у  =  и}  должно  быть  част- 
нымъ  интеграл омъ  уравнеи1Я  (10),  а  такъ  какъ  функщя,  стоящая  при 
ду  делится  на  у-  н, ,  то  и  остальное  выражете  должно  делиться  на 
//  —  иг  Итакъ,  если  V  опред'Ьлимъ  формулой  (11),  то  дифференщальное 
уравнете  (10)  содержигь  множитель  у  —  мг   Положимъ 

_  Ш-т-,Ъ±Гг<У)У      _  ад_™(у) 

Щу)  = '•:  -  -        -  -  ,    ВД  =  — — -  •    (12) 

II — ",  У  —  ", 

Такъ  определенный  функцш  оудутъ  целыми  относительно  у. 
Отсюда  сл^дусп»,  что  дифференщальное  уравнеше: 

М(у)  дх  -'Т-  Х(>п  ду  =  о  (13) 

им'Ьетъ  интегральнымъ  множителемъ 

О/  —  «, )  Щу)  =  0/  —  «,)'■  + '  (//  —  м4)а«  ...(у  —  ипУ« .  (II) 
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Итакъ,  если  намъ  известно  общее  р*Ьшеше  первоначальной  задачи, 
то  мы  можемъ  найти  общее  р1>шеше  другой  задачи:  мы  можемъ  соста- 
вить такое  дифферен  шальное  уравнеше  (13),  интегральнымъ  множите- 
лемъ  котораго  должно  быть  выражение  (11). 

Наши  формулы  не  годятся  въ  одномъ  только  случай,  когда  а1 
равно  —  1 .  Въ  самомъ  д*.гЬ,  въ  зтомъ  случай  изъ  формулы  (7)  сл*Ь- 
дуетъ,  что  Р1(и1)  =  0\  тогда,  по  формуле  (11),  V  не  им1>етъ  конечнаго 
значен  1Я. 

Обратно,  если  мы  знаемъ  общее  р-Ьшеше  второй  задачи,  то  легко 
можемъ  найти  и  общее  рЪшеше  первой  задачи.  Для  этой  ц4ли  изъ 
уравнешй  (12)  им'Ьемъ: 

Щу)  =  (У-  «О  М(у)  г  ПУ)  ^:  -  Щ(у) , 

(15) 

ЭД  =  (у— и^ЗД-Ь  у*\(#). 

Подставивъ  эти  выражешя  въ  уравнеше  (1),  получимъ  общее  рй- 
шеше  первой  задачи.  Въ  формулахъ  (15)  V  должно  быть  произвольною 
функщей  перемйннаго  х. 

Итакъ,  рйшеше  нашей  задачи  мы  всегда  можемъ  свести  къ  рйше- 
Н1ю  другой  задачи,  въ  которой  одинъ  изъ  показателей  иитегральнаго 
множителя  увеличенъ  на  1.  ВсякШ  показатель  можетъ  быть  увеличенъ 
на  1,  за  исключешемъ  показателя  равнаго — 1. 

Повторяя  указанный  ироцессъ  нисколько  разъ,  мы  можемъ  приве- 
сти рйшеше  нашей  задачи  къ  рйшеюю  новой  задачи,  въ  которой  пока- 
затели иитегральнаго  множителя  увеличены  на  цйлыл  числа.  Но  при 
этомъ  нужно  соблюдать  следующую  предосторожность:  чтобы  ни  одинъ 
ц)ьлый  отрицательный  показатель  не  превратился  ни  въ  нуль,  пи  въ 
положительное  число. 

Такимъ  образомъ  рйшеше  данной  задачи  мы  можемъ  легко  выве- 
сти изъ  р|Ьшсн1Я  другой  задачи: 

Найти  общую  форму  дифференц1альнаю  уравнения: 

М1(у)ди-  +  Х1(у)ду  =  0  (1С) 

шакъ,    чтобы    интегральнымъ   множптелемъ   этою   уравнен  1Я   было  вы- 
ражен 1е: 

ЩУ)  =  (У  —  и1)*1+"Ч</  —  «2)а2+М2.  • .(у  —  "п)а*+т",  (17) 

иЪъ  т{ ,  т2 ,  . . .  ,  тп  суть  н*Ькоторыя  д'Ьлыя  положительный  числа. 
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Покажемъ,  какъ  изъ  общаго  р'ЬшенЫ  начальной  задачи  получается 
общее  решете  последней  задачи,  и  обратно. 

Положимъ,  что  начальная  задача  решена,  что  мы  ум'Ьемъ  соста- 
вить общее  выражете  дифференщальнаго  )равненш  (1)  такъ,  чтобы 
его  интегральнымъ  множителемъ  было  выражете  (2). 

Составимъ  такое  дифференщальное  уравнете: 

<1(1<\у)К(у)Ф(уУ)  =  0, 

здесь  Ф(у)  есть  некоторая  целая  функщя  иерем'Ьннаго  у  съ  неопреде- 
ленными коэффициентами:  степень  этой  функции  будетъ  определена  да- 
лее. По  раздйленш  на  Н(у)  последнее  уравнение  принимаетъ  следующую 
форму: 

(1Р2-,?-Ф)йг+(1Р^  +  ^*)ду  =  0-  (18' 

Это  уравнение  им-Ьетъ  интегральнымъ  множителемъ  выражете  (2). 
Вычтемъ  уравнете  (18)  изъ  уравнетя  (1);  получимъ  следующее  уравнете: 

(Х-*^  +  *\*)*х  +  (х-Гдс*-Г>ф)*>  =  0.         (19) 

Это  уравнете  также  имЪетъ  интегральнымъ  множителемъ  выраже- 
те (2).  Понробуемъ  определить  коэффищенты  целой  функцш  Ф(у) 
такъ,  чтобы  выражете: 

Ж//)  -  Щ)  ^  -  РХ{У)  Ф(Ю  (20) 

делилось  безъ  остатка  на 

О/  —  и,)-  (У  —  *,)- . . .  (у  —  "ПГ" .  (2 1 ) 

Выполняя  это  услов1е,  мы  придемъ  къ  п^  ~-т.,-\- . . .  -}-  тп  ли- 
нейнымъ  алгебраическимъ  уравнетямъ  относительно  коэффищентовъ 
функцш  Ф(у) ;  поэтому  мы  можемъ  предположить,  что  степень  Ф(у) 
равна  тг  +  ж2-|- . . .  -\-тп —  1.  Линейныя  алгебраичесшя  уравнетя,  о 
которыхъ  только  что  была  речь,  легко  могутъ  быть  составлены.  Далее 
является  вопросъ:  имеютъ  ли  эти  уравнетя  конечное  решете.  Если  бы 
мы  стали  изледовать  этогь  вопросъ  въ  общемъ  виде,  то  пришли  бы  къ 
сложнымъ  формуламъ.  Между  темъ  изложенный  выше  последовательный 
процеесъ  иовышетя  одного  показателя  на  единицу  показываетъ,  что 
необходимымъ   и  достаточнымъ  услов1емъ  конечности   решетя  является 
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сказанное  выше  ограничсше:  чтобы  ни  одинъ  цЬдый  отрицательный  по- 
казатель не  превратился  ни  въ  нуль,  ни  въ  число  положительное. 

Если  мы  подберемъ  коэффициенты  функцш  Ф(у)  такъ,  чтобы 
функщя  (20)  им*ла  множителемъ  выражеше  (21),  то  легко  докажемъ, 
что  уравнение  (19)  также  будетъ  им*ть  множителемъ  выражеше  (21). 
Поел*  этого  положимъ: 

дФ 

1       (У  —  н,)Ш1(У  ~  *<2Уп*  •  •  -(У  —  нпУПп  ' 

дФ 
К—Г--  —  КФ 

*.= ■ ** .  (22) 

1       (у  —  М|)-|  (у  —  и2у»г  ...{у  —  ипУ"п  к     ' 

Такъ  определенный  функцш  Мх  и  Л*,  будутъ  целыми  относительно 
у.  Подставивъ  найдеяныя  выражешя  (22)  въ  уравнеше  (10),  получимъ 
самую  общую  форму  такого  дифференщальнаго  уравнетя,  интегральнымъ 
множителемъ  котораго  будетъ  выражение  (17). 

Положимъ  теперь,  обратно,  что  мы  имйемъ  общее  р4шен1е  послед- 
ней задачи;  покажемъ,  какъ  тогда  находится  общее  р$шен1е  начальной 
задачи. 

Предположимъ,  что  мы  умЪемъ  составить  самую  общую  форму 
дифференщальнаго  уравнешя  (10)  такъ.  чтобы  его  интегральнымъ  мно- 
жителемъ было  выражен1е  (17).  Въ  такомъ  случае  изъ  уравненШ  (22) 
находи  мъ: 

ОФ 

М  =  Р  дг  —  Г0  Ф  -  Мх  (у  —  и,)*» (у  —  и2)-  . . .  (у  —  ии)"п , 

(23) 

,у  =  р*^ _: -Ъ\Ф  +  Ух (у -  к,)"1  Су  —  "„У" . . .  О/  —  «„Г" • 

Иодставивъ  найденный  выражешя  въ  уравнеше  (1  \  получимъ 
самое  общее  рйшеше  начальной  задачи.  Въ  формулахъ  (23)  коэффищенты 
функцш  Ф(у)  будутъ  уже  произвольными  функщямн  перем^ннаго  иг. 

4.  РЪшеж'е  задачи  въ  томъ  случае  когда  всЪ  показатели  интегральнаго 
множителя  суть  числа  ц*дыя  отрицательные. 

Предположимъ,  что  дифференщальное  уравнеше  (1)  им*етъ  ин- 
тегральнымъ множителемъ  выражеше  (2),  въ  которомъ  показатели 
а,,  а2,  . . .  ,ап  суть  цЪлыя  отрицательный  числа. 
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Полный  интегралъ  дифференщальнаго  уравнешя  (1)  выражается 
въ  следующей  форм*: 

Зд*сь  мы  им-Ьемъ  интегралъ  отъ  алгебраической  функцш.  Такой 
интегралъ,  какъ  известно,  выражается  въ  алгебраической  форм*  съ  при- 
соединешемъ  нйсколькихъ  логаривмовъ: 

Щ)Щ)0[У)  +  2^1ов(У-И|)  =  С. 

Зд*сь  0(у)  есть  произвольная  цЬлая  алгебраическая  функщя  пе- 
ременная) у ,  коэффищенты  этой  функцш  суть  произвольный  функцш 
перемйннаго  х.  Функщя  Ъ\у)  дана  формулой  (6).  Такъ  какъ  прпизвод- 
ная  отъ  первой  части  по  переменному  х  не  должна  содержать  логарив- 
мовъ, то  Л} ,  Л2,...,Л>4  должны  быть  постоянными  числами.  Диффе- 
ренцируемъ  это  уравнение  и  дЬлимъ  на  И{у)\  получаемъ: 

\     Ох         2  иу --  и./        >   \    Оу         1  иу—и.) 

Входящ1Я  сюда  функцш  Ъ\(у)  и  Р2(у)  даются  формулами  (7)  и  (8). 

Въ  такой  форм*  выражается  общее  р4шен1е  нашей  задачи;  оно 
содержип>    произвольную   функцш    &(у)    и    произвольный    постоянныя 


5.  Приведете  общей  задачи  нъ  простейшей  форм*. 

Наиомнимъ,  что  наша  задача  заключается  въ  нахожденш  общей 
формы  дифференщальнаго  уравнешя  (1),  такъ  чтобы  его  интегральнымъ 
множителемъ  было  выражеше  (2). 

Не  давая  самаго  общаго  рЪшешя  задачи,  мы  ддожемъ,  однако, 
составить  дифференщальное  уравнеше,  заключающее  произвольную  функ- 
цш, такъ  чтобы  интегральнымъ  множителемъ  этого  уравнемя  было 
выражеше  (2). 

Пусть  0(у)  выражаетъ  произвольную  цЬлую  функцш  относительно 
у\  коэффищенты  этого  многочлена  суть  произвольный  функцш  перем*н- 
наго  х.  Раземотримъ  следующее  дифференщальное  уравнеше: 

с1(Г(у)Щу)в(у))  =  0. 
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Сокративъ  на  Щу),  мы  приведемъ  это  уравнеше  къ  следующей 
форм*: 

[Р™-Г*о}ъ+[гд^  +  Ъ\вуу  =  0.  (24) 

Входящ1Я  сюда  функщи  Р(у),  Ъ\{у),  Щу)  даны  формулами  (()), 
(7)  и  (*). 

Интегральнымъ  множителемъ  уравнения  (21;  будетъ  выражеше  (2). 
Само  собою  разумеется,  что  дифференщальное  уравнеше  (24)  не  заклю- 
чат» въ  себ*  всйхъ  р*шенШ  нашей  задачи.  Но  пользуясь  этимъ  урав- 
нешемъ,  мы  можемъ  упростить  нашу  задачу.  Вычтемъ  уравнеше  (24) 
изъ  уравненш  (Г);  въ  результат*  иолучимъ  дифференщальное  уравнеше, 
интегральнымъ  множителемъ  котораго  будетъ  выражеше  (2 ).  Произвольную 
функщю  0(у)  можно  иодобрать  такъ,  чтобы  въ  окончательном!*  резуль- 
тагЬ  понизилась  степень  функщи  при  Оу.  Это  понижеше  можно  довести 
до  п  —  2.  Предположимъ,  что  степень  Му)  превосходить  и —  2;  пусть 
эта  степень  равна  п  —  1  -}-  т ,  причем!»  т  есть  число  положительное 
или  нуль.  Пусть 

ЭД  =  во^"1"1  +  ЧхУ"+т~*  +  •  •  • 

Чтобы  достигнуть  понижения,  положимъ  степень  функщи  в(у)  рав- 
ною ш;  напишемт»  эту  функщю  съ  произвольными  коэффициентами: 

&(у)  =  г{)1Г-\-г1у>»-1+  ... 

Вычитая  уравнеме  (21)  изъ  уравнсшя  (1),  мы  ионизимъ  степень 
Х(.У)  •>  если  положимъ: 

Понижете  невозможно,  если  2а_гш  =  0-  Такимъ  образомъ  у 
насъ  появился  исключительный  случай,  когда  сумма  показателей  инте- 
гральнаго  множителя  равна  целому  отрицательному  числу  или  нулю. 
Этотъ  исключительный  случай  можетъ  быть  разрЪшенъ  следующим!» 
нр1емомъ. 

Въ  §  4  мы  разсмотр'Ьли  тотъ  случай,  когда  всЬ  показатели  инте- 
гральнаго  множителя  суть  цЬлыя  отрицательный  числа.  Теперь  мы  раз- 
сматриваемъ  тогь  случай,  когда  не  вс*  показатели  суть  ц1злыя  отрица- 
тельный числа.  Въ  такомъ  случай,  но  доказанному  въ  §  3,  мы  можемъ 
рйшете  нашей  задачи  привести  къ  рЪшенио  другой  задачи,  въ  которой 
гЬ  показатели,    которые   не   суть   цйлыя   отрицательный   числа,    могугь 
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быть  увеличены  на  произвольный  ц'Ьлыя  числа.  Такимъ  пр1еномъ  можно 
всегда  устранить  указанный  выше  исключительный  случай. 

Итакъ,  мы  можемъ  ограничиться  такимъ  дифференщальнымъ  урав- 
нешемъ,  въ  которомъ  степень  N{1/)  равна  п  —  2.  Тогда  изъ  уравнешя 
(4)  сл*дуетъ,  что  степень  М(у)  равна  п  —  1 .  Задачу  въ  такой  форм* 
мы  назовемъ  проспньйгиею  задачею  Коркина. 

Иокажемъ,  къ  чему  приводится  р*шете  простейшей  задачи  Кор- 
кина. Пусть 

Щу)  -  Р<2Г~1  +  Р^~*  +  .  • .  -Ь  Рп  -1 ,  (25) 

ЭД  =  ЧУ"2  +  ЧхУп~*  +  •  •  -  +  <1Н~2  •  (20) 

Задача  приводится  къ  опред*ленш  ^0,  рх ри_р  ^^)\  ^V. .  .,?н_2' 

какъ  функщй  отъ  х,  такъ  чтобы  дифференщальное  уравнеше  (1)  им^ло 
интегральнымъ  множителемъ  выражеше  (2). 

Прежде  всего  изъ  уравнешя  (5)  мы  определит»  #0,  р^  . , .  ,ря_, 
линейно  черезъ  ди,  ?,,--- ,?Мчр8.  Подставивъ  эти  выражешя  въ  уравне- 
ние (4)  и  сравнивъ  коэффищенты  при  одинаковыхъ  степеняхъ  у  1),  мы 
получимъ  для  опред*летя  неизв4стныхъ  функщй  д0,  д,,..., яп_2  си~ 
стему  п  —  1  линейныхъ  дифференщальныхъ  уравнвнШ  пврваго  порядка. 
Назовемъ  эту  систему  дифференциальными  уравнениями  Коркина.  Ц*Ьль 
нашихъ  дальнМшихъ  изсл4дован!й  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  показать, 
что  дифференщальныя  уравнешя  Коркина  могутъ  быть  проинтегрированы 
въ  конечномъ  вид*  при  помощи  опред*ленныхъ  интеграловъ.  Зд*сь  же 
обратимъ  наше  внимаше  на  то,  что  интегралы  будутъ  содержать  п  —  1 
произвольных!,  постоянныхъ. 

Положимъ,  что  мы  решили  просгЬйшую  задачу  Коркина.  Чтобы 
решить  самую  общую  задачу,  нужно  къ  найденному  дифференщальному 
уравненш  прибавить  дифференциальное  уравнете  (24),  въ  которомъ 
&(у)  есть  ц*лая  алгебраическая  функщя  относительно  у  произвольной 
степени;  коэффищенты  этой  функщй  будутъ  произвольными  функд!ями  пе- 
рем*ннаго  х.  Такимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  следующему  заключению: 

Самое  общее  ртиен'ьс  задачи  содержишь  произвольную  функщю  и 
конечное  число  произвольныхъ  постоянныхъ. 


М  +  Лм', 
!)  Не  слЪдуетъ  забывать,   что есть  цЪлая  функщя  перемъннаго  у. 
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6.  Интегралъ  дифференщальныхъ  ураенежй  Корнина,  когда  одинъ  изъ  по- 
казателей интегральнаго  множителя  есть  ц%лое  отрицательное  число. 

Если  дифференщальное  уравнеше  (1)  им'Ьетъ  интеграл  ьнымъ  мно- 
жнтелемъ  выраженю  (2),  то  полный  интегралъ  дифференщалънаго  урав- 
нен1Я  можетъ  быть  выраженъ  въ  следующей  форм*: 


! 


Щу)Х(уду +  ?(*)=  С. 


Положимъ,  что  одинъ  изъ  показателей  интегральнаго  множителя 
(2)  есть  д^лое  отрицательное  число,  а.  =  —  т.  Въ  такомъ  случа* 
подъинте тральная  функщя  (27)  можетъ  быть  приведена  къ  следующей 
форм*: 


О/— и,)"1    '   (?/       к)'"-1    '    '"    г  г/—  и. 


тХ(*)-;.;—..ъ  +  П.~  -^тЧ----  +-^Г-1-*(У): 


гд*  ц>(у)  не  обращается  въ  безконечность,  если  положимъ  у —  и..  Взявъ 
интегралы,  получимъ: 

Производная  отъ  этой  функщи  по  переменному  .г  не  должна  со- 
держать логариома,  потому  что  ата  производная  должна  быть  равна 
В(у)М(у) —  /"'(.*•).  Но  въ  такомъ  случай  коэффищентъ  X,  долженъ  быть 
постояннымъ.  Чтобы  найти  Ь1 ,  нужно  отъ  выражешя  (у — н%)тВ(у)Х(у) 
взять  производную  порядка  т  —  1  по  переменному  у ,  подставить  у  =  и. 
и  разделить  на  1.2.3...  (т  —  1) . 

Такимъ  образомъ  должно  им^ть  м4сто  следующее  уравнеше: 


«'го  — 1 


=  А.\  (28) 


во  второй  части  стоить  произвольное  постоянное. 
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Если  въ  уравнение  (28)  вместо  N{1/)  нодставимъ  его  выраженк* 
(20)«  то  иолучимъ  не  что  иное,  какъ  интегралъ  днфференщальныхъ  урав- 
ненШ  Коркина  1).  Такихъ  интеграловъ  можно  найти  столько,  сколько  есть 
ц1;лыхъ  отрицательныхъ  показателей  въ  интегральномъ  множителе  (2). 

7.  Нахождеже  полной  системы  интеграловъ  дифференщальныхъ  уравнежй 

Коркина. 

Положимъ,  что  въ  интегральномъ  множителе,  кром*  а, ,  а2, . . .  ,аа. 
остальные  показатели  суть  цЪлыя  отрицательный  числа. 

Прежде  всего  по  пр1ему,  указанному  въ  $  3,  мы  можемъ  р'Ьшеше 
нашей  задачи  привести  къ  р*Ьшенш  другой  задачи,  въ  которой  показа- 
тели а1 ,  а2,...,ам  увеличены  на  некоторый  положительный  числа. 

Такимъ  щиемомъ  можно  достигнуть  того,  чтобы  показатели  «, , 
а2,...,а,л  были  положительны.  Если  же  въ  самомъ  общемъ  с луча*  эти 
показатели  мнимые,  то  мы  можемъ  достигнуть  того,  чтобы  ихъ  действи- 
тельный части  были  положительны, 

Ксли  дифференщальное  уравнеше  (1)  им'Ьетъ  интегральным!»  мно- 
жнтелемъ  выражеше  (2),  то  полный  интегралъ  днфференщальнаго  урав- 
нен!я  (1)  выражается  въ  следующей  форм*: 


I 


У  Щу)Х(у)01/=С.  (29) 


Чтобы  убедиться  въ  этомъ,  стоить  только  продифференцировать  это 
уравнеше;  тогда,  если  иримемъ  во  внимаше  уравнеше  (3),  но  сокраще- 
на на  Н(у)л  получнмъ  дифференщальное  уравнеше  (1). 

Въ  §  2  было  показано,  что  и2 ,  м8 ,  . . .  ии  суть  частные  интегралы 
днфференщальнаго  уравнешя  (1),  поэтому  должны  им+лъ  м'Ьсто  так1я 
уравнен1я: 

[и'11(у)Х(у)дд  =  Лг  (30) 

Величины,  стояния  во  второй  части,  суть  произвольный  постоянный. 
Если,  какъ  сказано  выше,  действительный  части  показателей  ар  аг. . .  ,а 
положительны,  то  определенные  интегралы  (30)  имйютъ  конечное  значеше. 
Если  въ  уравнеш'я  (30)  вместо  Х{у)  нодставимъ  выражеше  (20), 
то  иолучимъ  не  что  иное,  какъ  интегралы  днфференщальныхъ  уравне- 
Н1Й  Коркина. 

*)  Можетъ  случиться,  что  выражеше  (28)  въ  первой  части  тождественно  обра- 
тится въ  нуль  при  пропзвольныхъ  г/0,    </р  ...,7и-2'    1ак°й  случай  невозможенъ,  если 
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Такимъ  пр1емомъ  нельзя  получить  всЬхъ  интеграловъ  дифферен- 
щальныхъ  уравнснШ  Коркина.  Въ  уравненш  (29)  нельзя  положить 
,/  =  и  ,  и  .....  потому  что  тогда  определенные  интегралы  не 
будутъ  иметь  конечнаго  зыачешя.  Но  такъ  какъ  показатели  а?А+] , 
аа_Р2-  •  •  •  ап  СУТЬ  Д*лыя  отридательныя  числа,  то  остальные  интегралы 
находятся  прйеномъ,  указаннымъ  въ  §  6: 

|    ъ^Ь-иртХО»    \        -Аг  (31) 

Если  въ  уравнешя  (30)  и  (31)  вместо  Лг(?/)  иодставимъ  выражеше 
(26),  то  получимъ  полную  систему  интеграловъ  дифференщальныхъ  урав- 
ненШ  Коркина. 

Въ  уравнен1Я  (5),  (30)  и  (31)  вместо  М(у)  и  К(у)  иодставимъ  ихъ 
выражеюя  (23)  и  (26);  р4шимъ  полученный  уравнешя  относительно 
р0,  рр. .  .,/>„_!,  %;  г/р.  ••-.?„» о ">  подставимъ  найденныя  функщи  въ 
формулы  (25)  и  (2(>);  въ  результат*  найдемъ  полное  решете  простей- 
шей задачи  Коркина.  Изъ  иолнаго  решетя  простейшей  задачи  можно 
найти  решение  общей  задачи  пр1емомъ,  указаннымъ  въ  §  5. 

Этимъ  наше  изсл^дованю  закончено.  Остается  указать  тЬ  случаи, 
когда  решете  задачи  не  содержит!»  оиредЬленныхъ  интеграловъ. 

Положимъ,  что  всЬ  показатели  суть  числа  ц*лыя,  положительный 
или  отрицательный.  Тогда  интегралы  (30),  какъ  интегралы  отъ  ращональ- 
ной  функщи,  могуть  быть  выражены  черезъ  алгебраическ!я  функщи  и 
черезъ  логариомы.  Отсюда  нриходимъ  къ  следующему  заключении: 

Задача  Коркина  решается  въ  конечномъ  вид)ь  безъ  опред)ьленныхъ 
интараловъ,  если  ваь  показатели  интегральнаго  множителя  суть  числа 
Н1ълыя,  положительный  или  отрицательный. 

Положимъ  теперь,  что  все  показатели,  кроме  одного,  нанримеръ 
а] ,  суть  положительный  целыя  числа.  Тогда  подъ  знаками  интеграловъ 
(30)  имЪемъ  произведение  изъ  целой  алгебраической  функщи  на  (у — н,)*1 . 
Такой  интегралъ  можеть  быть  также  выраженъ  ироизведешемъ  целой 
алгебраической  функщи  на  (у  —  ?г)а<.  Отсюда  нриходимъ  къ  следую- 
щему заключенно: 

Задача  Коркина  ршиается  въ  конечной  формп>  безъ  опредчьленныхъ 
интеграловъ,  если  ваь  показатели  интегральнаю  множителя,  за  исклю- 
чен 1смъ  одною,  суть  положительных  юьлыя  числа. 

Можно  указать  еще  друпе  случаи,  когда  определенные  интегралы 
могуть  быть  найдены. 
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Положнмъ,  что  одинъ  показатель  есть  число  дробное,  а.  =  - ,  вс* 

же  остальные  показатели  суть  положительный  ил»  отрицательный  цЪлыя 
числа*  Тогда  преобразовашемъ  у  —  и}  =  &  мы  приходимъ  къ  интегра- 
ламъ  отъ  ращональной  фуякц1я. 

Положимъ,  что  два  показателя  а1  и  а2  суть  дробныя  числа  со 
знаменателемъ  2,  всЬ  же  остальные  показатели  суть  положительныя  или 
отрицательный  цЬлыя  числа.  Тогда  преобразовашемъ  у —  и1=^{у — м2) 
мы  приходимъ  къ  интеграламъ  огь  ращональной  функщи. 

8.  Дополнеже  къ  §  3. 

Въ  §  3  было  показано,  что  рйшеше  одной  задачи  можетъ  быть  най- 
дено изъ  р-Ьшетя  второй  задачи,  въ  которой  показатели  интегральнаго 
множителя  увеличены  некоторыми  положительными  числами,  но  оконча- 
тельный результатъ  не  приведенъ  къ  просгЬйшей  форм*.  Результатъ 
выраженъ  въ  следующей  форм*:  если  дифференщальное  уравнете  (16) 
умножимъ  на  некоторый  множитель  и  прибавимъ  къ  уравненш  (18), 
то  получимъ  общее  рйшеше  начальной  задачи.  Но  и  дифференщальное 
уравнеше  (16),  въ  самомъ  общемъ  выраженш,  содержитъ  ц4лую  функ- 
щю  произвольной  степени  съ  произвольными  коэффициентами;  уравне- 
ше  (18)  также  содержитъ  ц*Ьлую  функщю  Ф{у)  данной  степени  съ 
произвольными  коэффищентами.  Отсюда  вытекаетъ  такое  заключеше, 
что  какъ  будто  общее  рйшеше  начальной  задачи  содержитъ  дв* 
функщи  съ  произвольными  коэффищентами.  Покажемъ,  что  эти  дв* 
функщи  всегда  такъ  комбинуются,  что  он*  могутъ  быть  заменены  одною 
произвольною  функщей. 

Начальная  задача  такова: 

Найти  самое  общее  выражеше  дифференшальнаго  уравнешя: 

М(у)Ох-\-Х(у)ду  =  (),  (1) 

такъ  чтобы  оно  им*ло  интегральнымъ  множителемъ  выражеше: 

}{(у)  «  (у  _  М|)я.  (у  —  м2)«. . . .  (у  —  пп)*п .  (2) 

Было   показано,   что  рЪшеше   этой   задачи   можетъ   быть   получено  изъ 
общаго  р*шен]*я  следующей  задачи: 

Найти  самое  общее  выражеше  дифференщальнаго  уравненЫ: 

ЛГ1(у)дх  +  Х1(у)ду=0..  (16) 


—  47  — 

такъ  чтобы  оно  шгЪло  интегральнымъ  множителемъ  выражен1е: 

*,  0/)  —  (У  —  ««,)"•+"•  (*  —  и2У*+>**  ...(у-  ипуп+»ы ,  (1 7) 

въ  которомъ  т1 ,  ш2, . . .  ,тн  суть  некоторый  ц*лыя  положительный  числа. 

Положимъ,   что    простейшее  решете    второй   задачи    выражается 

уравнешеыъ  ПО).   Чтобы   найти   самое   общее   р*шеше   второй   задачи, 

нужно,  какъ  показано  въ  §  5,  къ  уравненш  (16)  прибавить  уравнеше: 

^^->;в|^+(^  +  >\в)^=о,  (32) 

въ  которомъ  &(у)  есть  ц-Ьдая  функщя  произвольной  степени  съ  про- 
извольными коэффищентами.  Входяшдя  сюда  функц!и  Рг(у)  и  Р2(у) 
должны  быть  определены  по  сл'Ьдующимъ  формуламъ: 

—  V  <Ч  +  Щ  4-  *)     —  V  («<  ~  **;  4" 1 ) и. 

Д(у) 
Если  мы  сумму  уравнений  (16)  и  (32)  умножнмъ  на  -^—  и  при- 

бавимъ  къ  уравненш: 

(^-^•*)Й*-|-(^-д*-Ь*',*)^-0,  '        О*) 

то  получимъ,  какъ  было  показано  въ  §  3,  самое  общее  р*шен1е  началь- 
ной задачи. 

Если  уравнение  (32)  умножимъ  на  -  —  и  прибавимъ  къ  уравне- 
нш (1Ь),  то  легко  показать,  что  въ  результат*  получимъ  следующее 
уравнеше: 

/     дв.  \  (     дв.  \ 

(^"^т+1^+'1Т'в0,       (33) 

въ  которомъ 

е^-Ф(у)  +  -1щв(у). 

Отсюда  вытекаетъ  слЪдующШ  результаты 

Если  мы  Оифференщальное  уравнение,  соответствующее  проспиъи- 

тему  ртиент  второй  задачи,  умнож-имъ  на  --р—г  м  щшоавпмъ  къ  урав- 
ненш (33),    въ  которомъ    Вх{у)  есть   цнаая   функщя  произвольной  сто- 
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пени  сь  произвольными  коэффициентами,  то  въ  результант  получпмъ 
самое  общее  ртисн'ье  первой  задачи, 

Такимъ  образомъ  снова  подтверждается,  что  р^шеше  задачи  въ 
самомъ  общемъ  случа*  содержитъ  только  одну  произвольную  функщю  н 
конечное  число  произвольныхъ  постоянныхъ. 

Напомнимъ  зд'Ьсь,  что  найденное  такимъ  пр)емомъ  рйшеше  первой 
задачи  только  въ  томъ  случай  будетъ  самымъ  обтимъ,  а  не  частным!» 
р-Ьшешемъ,  когда  выполняется  требоваше,  найденное  въ  §  3:  чтобы  ни 
оОинъ  ц)ьлый  отрицательный  показатель  интегральною  множителя  (2) 
не  превращался  ни  въ  нуль,  ни  въ  положительное  число  въ  интегралъ- 
номъ  множители  (17). 

9.  Интегральный  множитель  (//  —  «)"■ 

Разсмотримъ  иросгЬйшШ  случай  задачи. 

Требуется  найти  самую  общую  форму  дифференциального  уравне- 
ния первою  )юрядко,  такъ  чтобы  ею  интаральнымъ  множителемъ 
было  (у  —  и)*  . 

Изъ  сказаннаго  въ  §  5  атЬдуетъ,  что  нужно  составить  такое  диф- 
ференщальное  уравнеше: 

сКХу  —  «)а+1в(/у))  =  0. 

Разд-Ьливъ  на  (у  —  и)а ,  нолучимъ  искомое  дифференциальное  уравнение: 

Зд'Ьсь  0(у)  есть  ц*лая  функщя  произвольной  степени  съ  произвольными 
коэффициентами. 

Въ  томъ  случае,  когда  а  есть  ц^лое  отрицательное  число  найден- 
ное решете  не  будетъ  общимъ  р'Ьшеюемъ.  Тогда,  какъ  показано  въ 
$  4,  уравнеше  (3 1 )  должно  быть  зам-Ьнено  атЬдующимъ: 

а  { (у  —  ?/)»+!  в(у)  +  А  1ор  (у  —  и) }  =  0 . 

РаздгЬливъ  на  (//  —  ?02>   нолучимъ  искомое   дифференциальное  уравнеше 
въ  следующей  формЬ: 

(  0/—  '0-^-—  (а-|-1)«гв  —  Ли1  (у— и)-*"1  )  &Н- 
/  О/-  М)  ^  +  (а  +  1)0-\-Л(у-н)-*-*  \  ду  =  0. 


Т 


ЗдЬсь  Л  есть  произвольное  постоянное. 
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10.  Интегральный  множитель  (//  —  и)* (у—  V)?. 

РЪшимъ  здесь  следующую  задачу: 

Требуется  найти  тмую  общую  форму  дифферемщсмънаю  урав- 
нем1я  первсио  порядка,  такъ  чтобы  ею  интегралънымъ  множителемъ 
было  (у  —  и)*  (у  —  г)?  . 

Разсмотримъ  тотъ  случай,  когда  действительный  части  показателей 
а  и  /?  положительны.  Простейшая  задача  Коркина,  какъ  показано  въ 
§  5,  приводится  къ  дифференщальному  уравненш: 

Задача  приводится  къ  нахожденш  трехъ  функщй  р,  р{  и  </.  На 
основанш  уравненШ  (5)  имеемъ: 


Р«  +  Рх  +<1  «*'  -=  О , 
рю  -\-рх  -\~  (р1'  =  0. 
Изъ  §  7  сл*дуетъ,  что  г/  определяется  изъ  уравнешя: 


(37) 


г  Г  0/-  «У 


(у  —  н)?ду  =  А.  (38) 


Сд*лаемъ  въ  этомъ  интеграл*  замену  переменнаго: 


имеемъ: 


Г  (У  —  «О*  0/  —  О?  дУ  =  О  —  ")3+?+1  Г  *■  (*  —  1 )?  &г . 
.;  н  ^  о 

Определенный  интегралъ  второй  части  имеетъ  постоянную  величину, 
на  которую  мы  можемъ  разделить  произвольное  постоянное  А.  Итакъ, 
мы  можемъ  положить 

Подставивъ  найденное  выражеше  въ  уравнешя  (37),  изъ  решсшя 
этихъ  уравненШ  найдемъ: 

р  =  Л(г-и)-*-?-Чг'  —  и'), 
р  =  А  (г  —  и)-*-?-2( си'  —  иг') . 


—  50   — 

Подставивъ  найденныя  значешя  р,  р{  и  ц  въ  уравнеше  (36),  получимъ: 
Л(|?  — 10"я"Р-2{!%  — !|)йд?  — м'(у  — г)ддг  +  (||— |;)ду}  — О.     (39) 

Въ  такой  форм*  решается  простейшая  задача.  Чтобы-  найти  самое 
общее  решете  задачи,  нужно  къ  уравненш  (39)  прибавить  уравнеше 
(24),  въ  которомъ  нужно  положить: 

р=(у  —  и)(у  —  г), 

Г1=(а+1)(у^)  +  и1+1)(!,  —  и)ч  (40) 

Р2  =  (а  +  1  )и'  (у  —  V)  -}-  {Ц  +  1)г'  (у  —  и) . 

Замечательно  то  обстоятельство,  что  найденное  решете  годится 
во  всЬхъ  случаяхъ,  за  исключешемъ  двухъ:  1)  когда  показатели  а  и  & 
суть  целыя  отрицательный  числа.  2)  когда  а  -{-  /9  равно  целому  отрица- 
тельному числу.  Первый  случай  р*шенъ  въ  55  4.  Покажемъ  здесь  р*ше- 
ше  второго  случая. 

Требуется  найти  самую  общую  форму  дифференцкиьнаю  уравне- 
нш перваю  порядка,  такъ  чтобы  его  гштегралънымъ  множппелемъ  было 
(у  —  и)а  (у  —  г)-»«-а^  1())Ь  т  есть  щьлос  полсмеителъное  число. 

Для  решешя  этой  задачи  прежде  всего  разыщемъ  такое  диффе- 
ренщальное  уравнеше,  интегральнымъ  множителемъ  котораго  будете 
(у — и)*  (у — г)*-1.  Простейшая  форма  такого  дифференщальнаго  урав- 
нешя  будетъ: 

А  (V  —  и)-2  { о'  (у  —  и)  дх  —  и'  (у  —  г)  дх  +  {и  —  г)  ду)  =  0. 

По  доказанному  въ  §  8  нужно  это  уравнеше  умножить  на  (г/  —  г)",+1 
и  прибавить  къ  уравненш  (33),  въ  которомъ  вместо  Р,  Р}  и  Р2  нужно 
подставить  ихъ  выражешя  (10),  въ  которыхъ  вместо  Р  нужно  подста- 
вить —  т  —  а .  Въ  результат*  получимъ  самую  общую  форму  диффе- 
ренциал ьнаго   уравнешя,   интегральнымъ   множителемъ   котораго    будетъ 

(//  — ЮЧу— '■Гт"я- 

Этимъ  я  заканчиваю  нзеле.доваше  задачи   Коркина  и  думаю,   что 

эта  задача  изеледована  во  всехъ  подробностях!*. 


По  поводу  статьи  В.  П.  Ермакова  подъ 

заглав1вмъ: 

Дифференщальныя  уравнен'ш  перваго  порядка,  имЪкищя  данный 
интегральный  множитель  фаитор1альной  формы. 


А.  Н.  Коркина. 


Подъ  этимъ  заглав1емъ  появилась  въ  Сообщешяхъ  Харьковскаго 
Математическаго  Общества  *)  сгатья  В.  П.  Ермакова,  содержащая  новое 
кзложешс  рЪшешя  той  задачи,  которая  трактуется  въ  моемъ  мсмуар* 
подъ  заглав1емъ:  „Изыскашя  о  множителяхъ  диффсренщальныхъ  урав- 
ненШ  перваго  порядка44  -)• 

Если  бы  упомянутую  статью  написалъ  кто  либо  другой,  я  не  счелъ 
бы  нужнымъ  отвечать  на  нее,  но  такъ  какъ  она  лринадлежитъ  столь  ува- 
жаемому ученому  какъ  В.  II.  Ермаковъ,  то  ми*  кажется  необходнмымъ 
сделать  некоторый  зам*чашя. 

Въ  предисловш  къ  своей  стать*  (§  1)  В.  II.  Ермаковъ  нодвергаетъ 
критик*  мое  изложеше  предмета  въ  уномянутомъ  мемуар*,  въ  другнхъ 
же  параграфах!»  излагаетъ  свои  собственный  изстЬдовашя,  касаюпцяся 
фактор] ал ьн ыхъ  множителе й . 

На  критику  моего  изложешя  я  отвечать  не  буду,  такъ  какъ  луч- 
гаимъ  отв'Ьтом'ь  на  нее  служить  оглавление  содержашя  иараграфовъ,  при- 
ложенное къ  моему  мемуару. 

Относительно  же  изстЬдованШ  В.  П.  Ермакова  и  его  новаго  изло- 
жен]'я  р-Ьшен1я  моей  задачи  я  сделаю  несколько  зам'ЬчанШ. 

Сначала  поемотримъ,  какъ  онъ  выражаетъ  самую  задачу.  Въ  §  2 
онъ  ее  формулируете  такъ: 

М  Вторая  серит  томъ  IX  и1'   1. 

2)  Математически!  Сборникъ,  издаваемый  Московскимъ  Матсматическимъ  Обще- 
ствомъ.  Томъ  XXIV. 
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„Пусть  М  и  ДГ  означаютъ  ц'Ьлыя  алгебраически  функщи  перемен- 
наго  у,  коэффищенты  у  этихъ  многочленовъ  суть  функщи  иерем'Ьннаго  х. 
Предметъ  нашего  изстЬдован^я  заключается  въ  р*Ьшснш  следующей  задачи: 

Требуется  найти  самое  общее  выраженье  для  М  и  N  подъ  //ело- 
вьемъ,  чтобы  дифференциальное  уравнение 

Мо!х  +  Хау  =  0  (1) 

им)ьло  интегральный  множитель 

Д  =  (У  -  ",)*'  О  —  и2>а*  •  •  - 0/  —  и*)*  . 

Зд*Ьсь  аь  ар...ап  суть   числа   постоянный,    мь    и,„...ип  суть   функцш 
перем*Ьннаго  хи. 

Замечу,  что  зд-Ьсь  нужно  добавить;  между  постоянными  ах>  а.,г  .  .ап 
н4тъ  ни  одной  равной  нулю  и  величины  ир  и2,...ии,  неравный  между 
собою,  могутъ  быть  въ  частныхъ  случаяхъ  и  постоянными. 

Ничего  не  говорится  о  томъ,  что  задано  и  что  считается  неиз- 
в'Ьстнымъ. 

Хотя  въ  заглавш  статьи  и  упоминается  о  данномъ  интеьральномъ 
множители*,  но  мр  ма,...мн  не  могутъ  быть  заданы  по  произволу  какъ 
функщи  отъ  х,  потому  что  въ  этомъ  случай  не  будетъ  существовать  ц*- 
лыхъ  функщи  М  и  Лг  отъ  у,  для  которыхъ  уравнеше  (1)  им*ли  бы  мно- 
жителемъ  И. 

Показатели  же  аг  «2,...«п  и  число  ихъ  и  должны  быть  заданы, 
потому  что  въ  нротивномъ  случай  не  будетъ  оиредЬленныхъ  выраженШ 
для  М  и  ЛГ  въ  уравненш  (I). 

Наконецъ  и  при  этихъ  данныхъ  задача,  которую  ееб*  иредлагаетъ 
авторъ  становится  невозможною,  если  не  задать  степеней  полиномовъ 
М  и  Лг,  такъ  какъ  самаю  общаю  выраженья  для  М  и  Лг,  которое  хо- 
четъ  найти  В.  И.  Ермаковъ,  не  существует?,,  какъ  видно  изъ  моего  ме- 
муара,  а  для  каждыхъ  степеней  М  и  ^У  получаются  свои  особенный 
вьгражешя. 

Такъ  какъ  онъ  говорить,  что  излагаетъ  р*шен1е  моей  задачи,  то  я 
считаю  нужнымъ  привести  зд*сь  ея  постановку,  которая  мною  сделана 
въ  нредиеловш  къ  упомянутому  мемуару. 

Разумея  нодъ  М  и  Лг  ц'Ьлыя  функщи  отъ  //,  подъ  нр  и„. .  .и1  ве- 
личины отъ  у  независящ!Я,  неравный  между  собою,  подъ  Р  функцш 
отъ  .г,  подъ  Ар  Л2,...Л7  постоянный,  изъ  которыхъ  ни  одна  не  равна 
нулю  и  выбирая  нодходящнмъ  образомъ  изъ  велнчинъ  и{}  м,,...мг  и 
козффнщентовъ  многочленовъ  М  и  У  гЬ.  которые  считаются  заданными, 
я  ставлю  следующую  задачу: 
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Найти  необходимый  и  достаточныя  условш,  выраженныя  конечны- 
ми уравнешями  между  данными  и  неизвестными  количествами,  для  того 
чтобы  уравнете 

Л/Лг  +  Л7*»  =  0 
могло  им*ть  множитель 

И  =  Р (у  —  «,)* (у  —  «),*■ . . . (г/  —  и#ч. 

Зд*сь  А,,  &2,...&{  и  число  ихъ  I  считаются  заданными. 

Прибавлю,  что  степени  иолиномовъ  М  и  Л'  также  предполагаются 
заданными. 

У множимъ  предыдущее  дифференщальное  уравнете  на  Р  и  сделает» 

РМ=М(у\  РУ-АЪУ, 
тогда  уравнете 

М(у)(1х  +  Х(у)с1у  =  0 

будетъ  им^ть  множителемъ 

р  =  и0/)  =  (у-и^(у-и2)^...(1/-и1уп. 

Пусть  а  есть  высшая  изъ  двухъ  степеней  иолиномовъ  М(у).Х(у)\ 
тогда  они  могутъ  быть  написаны  такъ 

ЫОг)  =  РоУ9+РгУ9-*+Р*У*-*+-..+Р9-хУ+Р9, 

ГД* 

Ро,  Рц  !>«.•  ■•/>«»  %>  в,.  %*  (2) 

суть  величины  отъ  у  независяпия  и  покрайней  мир*  одна  изъ  двухъ 
р0,  ц„  не  равна  нулю. 

Прибавлю,  что  70  Должна  быть  величиною  постоянною. 

Понятно,  что  отъ  величинъ  (2)  и  г«р  и2%. .  .и(  можно  требовать 
только  одного,  а  именно,  чтобы  ихъ  выражения  были  необходимыми  и 
достаточными  для  того,  чтобы  уравнете  М(у)с1г-\-Х(у)с1у  =  0  им'Ьло 
множитель  р(у),  причемъ  кром*  я,  обозначающаго  степень  одного  изъ 
полиномовъ  М  и  N.  нужно  задать  и  степень  другаго. 

Я  показалъ,  что  величины  (2)  вмйсгЬ  съ  ир  м2,...н,  удовлетво- 
ряютъ  о  +  /  совокупнымъ  дифференщальнымъ  уравнетямъ  перваго 
порядка. 
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Если  бы  мы  задали  некоторый  изъ  величинъ  (2),  наприм*ръ  изъ  ряда 

ВЪ    ВИД*    фуНКЩЙ    ОТЪ 

и  ихъ  производныхъ,  то,  иодставивъ  ихъ  въ  уравнешя  (43)  параграфа 
16  моего  мемуара,  мы  получили  бы  новыя  дифференщальныя  уравненЫ. 
которыя,  если  не  окажутся  ел*Ьдств1ями  упомянутыхъ  б-(-/,  нужно  къ 
этимъ  посл'Ьднимъ  присоединить  и  объ  интегрированш  которыхъ  сказать 
ничего  нельзя.  Они  уже  совскмъ  не  относятся  къ  моей  задач*. 

Посмотримъ  же,  какъ  ностумаетъ  В.  II.  Ермаковъ,  •  чтобы  решить 
задачу,  и  для  этой  ц^ли  разсмотримъ  §  5  его  статьи. 

Онъ  старается  привести  уравненю 

М{у)йх  +  1^л)йу  =  0  (3) 

къ  другому,  имеющему  тотъ  же  множитель  М,  какъ  и  это  (3). 

ЗатЬмъ  предполагая,  что  найдены  обпця  величины  коэффищентовъ 

При   (1х   И    (///   ВЪ    ЭТОМЪ    ДруГОМЪ,     ОНЪ   ХОЧвТЪ     ПОЛУЧИТЬ    ИЗЪ    НИХЪ   00Щ1Я 

же  величины  нолиномовъ  М(у)  и  Ж//). 

Онъ  выводить  сначала  уравнеше  (24),  а  именно, 

(р^-Еше)«х  +  ^  +  Ргву,-0,  (24) 

имеющее  множителемъ  произведете 

О/  —  V 3>  (.'/  —  «2)  *• .  •  •  (.'У  —  "„) Зи 

при  нроизвольныхъ  величннахъ  »,,  и.,,...ип,  независящих!,  отъ  у. 
Въ  уравненш  (24)  7*7,  2»1,,  }\2  им1>ютъ  ташя  величины: 

К -(,-«,)  (,-„,)... (,-„„),  ^г^-^-г}-'—-  -'. 

<  I 

1  =  1,  2,  3,...«, 

а  в  есть  произвольная  д*лая  функщя  отъ  //. 

Цотомъ,  конечно  предполагая,  что  мр  ?<2,. .  .  «п  им*ютъ  гЬже  вели- 
чины, что  и  въ  множителе  И  уравнешя  (3),  онъ  вычитаетъ  уравнеше 
(21)  изъ  (3)  и  получаем!»  новое  уравнеше,  которое  мы  напишемъ  такъ: 

Л/1(.г)^  +  ^г1(,//)г///  =  0  (4) 

гд*,  следовательно,  будетъ 

Л/,  (у)  =  М(у)  -  Г0-?-  +Ъ\в,  Х](>/)  =  у(у)-Р~-  Гх  в  (5) 
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Назовемъ  черезъ  г  степень  полинома  М(у)  и  черезъ  о  степень  Х(у) 
относительно  переменной  у.  Число  о  есть  наибольшее  изъ  двухъ  тир, 

Уравнете  (4)  действительно  будетъ  иметь  множитель  В. 

В.   П.   Ермаковъ   хочетъ   сделать   степень   полинома   Д^у)   ниже 
ч'Ьмъ  п  —  1 . 

Для  этой  цели,  предполагая,  что  о  >  п —  2,  онъ  д*лаетъ  р  =*  п-\-7п  —  1, 
где  т  целое  и  положительное  число,  или  нуль.  За  0  онъ  беретъ  целую 
функщю  степени  т 

Чтобы  сделать  степень  N^(^/)  ниже  ч*мъ  о,  онъ  дблаеть 


%  —  хЧ 


2*.+ 


т 


(0) 


где  у  него  70  есть   козффшцснтъ   при  у*   въ   полином*   N(у),   который 
онъ  пишетъ  такъ 

Щу)  =  (/0у»+т-1+с1ху»+т-2+... 

Следовательно  это  </0  можетъ   не   совпадать  съ  моимъ  д0,   введен- 
нымъ  выше. 

Относительно  уравнешя  (4)  нужно  заметить  следующее: 

Во  первыхъ  формула  (С)  В.  П.  Ермакова  не  верна.  Нужно  сделать 

г-—  --'°  - 

"    2в.  +  т  +  м' 

въ  чемъ  легко  убедиться,   когда   уравняемъ   нулю  коэффищснтъ  ПрИ  у'' 
въ  полином*  К{  (у). 

Для  дальнейшаго  понижешя  нужно  пользоваться  коаффнщентами 

чтобы  довести  степень  N1  (у)  до  (>  —  т  —  1  =  п  —  2 . 

Но  В.  П.  Ермаковъ  замечаетъ.  что  величина  г0  невозможна,  когда 
знаменатель  въ  ней  есть  нуль,  то  есть,  когда 

и  этимъ  ограничивается. 
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Между  гЬмъ  при  нахожденш  каждой  изъ  ведичинъ  г0,  г,,  г2  . . .  гм 
окажется  исключительный  случай. 

Такъ  напримйръ,  уравнивая  нулю  коэффищентъ  при  уР-1  въ  ^  {у), 
мы  получимъ  для  нахождешя  г,  уравнеше 

и  исключительный  случай  будетъ,  когда 

^а.  +  т-\-п—  1=0; 

значитъ  топ,,  который  упоминается  В.  П.  Ермаковымъ,  не  единственный. 

Во  всЬхъ  остальныхъ,  неисключительныхъ  случаяхъ,  степень  Л,  (у) 

можетъ  быть  доведена  до  п  —  2.   Тогда  окажется,   что  г0,  'г,,  г2  . . .  гж 

и  коэффициенты  этого  приведеннаго  полинома  -№,(#)  будутъ  функщями  отъ 

гд*  величины  </0>  9р  «2^-лД»  СУТЬ  т*'  который   находятся  въ  формул* 

Что  касается  коэффищентовъ  Мх(у)л  то  поел*  прлведешя  они  бу- 
дутъ функщями  не  только  отъ  величинъ  (7),  но  еще  и  отъ  ихъ  произ- 
водныхъ  и  кром*  того  отъ 

находящихся  въ  формул  * 

М(у)  =  Р0Уа  +  Р{У0~}  +  •  -  .-Н'*-1  У  +  Р*, 

гд*  у  насъ  а  есть  наибольшее  изъ  чиселъ  т  и  (>. 

Назовемъ  по  аналопи  о1  наибольшую  изъ  степеней  двухъ  полино- 
мовъ  Л/,  0/)  и  -№,0/)  носл*  сдйланнаго  ихъ  нриведешя.  Тогда  можно  ихъ 
написать  такъ 

N.  (у)  =  Я0  у/3'  +  Ях  у°'~ '  +  (I,  у3'-2  -+- . . .  -г  <^_ !  2/  +  <^, 
гд*  изъ  двухъ  величинъ  Рь,  (,)у,  покрайней  м'Ьр'Ь  одна  не  равна  нулю. 
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Во  вторыхъ  степень  ДГ,  [у)  д*йствительно  будетъ  п  —  2  поел*  при- 
ведена, но  откуда  взялъ  В.  П.  Ермаковъ,  что  степень  Мг  (у)  будетъ  п — IV 

Онъ  указываетъ  на  уравнение  (4)  его  статьи,  но  изъ  него  ничуть 
не  сл*дуетъ,  что  она  есть  н — 1. 

Чтобы  убедиться  въ  этомъ,  зам*тимъ,  что  число  т,  или  степень 
М  (у)  есть  произвольное.  Возмемъ,  наприм*ръ,  т  >  т-{-щ  тогда  степень 
Ж,  {у)  какъ  до  прнведешя,  такъ  и  поел*  него,  будетъ  т>н —  1. 

Если  взять  т^ш  +  «,  то  почему  думаетъ  В.  П.  Ермаковъ,  что 
вс*  коэффищенты  въ  М]  (у)  при 

?/"'+м,  ?/"+«-1,  . . .  ?/» 

должны  непрем*няо  уничтожиться? 

Такимъ  образомъ  утверждеше  его  о  степени  Мх  (у)  прямо  нев*рно. 

Въ  третьихъ, нигд*  неупоминается  о  важномъ  случа*,  когда  т>  (>  -{- 1 *)• 
Тогда  задача  можетъ  не  им*ть  р*шен1я.  Д*йствительно,  тогда  величины 
а1 ,  а2 , . . .  ап  не  совершенно  произвольны,  а  должны  удовлетворить  уравненш 

а1Ч  +  а2  +  ...-\-ап  =  —  г.  (8) 

Если  это  услов1е  выполнено,  то  степень  Мх  (у)  поел*  приведения 
останется  тоже  г,  если  возмемъ  г  >  т  -}-  п,  или  иначе,  т  >  р  +  1 ,  что 
и  до  приведешя. 

Если  оно  несоблюдено,  то  будетъ  т  <С  (>  -[-  1,  или  иначе,  г  <  т  —  п. 

Возьмемъ  въ  общемъ  случа*  г  =  р  +  1  =  ?и  +  и  и  въ  функцш  в  сд*лаемъ 

%  (0) 


оставляя  г15  г2,...,  Гщ  произвольными. 

Тогда  степень  .ДГ,  (//)  будетъ  (>  —  1  =  т  +  и  —  2>  а  степень  3^  { у) 
не  можетъ  остаться  р  +  1,  ибо  тогда  она  превышала  бы  степень  Кх{у) 
на  дв*  единицы,  а  это  требуетъ  по  §  5  моей  статьи,  чтобы  услов1е  (8) 
было  соблюдено.  Такъ  какъ  посл*дняго  н*тъ,  а  уравнеше 

все  таки  им*етъ  множитель  В,  то  въ  Мх  (?/),  при  выбранной  величин*  (9) 
количества  г0,  коэффищентъ  при  ?/«>+1   долженъ  уничтожиться.  Это  даетъ 

^+го  =  °>  или  />0  — 


^а.  +  т  +  н 


1)  См.  §  5  моей  цитированной  статьи. 
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Если,  удержавъ  величину  (9)  для  г0,  мы  сд'Ьлаемъ 

</,^2К  +  1к-(2а<+'н  +  ,')2^ 


2а,"Гш  +  ?г  —  ! 


предполагая,  что  2а  +  м  +  '*  —  1  не  НУЛЬ^  то  коэффициента  при  #?_1 

въ  ^(у)  уничтожится,  а  степень  Мх(у)  не  можетъ  остаться  равною  р, 
ибо  услов1в 

2аг+*в2а«  +  т+м— 1==0 

не  выполнено. 

Значить  въ  Мг(у)  коэффиндентъ  при  у*  долженъ  быть  нулемъ,  а 
это  даегь 

Рг  —  гг+  ги'  2  "<  +  го  2К  +  1)  »;-  о, 
откуда  выводимъ 

«  4 

Продолжая  разсуждать  подобнымъ  же  образомъ  дал4е,  мы  увидимъ, 
что,  если  не  встретится  ни  одного  изъ  исключительныхъ  случаевъ,  упо- 
мянутыхъ  въ  зам^чанш  первомъ,  мы  можемъ  довести  степень  Мх  (//) 
до  п  —  1,  а  степень  ^(у)  до  п  —  2. 

Въ  приведенномъ  уравненш  (4)  будетъ  тогда  о'=н — 1. 

Въ  третьихъ  утверждеше  В.  П.  Ермакова,  что  по  исключенш 

Р     Р     Р         Р' 

изъ  о'  +  п=2п — 1  уравненШ,  которымъ  должны  удовлетворять  коэф- 
фищенты  нрнведеннаго  уравнешя  (1),  останется  н  —  1  самостоятельныхъ 
дифференщальныхъ  уравненШ  нерваго  порядка,  интегралы  которыхъ 
будутъ  содержать  п — 1  независимыхъ  постоянныхъ  произвольныхъ, 
опять  неверно. 

Действительно,  у  нет  ничего  не  говорится  о  важномъ  случай,  когда 
мое  число  а,  или  въ  настоящем!»  случа*  2  а  "гб'=  2а«~^"и  —  *  Равно 

1  1 

одному  изъ  чиселъ 

О,  1,  2,  3,  ...и  — 3, 

то  есть,  когда  V»    им4етъ  одну  изъ  величинъ 
« 

—  2,  —  3.  —  4,,  .  .  —  ( и  —  1 ). 
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Эти  величины  не  даютъ  ни  одного  изъ  упомянутыхъ  исключительныхъ 
случаевъ  и,  следовательно,  при  ннхъ  приведете  уравнешя  (4)  возможно. 

Между  гЬмъ  число  дифференщальныхъ  уравненШ  и  постоянныхъ 
ироизвольныхъ  въ  ихъ  интегралахъ  можетъ  быть  и  п  (см.  §$$  17  и  19 
моей  статьи). 

Въ  четвертыхъ,  кром*  упомянутыхъ  важныхъ  случаевъ,  о  которыхъ 
ничего  не  говорится,  не  упоминается  также  о  атЬдующихъ: 

Когда  степень  полинома  Л/ (.'/)  меньше  степени  N(1/).  Въ  этомъ 
случае  несколько  интсграловъ  дифференщальныхъ  уравненШ  задачи  по- 
лучается непосредственно.  (См.  §§  У,  10  и  12  моей  статьи). 

Когда  2а<  есть  Ц*лоб  число.  Тогда  существуете  одинъ  интегралъ, 

иолучающШся  непосредственно.  (См.  §  13  моей  статьи). 

Не  устанавливается  съ  точностью  ни  число  дифференщальныхъ 
уравненШ  задачи,  ни  число  ихъ  независимыхъ  интеграловъ  въ  различ- 
ных!» случаяхъ. 

Наконецъ,  въ  пятыхъ,  замечу,  что  приведете  заданнаго  уравнешя 
къ  другимъ  по  §55  3  и  5  статьи  автора  настолько  усложняет!,  задачу  о 
разыскан  1и  конечныхъ  уравненШ  между  величинами 

что  самъ  авторъ  ихъ  написать  не  можетъ. 

Пока  же  этого  не  сделано,  можно  сказать,  что  решете  задачи 
отсутствуете. 

Не  д*лая  другихъ  возражешй,  я  въ  заключеше  скажу,  что  хотя 
я  и  нахожу  зам*Ьчан1я  В.  П.  Ермакова,  относяпияся  къ  моей  задач*, 
весьма  интересными  и  важными,  но  не  могу  съ  нимъ  согласиться,  что 
мои  результаты  изложены  имъ  въ  простой  и  ясной  форм*,  какъ  это  онъ 
говорип,  въ  конц*  своего  предислов!Я,  ни  въ  томъ,  что  задача  насле- 
дована имъ  во  всЬхъ  подробностях!,,  какъ  онъ  полагает!,  въ  конц* 
своей  статьи. 


Изел'Ьдовашя  по  теорш  уравнешй  еъ 

частными  производными  перваго  порядка 

одной  неизв'Ьетной  Функцш. 


Н.  Н.  Салтыкова. 


ГЛАВА    I. 

Образоваше  производныхъ  уравнешй  С.  Ли  и  задача  ихъ 

интегрирования. 

1.  Настоящее  изследоваше  мы  начнемъ  съ  нзложешя  начальныхъ 
П0ЯЯТ1Й,  которыя  иредставляютъ  основы  классической  теорш  частныхъ 
дифференщальныхъ  уравненШ. 

Какъ  известно,  дифференщальныя  уравнешя  съ  частными  произ- 
водными получаются  при  помощи  исключешя  нроизвольныхъ  иостоянныхъ 
величннъ  или  произвольныхъ  функщй  изъ  функцюнальныхъ  уравненШ 
и  ихъ  производныхъ  уравненШ. 

Пусть  зависимая  переменная  г  обозначаетъ  функщю  двухъ  неза- 
висимыхъ  иерем'Ьнныхъ  х  и  у,  которая  определяется  следующим?» 
равенствомъ 

*  =  /"(*%  У)- 

Назовемъ  черезъ  р  и  </  частныя  производный  иерваго  порядка 
функщй  .?,  соответственно  но  независимым?,  переменнымъ  х  и  ?/,  т.  е. 
положимъ 

О-  о? 

такъ  что  имеетъ  место  следующая  дифференщальная    зависимость,  рав- 
нозначная обонмъ  нредыдущимъ  равенствам!, 

(к  =  р(1х  —  г/<7//. 
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Пусть  нм*емъ  зависимость  между  разсматриваемыми  переменными 
г,  х^  у,  которая  определяете  семейство  поверхностей,  зависящее  отъ 
двухъ  различныхъ  параметровъ  а  и  6,  и  представляется  уравнетемъ 

г  =  Т{х>  У,  а,  Щ-  (1) 

Предположим!»,  что  последнее  равенство  и  его  два  производныя 
уравнешя  перваго  порядка 

образуютъ  совместно  систему  трехъ  уравненШ,  которыя,  по  исключение 
параметровъ  а  и  Ь,  даютъ  въ  результат*  одну  зависимость  сл*Ьдующаго 
вида 

Г(х,  у,  *,  р,  д)  =  0.  (3) 

Последнее  полученное  равенство  (3)  представляетъ  дифференщаль- 
ное  уравнеше  съ  частными  производными  перваго  порядка  р  и  г/  одной 
неизвестной  функщи  2  и  характеризуетъ  собой  общдя  свойства  вс"Ьхъ 
поверхностей  даннаго  вида  (1). 

Решете  обратиаго  вопроса,  относительно  разыскания  функцюналь- 
ныхъ  уравненШ  поверхностей,  удовлетворяющихъ  условгямъ,  выражен- 
нымъ  дифференщальнымъ  уравнетемъ  (3),  представляетъ  такъ  называе- 
мую задачу  интегрировашя  носл^дняго  дифференщальнаго  уравнешя. 

Всякое  значеше  функщи  з,  въ  иерем'Ьнныхъ  х  и  у,  определяющее 
какую-либо    поверхность    искомаго    вида,    и,    стало-быть,    совместно   со 

дг        дг 
значеншми   своихъ  производныхъ         и  -  -  утождествляющее  данное  диф- 

ференщальное  уравнеше  (3),  называется  его  рыиешемъ,  или  интегралом. 

Цолнымъ  интеграломъ  называется  р^шеше  уравнешя  (3),  заклю- 
чающее две  различный  произвольный  постоянный  величины,  результатъ 
исключешя  которыхъ  изъ  даннаго  рйшешя  и  его  двухъ  производныхъ 
уравйенШ  перваго  порядка,  приводить  къ  одному  только  исходному  диф- 
ференциальному уравненш  (3). 

Чистнымъ  иптораломъ  называется  р*шен1е  уравнешя  (3),  полу- 
чаемое изъ  полнаго  его  интеграла  сообщешемъ  частныхъ  значенШ  про- 
извольнымъ  постояннымъ  величинамъ,  входящимъ  въ  этотъ  полный 
ннтегралъ. 

Наконецъ,  общимъ  и  особс.ннымъ  интегралами  называются  рЪшешя 
уравнешя  (3),  определяемый  геометрически  какъ  обертки  семейства  по- 
верхностей (1),  образованный  соответственно  въ  предиоложешяхъ,  что 
параметры  а  и  Ь  связаны,  въ  первомъ  случае  одной  произвольной  зави- 
симостью, а  во  второмъ  случае  а  и  Ь  независимы  между  собой. 
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Если  остановиться  на  разсматриваемомъ  случай  двухъ  независи- 
мыхъ  перем*нныхъ,  то.  относительно  трехъ  взаимно  перпендикулярных!» 
осей,  координаты  х,  */,  г  отмйчаютъ  въ  пространств*  точку  поверхности, 
представленной  уравнешемъ  (1),  а  частныя  производный  р  и  ц  онред*- 
ляютъ  положеше  касательной  плоскости  въ  разсматриваемой  точки  по- 
верхности. Все  приведенный  понят!я  и  опредЬлешя  распространяются 
безъ  вскякаго  труда  на  случай  произвольная  числа  независимыхъ  пере- 
мйнныхъ  величинъ  и  на  системы  совокупныхъ  уравненШ  съ  частными 
производными  иерваго  порядка  о^ной  неизвестной  функцш  по  нескол ь- 
кимъ  независимымъ  перем'Ьннымъ. 

11осл1>дтя  геометрическ1я  представлешя  тесно  связаны  съ  класси- 
ческой теор1ей  уравнений  съ  частными  производными  перваго  порядка 
одной  неизвестной  функцш,  созданной  трудами  Лагранжа,  Коши  и  Якоби. 
На  изложенномъ  выше  способ*  происхождения  разсматриваемыхъ  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ  и  на  указанных!»  геометрическихъ  значешяхъ 
входя щихъ  въ  нихъ  переменных!»  величинъ  основаны  все  приложешя 
названной  теорш  къ  целому  ряду  вопросовъ  геометрш  и  анализа. 

Со  времени  создашя  исчислешя  безконечно-малыхъ  величинъ  до 
семидесятых!»  годовъ  прошлаго  стол,Ьт1Я,  теор1я  уравненШ  съ  частными 
производными  иерваго  порядка  одной  неизвестной  функцш  развивалась, 
исходя  изъ  разсмотргЬн1Я  изложенных!»  выше  основныхъ  понятШ  диффе- 
ренщальнаго  исчислешя,  относительно  частныхъ  ироизводиыхъ  зависи- 
мыхъ  неременных!»  по  независимымъ  переменнымъ.  Затемъ  С.  Ли  по- 
ставил!» дальнейшее  разыгпе  изучаемой  теорш  въ  зависимость  оп» 
изслЬдовашя  новыхъ  переменныхъ  величинъ  и  новыхъ  способов!»  обра- 
зовашя  особаго  рода  щюизводныхъ  уравненШ,  которыя  заменили  собой 
днфференщальныя  уравнешя  съ  частными  производными,  въ  классиче- 
ском!» смысле  этого  слова. 

Въ  нашемъ  еочиненш  мы  имеемъ  въ  виду  критическое  изследова- 
ше  новыхъ  ученШ  С.  Ли,  которое  приведет!»  насъ  къ  строгому  различи) 
между  обоими  типами  указанныхъ  уравненШ,— съ  частными  производ- 
ными классической  теорш  и  щюизводныхъ  уравненШ  С.  Ли. 

Поэтому  мы  начнемъ  последующее  изложеше  съ  раасмотр4шя 
основныхъ  понятШ  разсматриваемой  теорш. 

2.  В!»  своих!»  изследовашяхъ  но  теорш  частныхъ  дифференщаль- 
ныхъ  уравненШ  Г.  Ли  ввелъ  новыя  отличныя  от!»  предыдущихъ  понятая, 
раземотрешю  которыхъ  и  посвящаются  последующая  строки  '). 

М  Л'.  /..т.—  /иг  ТЬгогЬ*  1>аг1к'11сг  ПИГеп'пНа^'кчсЬипяеп  гг.<1ег  ОгсЫипд,  шзЪевоп- 
(Ьте  иЬсг  ♦чпо  еЬ^ЖгаНои  (1<т*1'11и'п  (ХасИгн-Нтеп  \*ог  <1»т  К.  ОезеИясЬай  йсг  XV  1^йс»и- 
гч-Ьа^п  и  ]).  (I.  А.  ГшусЫШ.  <;о«ш*,чч1,  1^73.  *.  173). 

л'.  Ьп\— АИ^епн-шс  ТЬеопе  с1ог  ]»агИ<'11«м1  ЬШт-ииа^ЬмсЬии^и  ег^ег  ОпЬшик 
(Ма*Ь'ШпПмЬ<>  Аппак'И.  1М.  IX,  1*7(5.  *.  2.">0). 
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Пусть,  согласно  съ  предыдущимъ,  величины  х,  у,  г  обозначаютъ 
координаты  некоторой  данной  точки  въ  пространстве,  а  X,  У,  2  пред- 
ставляютъ  текупця  координаты.  Уравнеше  плоскости,  проходящей  черезъ 
точку  (х,  у,  г)л  выражается  следующимъ  равенствомъ 

2—г=р  (Х-х)  +  д  (У-у), 

где  значешя  коеффищентовъ  р  и  г/  вполне  опред!>ляютъ  положеше  опре- 
деленной плоскости,  которую  условимся  символически  обозначать  че- 
резъ (р,  ^)в 

Такимъ  образомъ  координаты  х,  /у,  г  и  параметры  р,  г/,  отмечая 
определенную  точку  въ  пространств*  и  проходящую  черезъ  нее  пло- 
скость, вместе  съ  гЬмъ  вполне  определяютъ  некоторый  безконечно- 
малый  криволинейный  поверхностный  элементъ,  построенный  въ  рассма- 
триваемой точке  (хщ  у,  г)  и  совпадающШ  въ  этой  точке  съ  построенной 
въ  ней  плоскостью  (/>,  д). 

Поэтому  совокупность  разсматриваемыхъ  пяти  величинъ 

•*":  II,  г,  Р,  Ч  (4) 

С.  Ли  называетъ  новерхностнымъ  элементом  (Р1йсЬепе1етец1),  или  иногда, 
для  краткости  изложешя,  элементомъ  (Е1егаеп1). 

Совокупность  значенШ  поверхностныхъ  элементовъ,  связанныхъ 
между  собой  какими-либо  услов1ями,  или  уравнешями,  С.  Ли  называетъ 
системой  поверхностныхъ  элементовъ  (ЗсЬаг  V.  Р1йсЬспс1ел1еп1е1]).  Такъ, 
напримеръ,  всякое  уравнеше  между  переменными  величинами  (4) 

Р(х,  //,  *,  />,  7)  =  О  (5) 

определяетъ  систему  поверхностныхъ  элементовъ,  совершенно  независимо 
оп>  того,  заключаешь  ли  это  уравнеше  все  пять  разсматриваемыхъ  пере- 
менных!, величинъ,  или  только  некоторый  изъ  нихъ. 

А  Ые  н.  Е.  Епде1.—1)ге\  КарНе1  аи«  Дет  ип\го11еп<1е1еп  гтгеЛеп  Вапйе  йег 
(теоше1пе  йег  Беги1ггип^й1гап1?1'огша110пеп  (МаИгетайсЬе  Аппа1еп,  В<1.  59,  8.  193). 

«V.  Ые  и.  К  А?к</с/.— ТЬеопе  йег  ТгаийГогшайопз^гиррсп.  II  АЬйсЬшМ,  Ье1р21^, 
1890.  8.  77. 

&  Ые  и.  О.  Яскс/Гсгв.— Оеоше1пе  с1ег  ВегиЬгип^шЫогшайопеп.  Егз1ег  Вапй, 
Ьчрулц.  189(3.  5.    181. 

Е.  (жонгна1. — Ьегоп*  зиг  Пп^гаНоп  ёез  егдиаНопз  аих  (1сп\гёез  рагйеНез  (1и 
ргеппег  огйге.  Рапа  1891.  р.  241. 

Е.  и.   Ц'еЬег. — УоНеаип^еп  иЬег  (1аз  РЫГзсНе  РгоЫет.  1лчрг1#  1900.  8.  '230. 

Е.  КЫчп.— Сол1'егепсе$  ьиг  1е$  МайЬетаЙчиез  ^аНе^  аи  соп^гёз  (1е  МаНюша^иоа 
1спи  а  Гоееазти  (1е  ГехрозШоп  <1о  СЫеа«{0.  Рапз.  1898.  р.  18. 

V.  К1п'н.  —  СипаШгАИоп»  сошрагаНгез  зиг  1ез  гесЪегсЬоа  рботоЧп^иоз  шо(1епю$. 
(Аппа1о$  йок'п^Цио:;  с!е  ГЕЫе  Хогта1е  Яирепеип*.   1891,  р.   187). 

Н.  Цытовичъ.  —  Теор1я  Гамильтона— Якоби— Ли  въ  Механик*.  С.-Потербургъ. 
1899,  стр.  51,  70. 
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Два  смежныхъ  безконечно  близко  расположенныхъ  поверхностныхъ 
элемента  называются  соединенными  (уегение^),  если  точка  одного  эле- 
мента расположена  въ  плоскости  другого. 

Легко  вывести  аналитическое  услов1е,  показывающее,  что  данный 
поверхностный  элементъ  (4)  находится  въ  соединении  съ  безконечно  близ- 
кимъ  съ  нимъ  элементомъ 

х  +  Лх,  у~йц,  *  +  <&,  р  +  ({р,  #-М</. 

Подставляя  для  этого  координаты  точки  посл*дняго  элемента  вместо 
текущихъ  координатъ  въ  уравнете  плоскости  (/>,  </),  получаемъ  следую- 
щее равенство 

Лг  =  рйх  -^  цЛу ,  (6) 

которое  и  представляетъ  искомое  услов1е  соединенности  обоихъ  разсмат- 
риваемыхъ  поверхностныхъ  элементовъ. 

Наконецъ,  система  поверхностныхъ  элементовъ,  находящихся  въ 
еоединети  со  всЬми  смежными  съ  ними  безконечно-блнзко  расположен- 
ными элементами,  называется,  согласно  съ  С.  Ли,  собрангемъ  поверх- 
ностныхъ элементовъ  (Е1етеп1-Уегет.,  или  Е1етеп1-Мамщ{аШдкел1). 

Такимъ  образомъ,  при  разсмотр*нш  собранШ  поверхностныхъ  эле- 
ментовъ, приходится  разсматривать  прежде  всего  услов1Я,  онред'Ьлякшия 
данную  систему  элементовъ  и  загЬмъ — услов1я  ихъ  соединенности. 

Легко  видеть,  наприм'Ьръ,  что  совокупность  вс*хъ  точекъ  какой- 
либо  поверхности  и  иостроенныхъ  въ  нихъ  касательныхъ  плоскостей  къ 
этой  поверхности  представляетъ  собрате  элементовъ,  покрывающихъ 
сплошным!»  образомъ  данную  поверхность. 

Второй  прим'Ьръ  представляетъ  система  элементовъ,  изъ  вс*хъ  то- 
чекъ какой-либо  кривой  линш  въ  пространств*  и  плоскостей,  проходя- 
щихъ  черезъ  касательныя  ирямыя,  нроведенныя  въ  точкахъ  разсматри- 
ваемой  кривой,  который  образуютъ  собрате  элементовъ,  расположенныхъ 
сплошнымъ  образомъ  вдоль  нашей  кривой  линш. 

Наконецъ,  третьяго  вида  собрате  образуется  системой  элементовъ, 
плоскости  которыхъ  проходятъ  черезъ  одну  общую  точку  пространства. 

Легко  вообразить  еще  и  друпя  собратя  поверхностныхъ  элемен- 
товъ, который  получаются  изъ  посл1>дннхъ  двухъ  указанныхъ  типовъ 
собранШ,  введешемъ  н!>которыхъ  дополнительных!!  уеловШ,  относительно 
еоставляющихъ  ихъ  элементовъ,  расположенныхъ  вдоль  кривой  линш  или 
пересекающихся  въ  одной  точки. 

Ве+>  поверхностные  элементы,  которые  составляютъ  геометрическш 
собратя,  построены  въ  безконечно-близко  расположенныхъ  между  собой 
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точкахъ  пространства,  образуюцшхъ  поверхности,  кривыя  лиши  или  сли- 
вающихся въ  одной  точке.  Эти  геометричесшя  формы,  заиолненныя 
сплошнымъ  образомъ  точками  поверхностныхъ  элементовъ  геометриче- 
скихъ  собранШ,  мы  будемъ  называть  геометрическимъ  лоьстомъ  разсмат- 
риваемаго  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ.  Такъ,  по  отношенш  къ 
указаннымъ  тремъ  тппамъ  собранШ  поверхностныхъ  элементовъ,  покры- 
вающихъ  сплошнымъ  образомъ  поверхности,  кривыя  лиши  или  пересе- 
кающихся въ  общей  точке,  эти  последшя:  поверхность,  кривая  лишя  и 
точка,  иредставляютъ  геометричесюя  места  разсматриваемыхъ  собранШ. 

3.  Исходя  изъ  равенства  (6),  выражающаго  условге  соединенности 
поверхностныхъ  элементовъ,  легко  составить  иоште  о  всЬхъ  возможныхъ 
собрашяхъ,  которыя  могутъ  быть  составлены  изъ  поверхностныхъ  элемен- 
товъ и  убедиться,  что  они  исчерпываются  перечисленными  выше  собрашями. 

Условимся  для  этого  прежде  всего  говорить,  что  дифференщальное 
равенство  (6)  удовлетворяется,  на  основанш  данныхъ  функщональныхъ 
уравненШ  между  переменными  хч  у,  г,  р  и  </,  если  оно  является  алге- 
браическимъ  сл*дств1емъ  этихъ  уравненШ  и  ихъ  производныхъ  уравне- 
шй, т.  е.  когда  дифференциальное  соотношеше  (6)  уничтожается  тожде- 
ственно, въ  силу  всЬхъ  посл-Ьднихъ  зависимостей  между  переменными 
величинами  (4).  Условимся  далее  называть  удовлетворяюпця  посл4днимъ 
услов1ямъ  функщональныя  зависимости  ртиен1емъ  уравнешя  (6).  Изъ 
самаго  понята  о  решети  уравнешя  (6)  непосредственно  следуетъ,  что 
представлякнщя  его  функщональныя  зависимости  должны  заключать 
явнымъ  образомъ  переменную  величину  з,  такъ  какъ  въ  противномъ  слу- 
чае невозможно  получить  изъ  нихъ  дифференщальныхъ  соотношенШ,  за- 
ключающихъ  дифференщалъ  й г,  следствхемъ  которыхъ  явяялось  бы  ра- 
венство (6).  Поэтому  необходимо  предположить,  на  основанш  последняго 
.равенства,  что  существуетъ  по  меньшей  мере  одна  зависимость  между 
переменными  величинами  х,  у,  г,  р  и  д,  разрешимая  относительно  пе- 
ременной г. 

Докажемъ  кроме  того,  что,  каково  бы  ни  было  число  уравненШ, 
иредставляющихъ  решете  равенства  (6),  между  ними  всегда  существу етъ 
одна  зависимость,  заключающая  только  три  переменныхъ  .г,  у  и  г.  По- 
следнее предложеше  становится  очевиднымъ,  если  число  разсматривае- 
мыхъ уравненШ  больше  двухъ,  ибо  въ  такомъ  случае  изъ  нихъ  всегда 
возможно  исключить  две  переменный  величины  р  и  ц  и  получить  въ 
результате,  по  меньшей  мере,  одну  искомую  зависимость  только  между 
переменными  х,  у  и  .?. 

Поэтому  достаточно  разсмотреть  иредположешя,  что  решетя  урав- 
нешя (6)  представляются  одной  или  двумя  зависимостями  между  раз- 
сматриваемыми  неременными  (4). 


—  66  — 

Начнемъ  съ  наследованы  перваго  случая  и  предположим*^  что  р4- 
шеше  равенства  (6)  представляется  одннмъ  уравнешемъ,  которое,  на 
основашн  изложенныхъ  соображений,  приводится  къ  следующему  виду 

г  =  <р  О,  у,  р,  д). 

Стало-быть,  равенство  (6)  должно  быть  тождественно  следующему 
дифференщальному  уравнение 

дх      ^  ду   -^  др  *^  дд   ч 
Изъ  сравнешя  обоихъ  равенствъ  сл^дують  прежде  всего  тождества 

*?  =  0    -?  =  0 

которыя  показываютъ,  что  функщя  <р  зависитъ  только  отъ  х,  у  и  не 
заключаете  переменныхъ  р  и  д,  т.  в;  представляется  въ  следующемъ  вид* 

г  =  Ч>{*\  У)- 
Кроме  того  мы  заключаемъ  еще  о  существовали  двухъ  равенствъ 

Такимъ  образомъ,  исходя  изъ  предположешя,  что  рЪтеше  уравнешя  ((>) 
представляется  однимъ  только  равенствомъ,  мы  приходимъ  къ  необходи- 
мости заключить  о  существовали  еще  двухъ,  при  чемъ  совокупность 
всЬхъ  трехъ  посл*днихъ  равенствъ  определяете  собой  собраше  поверх- 
ностныхъ  элементовъ,  иокрывающихъ  собой  поверхность,  определяемую 
первымъ  изъ  трехъ  написанныхъ  выше  уравненШ. 

Аналогичное  заключеше  получается  также  и  во  второмъ  случай, 
соответствующемъ  предположена,  что  решете  равенства  (6)  дается 
двумя  уравнешями.  При  этомъ  следуетъ  разсмотреть  два  случая,  соответ- 
ствуйте предиоложешямъ,  что  уравнешя  изследуемаго  решешя  разре- 
шимы относительно  двухъ  переменныхъ  ;и^  или  относительно  г  и  у,  или, 
что  то-же  самое,  относительно  совокупностей  переменныхъ  гид,  или  г  и  х. 

Пусть,  нанримеръ,  система  равенствъ 

~  =-  <Р  (*,  У-  </),  Р  =  V  <>,  У,  <1) 

иредставляетъ  решеше  уравнешя  ((3).  Въ  такомъ  случае  последнее  урав- 
иеше  должно  быть  следств1емъ  данныхъ  уравненШ  и  ихъ  производ- 
ныхъ  равенствъ 

«-=  :- <**  +  ~г  Лу  — -*  -йЧ-> 

Ох  Оц         '    Од 
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г       Ох        '    Оу  дц 

Поэтому,  называя  черезъ  X  я  р  два  неопределенные  коэффищента 
мы  должны  им*ть  тождество 

дг  —*-р<1х  —  цйу  = 

+„„._**,_*«,_*«,, 

которое  приводить  кт>  схвдующимъ  равенствамъ 

Если  предположить  изъ  второго  равенства,  что  б/р  =  0.  т.  е.  положить 

гд*  С  —  произвольная  постоянная  величина,  то  къ  первоначальнымъ 
уравнешямъ  сл!>дуетъ  присоединить  новое  равенство 

такъ  что  въ  результат*  изслЪдуемое  решете  уравнешя  (6)  представ- 
ляется тремя  равенствами. 

Если  же  предположить,  что 

то  полученный  выше  равенства  становятся 

д<р      дф 

Р~  бт'Ч~  г)//' 

т.  е.,  во-первыхъ,  функщя  <р  не  зависитъ  отъ  переменной  ^  и,  во-вто- 
рыхъ,  также  въ  разсматриваемомъ  случае  р4шен1е  уравнешя  (6)  заклю- 
чаете три  уравнения  и,  съ  геометрической  точки  зр*Н1Я,  представляетъ 
то  же  самое  собрате  элементов!»,  что  и  въ  первомъ  изсл4дованномъ  случае. 
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Наконецъ,  если  разсматриваемое  р4шеше  выражается  двумя  ра- 
венствами вида 

г  =  <р(х,  р,  гД  у  =  у>(х,  р,  </), 

то  уравнете  (6)  должно  представлять  сл!цств1е  дифференщальныхъ 
равенствъ 

Для  этого  должны  им*ть  м*сто  сл*дую1Ц1Я  тождества 

дф  ,  дф 

дф дц)     дф         дц> 

Ър~9~Ъ~р*    ~д(1  =  <1~д~ц 

ПослЪдшя  два  равенства  приводятъ  къ  новому  тождеству 

|  дф  дф  ' 

*'*]-о. 

I  дф  о\р  ' 
|    Ор    д([  1 

которое  показываетъ,  что  об*  переменный  ряд  исключаются  изъ  обо- 
ихъ  уравненШ,  представляющихъ  разсматриваемое  решете,  такъ  что 
также  и  въ  этомъ  случае  должна  существовать  одна  зависимость  между 
переменными  х,  у,  г,  которая,  согласно  съ  предыдущими  разрешима 
относительно  г. 

Такимъ  образомъ  изъ  предыдущихъ  разсужденШ  сл^дуеть,  что  р*Ь- 
шеше  уравнешя  (6)  должно  заключать  по  меньшей  мърп»  три  равенства. 

Но,  кром1з  двухъ  разсмотр1шныхъ  при  этомъ  возможныхъ  предпо- 
ложешй,  следуетъ  принять  во  внимаше  еще  третье  очевидное  р1ипеше 
уравнешя  (6) 

ПослЬдшя  равенства  показываютъ,  что  перем'Ьнныя  х,  у,  х  должны  иметь 
постоянный  значешя,  т.  е.  все  три  уравнешя  решетя  равенства  (6) 
заключаютъ  только  три  перем'Ьнныя  л\  у  и  г.  Соответствующее  собра- 
те поверхностныхъ  ;злементовъ  нредставляетъ  очевидно  иучекъ  плоско- 
стей, ироходящихъ  черсзъ  данную  точку. 
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Разсмотр'Ьнными  тремя  типами  исчерпываются  очевидно  все  гЬ 
собрашя  элементовъ,  которыя  определяются  совокупностью  трехъ  урав-- 
ненШ  между  переменными  *,  у,  *,  1»,  ?  и  соответствуют^  различнымъ 
возможнымъ  предположетямъ  относительно  разрешимости  этихъ  уравне- 
нШ  относительно  переменныхъ  лг,  у,  г. 

Кроме  того  ясно,  что  возможно  предположить  существоваше  еще 
другихъ  собрашй  элементовъ,  которыя  соотв4тствуютъ  р*шешямъ  урав- 
нения (6),  представленнымъ  более  тЬмъ  тремя  различными  равенствами. 

Если  р*шеше  равенства  (6)  заключаетъ  пять  различныхъ  уравне- 
нШ,  то,  на  основанш  посл*днихъ,  все  переменный  я,  у,  *,  .р,  д  полу- 
чаютъ  вполне  определенный  постоянный  значешя.  Оставляя  последнШ 
случай  безъ  разсмотрешя,  какъ  не  представляюшдй  интереса,  займемся 
изследовашемъ  решешй  равенства  (6),  образованныхъ  системой  четырехъ 
различныхъ  уравненШ.  Результатъ  исключешя  изъ  нихъ  переменныхъ 
величинъ  р  и  ^  даетъ,  по  меньшей  мере,  две  зависимости  между  осталь- 
ными переменными  х,  у,  г\  однако  въ  различныхъ  частныхъ  случаяхъ, 
число  последнихъ  зависимостей  можетъ  равняться  и  тремъ.  Поэтому 
определяемый  рассматриваемыми  уравнешями  собрангя  представляютъ 
соответственно  системы  поверхностныхъ  элементовъ,  расположенныхъ 
сплошнымъ  образомъ  по  некоторой  кривой  лиши  или  пересекающихся 
въ  одной  ихъ  общей  точке.  На  последуюпшхъ  строкахъ  мы  перейдемъ 
къ  подробному  разсмотренш  аналитическихъ  выражешй  всехъ  указан- 
ныхъ  собрашй  поверхностныхъ  элементовъ. 

4.  Какъ  следуетъ  изъ  предыдущихъ  разсуждетй,  собрашя  поверх- 
ностныхъ элементовъ  определяются  аналитически  системой  уравнешй 
следующаго  вида 

Р4(х,  У,  *,  Р,  </)  =  0,| 

?  =  1       °  V  I 

где  V  принимаетъ  одно  изъ  трехъ  значенШ  3,  4  или  5;  при  чемъ  въ 
расчетъ  принимается  равенство  (6).  Разсматривая  подобный  уравнешя, 
мы  всегда  будемъ  разуметь  определенную  область  изменетя  перемен- 
ныхъ, внутри  которой  одне  изъ  разсматриваемыхъ  переменныхъ  вели- 
чинъ определяются  однозначно  черезъ  остальныя  величины,  входяшдя 
въ  наши  уравнешя. 

Если  какая-либо  переменная  величина  получаетъ  все  возможный 
значешя,  между  пределами  ея  изменешя,  то  С.  Ли  говорить,  что  раз- 
сматриваемая  переменная  имеетъ  оо,  или  оо1  различныхъ  значенШ.  Если 
число  разсматриваемыхъ  переменныхъ  величинъ  равняется  п  и  оне  свя- 
заны между  собой  т  зависимостями,  такъ  что  все  п  переменныя  величины 
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являются,  внутри  некоторой  области  ихъ  изм4нен1Я^  фунюцями  только  я—  го 
различныхъ  перем'Ьнныхъ  величивъ,  то  наша  система  перем'Ьнныхъ  ве- 
личинъ,  по  обозначение  С.  Ли,  представляетъ  оо*-"1  различныхъ  значетй. 

Въ  силу  посл*днихъ  обозначенШ,  мы  говоримъ,  что  уравнеше  (5) 
опред4ляетъ  систему  со4  цоверхностныхъ  элементовъ. 

Аналогичнымъ  образомъ  собрате  поверхностныхъ  элементовъ,  вы- 
ражаемое уравнешями  (7),  представляетъ  оо5-*  поверхностныхъ  элемен- 
товъ, т.  е.  оо2,  или  оо1,  или  оо°  поверхностныхъ  элементовъ  въ  зависи- 
мости оть  числа  3,  4  или  5  уравненШ  (7),  при  чемъ  последнему  симво- 
лическому обозначению  оо°  соотв4тствуетъ  всего  одинъ  только  определен- 
ный поверхностный  элементъ. 

Начнемъ  съ  более  подробнаго  разсмотр*н1я  собранШ  оо3  поверх- 
ностныхъ элементовъ,  опред*ляемыхъ  системой  сл4дующихъ  трехъ 
уравненШ 

2\(*,  У,  г,  />,  д)  =  0,| 
1  =  1,2,3,  I 

и  равенствомъ  (6)-ымъ. 

Согласно  съ  предыдущими  возможны  три  случая,  соотв4тствуюпие 
предположетямъ,  что  последняя  система  уравненШ  даетъ  одну,  две  или 
три  зависимости  между  переменными  х,  у  и  г,  т.  е.  геометрическимъ 
м^стомъ  разсматриваемаго  собрашя  являются  соответственно,  или  по- 
верхность, или  кривая  литя,  или  точка. 

Если  предположимъ,  что  уравнетя  (8),  по  исключены  изъ  нихъ 
перем'Ьнныхъ  р  и  д,  даюгь  одну  только  зависимость  между  переменны* 
ми  х,  у,  г,  которая  выражается  равенствомъ 

*  —  /  0\  У\ 

т.  е.  геометрическимъ  м*стомъ  разсматриваемаго  собрания  служить  по- 
верхность, представленная  последнимъ  уравнеыемъ,  то  становится  ясно, 
что  наше  собрате  поверхностныхъ  элементовъ  определяется  аналитически 
совокупностью  написаннаго  уравнетя  и  его  двухъ  производныхъ  уравненШ 

Р=0х>  Ч^Оу- 

Такимъ  образомъ  въ  разсматривасмой  области  изменетя  нашихъ  пере- 
менныхъ  величин!»,  уравнетя  (8)  равнозначны  последнимъ  тремъ  урав- 
нетямъ,  на  основати  которыхъ  утождествляется  очевидно  уравнете  (6)-ое. 
Если  уравнете  (8),  по  исключены  изъ  нихъри</,  представляютъ 
две    зависимости    между    переменными   -г,   у,   г,  т.  е.  геометрическим!» 
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м*стомъ  изатЬдуемаго  собрания  служить  кривая  лиюя,  которая  опреде- 
ляется двумя  травнешями 

г=<р(х),  у  =  у>(х), 

то  третье  равенство,  къ  которому  должны  приводить  уравнения  (8)  раз- 
сматриваемаго  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ,  получается  изъ  урав- 
нения (6)-го  подстановкой  въ  него  значешй 

йг  =  у  '(х)  Лг ,  Ау  =  ф'(х)<1х . 

Такъ  какъ  значеше  <1х  отличено  отъ  нуля,  то  искомое  третье  уравнеше 
разсматриваемаго  собраюя  становится 

*'(*)— *  +  *'(*)•«• 

Наконецъ,  если  все  три  уравнешя  (8)  не  зависятъ  отъ  перем"Ьн- 
ныхъ  р  и  д,  то  соответствующее  собрате  поверхностныхъ  элементовъ 
представляетъ  пучекъ  поверхностей,  пересекающихся  въ  данной  точке 
1х,,  у0,  г0),  и  уравнешя  его  геометрическаго  места,  а  вместе  съ  т*мъ 
и  всего  собрашя,  приводятся  къ  следующему  виду 

Пусть  имеемъ  собрате  оо1  поверхностныхъ  элементовъ,  опреде- 
ляемое системой  (7),  въ  предположен^  V  =  4,  т.  е.  выражаемое  четырмя 
различными  уравнениями  следующаго  вида 

*\(*>  Ял  *,  Р,  7)  =  0,| 
*  =  1,  2,  3,  4,        ] 

совместно  съ  равенствомъ  (6)-мъ. 

Такъ  какъ  система  четырехъ  уравнешй  между  пятью  переменными 
величинами  х,  ?у,  .?,  р  и  </  даетъ,  или  две,  или  три  зависимости  между 
первыми  тремя  изъ  этихъ  переменныхъ,  то  геометрическимъ  местомъ 
разсматриваемаго  собран1я  можетъ  быть  кривая  лишя  или  точка.  Кроме 
того  легко  убедиться,  что  въ  обоихъ  разсматриваемыхъ  случаяхъ  анали- 
тически выражешя  разсматриваемыхъ  собранШ  представляются  совокуп- 
ностью предыдущихъ  трехъ  уравненШ,  соответствующихъ  собранш  по- 
верхностныхъ элементовъ  (8),  и  одной  новой  зависимостью  между  пере- 
менными р  и  г/- 

Въ  самомъ  деле,  начнемъ  съ  разсмотрешя  перваго  случая,  когда 
геометрическое  место  собран1я  представляетъ  кривую  лишю.  Очевидно, 
что  въ  этомъ  случае,  въ  разсматриваемой  нами  области  изменешя  пере- 
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.м*нныхъ,  уравнетя  (9)  изсл*дуемаго  собратя  элементовъ  должны  при- 
водиться къ  следующему  виду 

*  =  У(*).  у  =  у(х),\  (Ю) 

р  =  Ъ(х),    д  =  Х(х).\ 

Въ  силу  услсшя  соединенности  (0),  должно  иметь  место  следующее 
равенство 

9'(х)  =  Ь(х)-1-ч,'(х)х(х),  (И) 

которое  очевидно  должно  удовлетворяться  тождественно,  такъ  какъ  въ 
противномъ  случае  последнее  равенство  представляло  бы  новое  уравне- 
те  и  наследуемое  собрате  элементовъ  определялось  бы  пятью  различ- 
ными уравнетями,  противно  первоначальному  предположению.  Если  же 
равенство  (11)  является  тождествомъ,  то.  при  помощи  его,  оба  посд&д- 
тя  уравнетя  (10)  могутъ  быть  заменены  двумя  новыми  эквивалентными 
имъ  уравнетями,  которыя  составляются  следующимъ  образомъ.  Заменяя 
въ  тождестве  (11)  функщи  Ь  (х)  и  #(.г)  ихъ  значетями  р  и  </,  полу- 
чаемъ  равенство 

.у'(*)вР  +  *>'(*)9. 

которое  мы  и  возьмемъ  въ  расчетъ  взаменъ  одного  изъ  последних'!» 
двухъ  уравнетй  (10).  Совокупность  иолученнаго  уравнетя  съ  двумя 
первыми  уравнетями  (10)  определяетъ  собой,  какъ  выше  было  указано 
'  собрание  оо2  поверхностныхъ  элементовъ,  геометрическимъ  местомъ  ко- 
тораго  служить  кривая  литя. 

Что  касается  четвертаго  дополнительнаго  уравнетя,  то  здесь  сле- 
дуетъ  отметить  два  случая,  когда,  во-первыхъ,  результатъ  исключешя 
х,  у,  г  изъ  четырехъ  уравнетй  (10)  выражается  однимъ  равенствомъ, 
представляющимъ  искомое  уравнете 

Р  =  9>(в),  (12) 

и,  во-вторыхъ,  когда  разсматриваемый  результатъ  исключетя  представ- 
ляется двумя  уравнетями,  т.  е.  обе  величины  р  и  ц  представляютъ  по- 
стоянный значетя: 

,,  =  а,  ц  =  Ъ.  (13) 

Въ  первомъ  предположен^  уравнетю  (12)-му  соответствуете  кони- 
чесшй  пучекъ  направлетй  р,  г/,  —  1  въ  точке  (.г,  г/,  #),  который,  сов- 
местно съ  первыми  тремя  уравнетями  нашего  собратя,  определяетъ 
единственный  вполне  определенный  поверхностный  элементъ  въ  каждой 
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точк*  кривой,  представляющей  геометрическое  м*сто  рассматриваема™ 
собран1я.  Поэтому  последнее  представляется  геометрически  въ  вид* 
собран1я  элементовъ,  расположенныхъ  на  полос*,  или  лент*,  вьющейся 
вдоль  кривой  лиши  геометрическаго  м*ста  собратя. 

Во  второмъ  предположены,  въ  силу  равенствъ  (13),  тождество  (11) 
принимаете  видъ 

<р'  (х)  =  а-\-Ьц>'  (х) 

и,  благодаря  интегрировашю  по  х,  даетъ  сл*дующую  зависимость  между 
функщями  <р(х)  и  у>{х) 

(р  {х)  =  ах-\-Ъу>  (х)  +  г, 

гд*  с  —  новая  произвольная  постоянная  величина.  Поэтому  уравнетя 
геометрическаго  м*ста  разсматриваемаго  собран1я  приводятся  къ  виду 

г  =  ах-\-Ъу-\-С1  у  =  у>(х), 

и  представляютъ  плоскую  кривую.  Сл*довательно,  разсматриваемое  со-' 
брате  въ  настоящемъ  случа*  представляется  геометрически  въ  вид* 
собратя  элементовъ,  расположенныхъ  на  плоской  полос*,  или  лент*, 
расположенной  вдоль  геометрическаго  м*ста  собратя  и  въ  его  плоскости. 

Такимъ  образомъ  различ1е  обоихъ  собранШ  оо'  и  оо2  поверхяост- 
ныхъ  элементовъ,  геометрическимъ  м*стомъ  которыхъ  служить  кривая 
лишя,  состоитъ  въ  томъ,  что  первое  собрате  представляется  геометри- 
ческой полосой,  вьющейся  вдоль  посл*дней  кривой,  тогда  какъ  второе 
собрате  представляется  пучкомъ  безконечнаго  числа  такихъ  полосъ, 
вьющихся  вдоль  кривой  геометрическаго  м*ста  и  произвольно  перепле- 
тающихся между  собой. 

Наконецъ,  если  уравнетя  (9)  даютъ,  по  исключенш  величинъ^  и  г/, 
три  зависимости  между  иерем*нными  х,  ?/,  г,  то  изсл*дуемое  собрате 
представляетъ  пучекъ  поверхностныхъ  элементовъ,  перес*кающихся  въ 
одной  общей  точк*  {х0,  у0,  г0).  Само  собою  разум*ется,  что  въ  такомъ 
случа*  равенства  (9)  приводятся  къ  сл*дующимъ  уравнетямъ 

*  =  *о*  У  =  У^  *  =  *<р  I 

(14) 
Р  =  <Р(Ч).  I 

Стало-быть  и  зд*сь  разсматриваемое  собрате  отличается  также  отъ 
соотв*тствующаго  собратя  оо2  поверхностныхъ  элементовъ  посл*дней 
зависимостью  между  иерем*нными  р  и  </.  Какъ  и  выше  легко  вид*ть, 
что.  благодаря  посл*дней  зависимости,  разсматриваемое  собрате  выд*- 
ляетъ  изъ  вс*хъ  поверхностныхъ  элементовъ,  перес*кающихся  въ  точк* 
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(#0,  у0,  50),  только  гЬ  элементы,  которые  касаются  конуса,  опред*ляемаго 
иосл'Ьднимъ  уравнешемъ  (14);  въ  пред*льномъ  случае  разсматриваемое 
собраше  приводится  къ  систем*  элементовъ,  которые  пересекаются  между 
собой  вдоль  одной  и  той  же  прямой  лиши. 

Предыдупця  формулы  указываюсь,  что  уравнены  каждага  изъ  со- 
браны оо2  новсрхностныхъ  элементом,  т.  е.  и  еамыя  собрангя,  опреде- 
ляются вполюь  уравнениями  своею  геометрическаъо  мгьета. 

Что  же  касается  уравненШ  собранш  оо1  поверхностныхъ  элементовъ, 
то  для  ихъ  опредъъленхя  необходимо  прибавить  къ  уравненгямъ  ихь  гео- 
метрическаъо мгьета  еще  одно  характеризующее  данное  собрание  равенство, 
устанавливающее  зависимость  между  переменными  р  и  д. 

Все  приведенный  разсужденШ  и  вычислен1я  показываюсь,  къ  ка- 
кому частному  виду  должны  преобразовываться  напнеанныя  нами  въ 
общемъ  вид*  уравнешя  (7)  для  того,  чтобы  определять  собой  собрашя 
поверхностныхъ  элементовъ  того  или  другого  рода.  Весьма  частный  видъ, 
къ  которому  приводятся  посл*дн1Я  уравнешя,  показываетъ  вм4сгЬ  съ 
т*мъ,   что    функщи    Р.  должны    удовлетворять   для    этого   особаго  вида 

УСЛ0В1ЯМЪ. 

Кроме  приведенныхъ  выше  условныхъ  обозначенШ  С.  Ли  ввелъ, 
для  обозначешя  собранШ  элементовъ,  символы  М™  съ  двумя  значками, 
указывающими  соответственно:  нижшй — порядокъ  собрашя,  т.  е.  порядокъ 
безконечности  поверхностныхъ  элементовъ,  а  верхнШ — порядокъ  геоме- 
трическаго  места  разематриваемаго  собран1я. 

Поэтому  условный  обозначешя 

нредставляютъ  собрашя  оо2  поверхностныхъ  элементовъ,  геометрическими 
м*стомъ  которыхъ  соответственно  служатъ  поверхность,  кривая  лишя 
и  точка. 

Такимъ  же  образомъ  символы 

обозначаютъ   собрашя  со1  поверхностныхъ   элементовъ    съ  геометриче- 
скими местами,  представляющими  соответственно  кривую  линш  и  точку. 
Наконецъ,  условимся  иодъ  обозначешемъ 

'"о 

разуметь  собрате,  представленное  одной  толькой  точкой  и  построенной 
въ  ней  одной  определенной  плоскостью,  которое  аналитически  выра- 
жается совокупностью  пяти  уравненШ  между  разематриваемыми  пятью 
переменными  величинами  (4). 
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5.  Изложенное  выше  учете,  относительно  геометрш  поверхностныхъ 
элементовъ  и  ихъ  собранШ  въ  пространств*  трехъ  изм*решй,  легко 
распространяется  на  обобщенный  понятся  о  пространств*  многихъ  изм*- 
реши,  число  которыхъ  больше  трехъ. 

Условимся  называть  совокупность  значевШ  2н-]-1  перем*нныхъ 
величинъ 

поверхностнымъ  элементомъ  въ  пространств*  п  + 1  изм*ренШ. 

Совокупность  значешй  поверхностныхъ  элементовъ,  связанныхъ 
между  собой  какими-либо  услов1ями,  или  уравнешями  называется  систе- 
мой поверхностныхъ  элементовъ. 

Два  поверхностныхъ  элемента,  наприм*ръ,  данный  (15)-ый  и  без- 
конечно  близко  расположенный  съ  нимъ  элементъ 

хх  +  Охх,  х2  +  (1х2,...хп  +  (1хн,  г  +  йг,  рг+  йрр. .  .рщ-\-Лрп 

называются   соединенными,  если  им*етъ  м*сто  следующая  зависимость 

аз=р](1х1-\-р2ах2  +  ...  +  рп<1хп.  (16) 

Наконецъ,  система  поверхностныхъ  элементовъ,  находящихся  въ 
соединены  со  вс*ми  безконечно-близко  расположенными  съ  ними  элемен- 
тами, т.  е.  удовлетворяющихъ  равенству  (16)-му,  называется  собран1емъ 
поверхностныхъ  элементовъ. 

Мы  называемъ  р^ъшетемъ  равенства  (16)  конечный  функщональ- 
ныя  зависимости  между  переменными  (15),  которыя,  совместно  со  своими 
производными  уравнешями,  отождествляют!»  равенство  (16). 

Составляя  р*шен1Я  посл*дняго  равенства,  легко  вывести  уравнешя, 
нредставляюнця  аналитическое  выражеше  вс*хъ  возможныхъ  собрашй 
поверхностныхъ  элементовъ  въ  разсматриваемомъ  пространств*  п  + 1 
изм*решй, 

Зам*тимъ  прежде  всего,  что  существоваше  равенства  (16)  приво- 
дить къ  существование,  по  меньшей  м*р*,  одной  функщональной  зави- 
симости, выражающей  значеше  перем*нной  з  въ  вид*  функщи  перем*н- 
ныхъ  хх,  х^...хп  сл*дующаго  вида  ]) 

г  =  <р  Ц,  х.р...хп).  (11) 


*)  Ср.  1ле  -  Епре1.— ТЬеопе  вег  Тгап$Гогта1юп$кгирреп,  игейег  АЪзсЬшН, 
8.8.  42,  78.  М.  ЕПе  Саг1ап.-8иг  сегЫпез  ехрге^зюпз  (НШгепИеПез  е!  1е  ргоЫёше 
йе  РЫТ  (Аппа1ез  8е1еп11Й<1иез  с!б  ГЕсо1е  Хогта1е  8ирепеиге.  1899). 
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Чтобы,  на  основанш  посл*дняго  равенства,  уравнеше  (16)  удовлетво- 
рялось тождественно,  для  этого  должны  иметь  место  еще  п  сл*дую- 
щихъ  уравненШ 

Л  =  |^  '*=!.  2,...«,  (18) 

который  совместно  съ  предыдущимъ  уравнешемъ  представляютъ  решеше 
равенства  (16). 

Возможно  сделать  еще  другое  предположеше,  что  равенство  (16) 
влечетъ  существоваше  между  переменными  г,  хх,  х2, . .  .  хм,  нескольких!» 
зависимостей,  число  которыхъ  обозначимъ  черезъ  ^-\-^.  Посл4дн1я  всегда 
разрешимы  относительно  переменной  г  и  какихъ-либо  %  изъ  остальных!» 
перем*нныхъ  агр  х2,...хп.  Не  нарушая  общности  разсуждетй,  всегда 
можемъ  представить  разсматриваемыя  равенства  въ  следующемъ  вид* 


1  =  1.  2,...я-9« 


(19) 


Если  существуетъ  р4шен1в  равенства  (16),  которое  заключаете  эти  урав- 
нен1я,  то.  подставляя  посл^дтя  значешя  гу  *,  +р  хп_я^2,  . . .  хп  въ 
равенство  (16),  заключаемъ  о  непрем*нномъ  существованш  еще  п  —  к 
сл4дующихъ  равенствъ 


Р«  = 


дер 

Ох 


~<идхтр*- 


«+•'' 


=  1 


*  =  !,  2, 


(20) 


которыя,  совместно  съ  предыдущими  ц-\-1  уравнешями  (19),  представ- 
ляютъ решеше  равенства  (16). 

Такъ  какъ  формулы  (17),  (1»)  заключаются  въ  последнихъ  форму- 
лахъ  какъ  частный  случай,  соответствующШ  предположению  д  =  0,  то 
уравнешя  (19) — (20)  мы  будемъ  разематривать  какъ  представляющая 
общШ  видъ  решен!  й  равенства  (16)-аго. 

С.  Ли  представляетъ  уравнешя  (19) — (20)  въ  следующемъ  изящ- 
номъ  виде.  Вводя  обозначеше 
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иапишемъ  равенства  (19)— (20)  стБдующимъ  образомъ 

ч 


г=У\д>р       .   — Н, 


дН  дН 


*==],  2....Ф,         Л=1,  2,...»1д. 

Крон*  указанныхъ  р4шетй  равенства  (16)-аго,  представленныхъ 
совокупностью  п-\-1  уравненШ,  легко  составить  новыя  решетя,  съ  боль- 
шимъ  числомъ  уравненШ,  присоединяя  къ  предыдущимъ  еще  новыя 
уравнешя,  алгебраически  совместный  съ  ними. 

На  предыдущихъ  формулахъ  основывается  аналитическое  представ- 
леше  геометрическихъ  собранШ  поверхностныхъ  элементовъ  въ  про- 
странстве п  +  1  изм^ренШ. 

Начнемъ  съ  предположешя,  что  разсматриваемое  собраше  выри- 
жается  совокупностью  п  +  1  различныхъ  уравненШ 


1\  (х] ,  х„  ...хп,  *,  р1Ч  р2, . .  .рн)  =  О 

1  =  1  ,  2....П+1, 


(21) 


которыя  представляютъ  решеше  равенства  (16).  Каждое  его  рйтете,  на 
основанш  сказаннаго  выше,  заключаетъ  по  меньшей  мир*  одну  зависи- 
мость между  переменными  г,  х1,  #2,...*и.  Пусть  уравнен  /л  (21)  рас- 
сматриваемою собранья  заключаюпгъ  ц  + 1  послъдиихъ  зависимостей. 
Предположимъ  далее,  что,  въ  некоторой  области  изм!шен1я  перемен- 
ныхъ,  уравнения  (21)  приводить  къ — (19)-ымъ;  въ  такомъ  случай  оче- 
видно, что  остальныя  уравнешя  (21)  должны  приводиться  къ  виду  (20)-ому, 

И    ДЛЯ    ЭТОГО    фуНКЩИ    Р.  ДОЛЖНЫ    уДОВЛеТВОрЯТЬ  ОСОбыМЪ    }ГСЛ0В1ЯМЪ. 

Соответственно  числу  зависимостей  между  переменными  хх,  х2, — г 
которыя  въ  классической  теорш  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частны- 
ми производными  считаются  независимыми,  мы  будемъ  подразделять  раз- 
сматриваемыя  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ  на  классы,  относя 
последнее  собраше  (21)  къ  (1-ому  классу,  по  числу  (1  уравненШ,  пред- 
ставленныхъ формулами  (19). 

Такъ,  напримеръ,  въ  пространстве  трехъ  измерешй  мы  рассматри- 
вали собрашя  поверхностныхъ  элементовъ  трехъ  различныхъ  классов*!»: 
нулевого,  перваю  и  второю,  Къ  нулевому  классу,  въ  пространстве  трехъ 
измеренШ,  относятся  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ,  геометриче- 
скимъ  местомъ  которыхт»  является  поверхность;  наконец-ь,  къ  первому  и 
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второму  кдассамъ,  въ  томъ  же  пространств*  трехъ  извгЬретй,  относятся 
собрашя,  геометрическимъ  м'Ьстомъ  которыхъ  служагь  соответственно 
кривая  лин1я  или  точка. 

Уравнешя  (19)-ыя  мы  условимся  называть  геометрическимъ  мгъспюмъ 
даннаго  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ. 

Отсюда  легко  видеть;  что  собраюе  поверхностныхъ  элементовъ,  пред- 
ставленное въ  пространствгъ  п-\-\  измпретй  аналитически,  при  помощи 
такого  же  числа  уравненш,  вполтъ  опредшяется  своимъ  геометриче- 
скимъ мгъстомъ,  такъ  что,  при  опред)ъленш  такого  собратя,  совершенно 
достаточно  задать  ею  геометрическое  муьсто. 

Предположимъ  далее,  что  мы  им*емъ  д*ло  съ  собрашемъ  поверх- 
ностныхъ элементовъ.  представленнымъ  системой  п~\-г+1  различных!» 
уравненШ 

Р8  (*Р  *2, ...*„,  г,  1\,  р.„...рп)  =  0,  1 

(22) 
«=1,  2,...*1-}-г-1-1,  (г<л),  I 

которыя  должны  определять  решете  уравнения  (16)-аго.  При  этомъ, 
если  г  =  я,  т.  е.  число  уравненШ  (22)  равно  2и+1,  то  очевидно,  что 
разсматриваемое  собрате  приводится  всего  къ  одному  определенному 
поверхностному  элементу,  занимающему  определенное  положеше  и  на- 
правлете  въ  ралсматриваемомъ  пространстве  п  -}- 1  измеретй. 

Само  собою  разумеется,  что  уравнешя  (22),  по  исключенш  всехъ 
и  неременныхъ  рх ,  р>г..-рп,  даютъ,  по  меньшей  мере,  г+1  зависи- 
мостей между  остальными  переменными.  Предположимъ,  для  общности 
разсуждетй,  что  система  (22)  приводить  къ  /г  +  1  (//  >  г)  зависимостям!» 
между  переменными  г,  дгр  х2,...хп,  которыя  представляются  въ  сле- 
дующем!» виде 

*•„_,,.+,  =  <?<  (*Р  *,,...  *П_,Д  (23) 

1  =  1,   2  , .  .  .  \1  . 

Какъ  указано  выше,  при  разсмотреши  решенШ  уравнетя  (16)-аго?  су- 
ществовало р  +  1  иоследнихъ  уравненш  влечетъ  'за  собой  существо- 
ваше  также  следующихъ  равенствъ 


д(р      ^  д<р{ 

(24) 


Рк      Ох       ^дх1*»-*** 
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Поэтому  система  данныхъ  уравнешй  (22)  разсматриваемаго  собрашя 
должна  составляться  изъ  п  -\-  1  посл9ьднихъ  уравненш  (23) — (24),  опре- 
дгьляющихъ  собрате  поверхностныхъ  элементом  р-аю  класса,  и  кромуъ 
тою  изъ  дополнительным  г  уравненш,  опредпляющихъ  частный  харак- 
терь  разсматриваемаго  собранья  «  вы&ъляющихъ  его  такимъ  образомъ 
изъ  обгцаю  вида  соб}тнгй  ц-аъо  класса. 

Распространяя  прежн1я  обозначешя  на  разсматриваемое  простран- 
ство п  + 1  измйренШ,  можемъ  сказать,  что  совокупность  уравненШ 
(19) — (20)  опред'Ьляетъ  собрате  ооп  поверхностныхъ  элементовъ,  которое 
выражается  условнымъ  символомъ 

гд*  показатель  п  обозначаете  порядокъ  собрашя,  а  <? — классъ  его  геоме- 
трическаго  м*ста.  Такимъ  же  образомъ  уравнешя  (22)  опред'Ьляютъ 
собрате  оо*-*  поверхностныхъ  элементовъ,  обозначаемое  условнымъ 
символомъ 

му 


и  —V 


Посл^дтя  условный  обозначешя  вполне  достаточны,  чтобы,  при 
помощи  ихъ,  возстановить  обнцй  видъ  уравнешй,  представляющихъ  ана- 
литически разсматриваемыя  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ. 

6.  Приведенный  опредЬлен1Я  позволяютъ  составить  доняпе  о  иро- 
изводныхъ  уравнешяхъ  С,  Ли,  учете  о  которыхъ  представляетъ  раз- 
внпе  классической  теорш  уравненШ  съ  частными  производными  перваго 
порядка  одной  неизвестной  функщи. 

Начнемъ  съ  разсмотр^шя  пространства  трехъ  измЪренШ. 

Пусть  уравнешя,  представляющая  аналитическое  выражеше  какого- 
либо  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ,  заключаютъ  нисколько  различ- 
ныхъ  произвольныхъ  постоянныхъ  величинъ,  число  которыхъ  меньше 
числа  уравненШ  разсматриваемаго  собрашя.  Исключивъ  изъ  посл'Ьднихъ 
входящгя  въ  нихъ  постоянныя  величины,  получаемъ  между  переменны- 
ми а\  у,  2,  р,  ц  новыя  зависимости,  которыя  мы  и  будемъ  въ  посл*- 
дующемъ  изложенш  называть  производными  уравнениями  С.  Ли. 

Если  мы  им^емъ  собрате  поверхностныхъ  элементовъ  М:г,  геоме- 
трическое м*сто  котораго  представляется  уравнешемъ  семейства  поверх- 
ностей, зависящимъ  отъ  двухъ  произвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ, 
то  соответствующее  производное  уравнение  С.  Ли  представляетъ  ничто 
иное  какъ  дифференщальное  уравнеше  съ  частными  производными,  ко- 
торое получается  исключешемъ  обоихъ  параметровъ  изъ  даннаго  урав- 
нешя поверхности  и  его  двухъ  частныхъ  производныхъ  уравненШ  пер- 
ваго порядка.    Эти  посл^дтя   дифференщальныя   уравнешя  мы  изучали 


I 
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выше,  въ  начал*  настоящей  главы,  и  поэтому  н4тъ  надобности  больше 
на  нихъ  останавливаться. 

Переходимъ  къ  разсмотр*нш  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ 
М\.  Пусть  уравнешя  его  геометрическаго  места  заключаютъ  дв*  про- 
нзвольныхъ  постоянныхъ  величины  а,  Ъ  и  представляются  въ  следую- 
щего вид* 

'  =  »(*.  а,  Ь)Л  ^ 

у  =  ц>  (х,  а,  Ь).  I 

Прнсоединяего  къ  последнимъ  двумъ  уравнешямъ  третье  равенство,  ко- 
торое вместе  съ  предыдущими  определяете  разематриваемое  собрате 

<р'  (х,  а,  Ъ)=р-{-1>9  (я,  а,  6)  ([.  (26) 

Предположимъ,  что  результатъ  исключешя  параметровъ  а  и  Ь  язь 
носл'Ьдннхъ  трехъ  равенствъ  выражается  однимъ  уравнешемъ,  которое, 
въ  общемъ  вид*  напишется  сл'Ьдующимъ  образомъ 

Р  0*1  У,  г*  Р,  9)  =  О, 

и  иредставляетъ  такимъ  образомъ  производное  уравненге  С.  Ли. 

Остановимся  подробнее  на  гЬхъ  значен1яхъ,  которыя  им-Ьеть  функш'я 
Р  въ  обоихъ  случаяхъ,  исчерпывающихъ  всЬ  возможный  предположешя, 
еоответствуюпця  услов1Ямъ,  когда  уравнешя  геометрическаго  места  (25) 
разрешаются  относительно  постоянныхъ  а  и  6,  или  не  разрешимы  отно- 
сительно посл*днихъ.  Въ  первомъ  предположен^,  внося  изъ  равенствъ  (25) 
полученный  значешя  а,  Ъ  въ  уравнеше  (20),  мы  приходных  къ  про- 
изводному уравненш  С.  Ли.  которое  въ  настоящемъ  случае  является 
линейнымъ  уравнешемъ  относительно  переменныхъ  р  и  г/  следую- 
щего вида 

Рр  +  Яч  =  пл 

где  1\  (^  и  Я  представляютъ  функщи  переменныхъ  .г,  у  и  2.  Во  вто- 
ромъ  предположены  параметры  а  и  Ь  исключаются  изъ  уравненШ  (25). 
Такъ  какъ,  въ  силу  первоначально  поставленная  услов1я,  результатъ 
исключешя  а  и  Ь  изъ  уравненШ  (25) — (26)  долженъ  представляться 
однимъ  уравнешемъ,  то,  исключивъ  а  и  Ь  изъ  системы  (25)-ой,  полу- 
чимъ  результатъ  последняго  исключения  въ  виде  одной  зависимости  между 
переменными  .г,  /у,  2  следующая  вида 

Р(хщ  /у,  .?)  =  (), 

къ  которой  вместе  съ  темъ  приводится  въ  данномъ  случае  разематри- 
ваемое производное  уравнеше  С.  Ли.  Таким'ь  образомъ  семейства  пзсл1>- 
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дуемыхъ  собранШ  М1,  зависящихъ  отъ  двухъ  параметровъ,  приводить 
къ  ироизводнымъ  уравнешямъ  С.  Ли,  которыя,  или  линейны  относительно 
перем'Ьнныхъ  р  и  д,  или  не  зависать  отъ  нихь. 

Такъ,  нанрим*ръ,  пусть  им*емь  систему  двухъ  уравненШ 

г  =  ах  +  Ь , 

У=Ъх. 

Дополнительное  уравнеше  собрашя  новерхностныхь  элементовъ,  соотв^т^ 
ствующее  написанному  геометрическому  месту,  въ  настоящемъ  частномь 
случае  становится 

а=рЛ-Ы1. 

Подставляя  въ  последнее  равенство  значешя  а  и  Ь,  определяемый  пер- 
выми двумя  уравнешями,  получаемъ  искомое  производное  уравнеше  С.  Ли 
въ  сл4дующемъ  вид* 


,  У_п__хг~У 


Р-г-(1 


или 

х  (рср-гуц)-\-у  =  хг. 

Для  второго  примера,  возьмемъ  геометрическое  место  собрашя  Л/Д 
представленное  системой  уравненШ 

г  =  ах-\-Ъл 

у  =  {ах-\-Ъ)'*  +  2х. 

Очевидно,  что  соответствующее  производное  уравнеше  С.  Ли  представляетъ 
зависимость  только  между  переменными  х,  у,  г  въ  слйдующеыъ  вид* 

Разсмотримъ,  наконецъ,  собраше  новерхностныхь  элементовъ  Л/Д 
уравнешя  геометрическаго  м^ста  котораго  завиеятъ  также  отъ  двухъ 
параметровъ  а  и  Ь 

г  =  Ч>  (",  '>), 

У=Ч>  («>  Ь), 
х^в  («,  Л), 

при  чемь  результата  исключешя  параметровъ  изъ  последних!»  уравненШ 
приводить  къ  одной  зависимости  между  разсматрнваемымн  переменными. 
Само  собою  разумеется,  что  въ  этомъ  случае,  производное  уравнеше  С.  Ли 
иредставляетъ  также  зависимость  только  между  переменными  .г.  у  и  ,~. 

с, 
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Если  бы  уравнешя  геометрическихъ  агЬстъ  изсд'Ьдуемыхъ  собрашй, 
во  вс*хъ  разсмотр-Ьнныхъ  случаяхъ,  заключали  всего  одинъ  произволь- 
ный постоянный  параметръ,  то  результата  исключешя  посл'Ьдняго  изъ 
уравненШ  собрашя  продставлялъ  бы  систему  двухъ  производныхъ  урав- 
ненШ  С.  Ли. 

Переходя  къ  собрашямъ  ос*  поверхностныхъ  элементовъ,  легко  ви- 
деть что  представляющая  его  четыре  уравнешя  могутъ  зависать  отъ  трехъ 
различныхъ  произвольныхъ  ностоянныхъ  параметровъ.  Результата  исклю- 
чен1я  пос.тЬднихъ  нриводигь  къ  одному  производному  уравненш  С.  Ли. 
Если  уравнешя  разсматриваемыхъ  собранШ  заключаютъ  два  различныхъ 
или  одинъ  постоянный  параметръ,  то  соответствующая  производныя  уравне- 
Н1Я  С.  Ли  представляютъ  систему  двухъ  или  трехъ  совокуиныхъ  уравненШ. 

Наконецъ,  если  уравнен1я  собрашя  ЛГ0°  заключаютъ  четыре  раз- 
личныхъ произвольныхъ  ностоянныхъ  величины,  то  исключеше  ихъ  при- 
водить также  къ  одному  производному  уравненш  С.  Ли.  Если  число 
произвольныхъ  ностоянныхъ,  въ  уравнешяхъ  разсматриваемаго  собрашя, 
меньше  четырехъ,  то  результата  ихъ  исключешя  изъ  уравненШ  собрашя 
приводить  къ  систем*  совокупныхъ  производныхъ  уравненШ  С.  Ли. 

Перейдемъ  теперь  къ  разсмотр-Ьнш  производныхъ  уравненШ  С.  Ли 
въ  пространств*  п  + 1  измеренШ.  Пусть  им-Ьемъ  собрате  поверхно- 
стныхъ элементовъ  Мч,  которое  определяется  виолн*  своимъ  геометри- 
ческимъ  мЪстомъ.  Предположимъ,  что  уравнетя  его  заключаютъ  п  —  т  +  1 
различныхъ  произвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ  6\,  С2, . . .  СП_Я4  +  , 
и  представляются  следующнмъ  образомъ 

г  =  ц>  (*р  х^...хн_^  Ср  а,...Сп„т+1), 

1  —  \,  '1 , . . .  7  . 

Составляемъ  дополнительный  уравнетя,  которыя,  совместно  съ  послед- 
ними равенствами,  выражаюта  аналитически  разсматриваемое  собрате 
и  им^ютъ,  стало-быть,  сткдующШ  впдъ 


_^нр  _х<щх 


А:  -  1 ,  2 , . 


Нанисанныя  равенства  вм1>ст1>  съ  '/  +  1  предыдущими  образуютъ  систему 
п~\   уравненШ.    Предположим']»,    что  результат!»    иеключетя  изъ  ннхъ 
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ве*хъ  параметров!»  С^  С2, . . .  Си_,м+1  представляется  совокупностью  т 
уравненШ  сл*дующаго  вида 

1=1,  2,. ..т. 

Полученный  такимъ  образомъ  уравнешя,  черезъ  исключеше  произволь- 
ных'!, постоянныхъ  параметровъ  изъ  функщональныхъ  уравненШ,  опре- 
д1зляющихъ  собраше  поверхностныхъ  элементовъ,  представляютъ  произ- 
водный уравнешя  С.  Ли. 

Легко  вид*ть,  что  уравнешя  съ  частными  производными  перваго 
порядка  одной  функщи  классической  теорш  представляюп>  частный  слу- 
чай послЪднихъ  производныхъ  уравненШ,  соотв"ЬтствующШ  тому  предпо- 
ложен^), что  геометрическое  м*сто  разсматриваемаго  собрашя,  принад- 
лежитъ  къ  нулевому  классу,  т.  е.  представляетъ  уравнеше  семейства 
поверхностей  въ  пространств*  п  +  1  измйренШ,  зависящее  отъ  н  —  т  4- 1 
нроизвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ. 

Мы  разсматривали  до  сихъ  иоръ  собрашя  поверхностныхъ  элемен- 
товъ тина  М*1  онредйляемыхъ  своимъ  геометрическимъ  м'Ьстомъ.  Иред- 
ноложимъ  теперь,  что  мы  им-Ьемъ  д'Ьло  съ  собрашями  вида  3/,^.,  гдЪ  «?0*, 
при  чемъ  уравнешя,  опред'Ъляюпця  аналитически  последнее  собраше, 
зависятъ  отъ  нЪсколькихъ  произвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ, 
число  которыхъ  должно  удовлетворять  единственному  условш,  быть  меньше 
числа  данныхъ  уравненШ  разсматриваемаго  собрашя.  Результата  исклю- 
чен1Я  иоелЪднихъ  произвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ,  изъ  урав- 
нений разсматриваемаго  собрашя,  представляетъ  также  пртшоОныя 
ураннетн  С.  Ли. 

Пусть  им*емъ,  налримЪръ,  следующее  геометрическое  мЪето  собрания 
поверхностныхъ  элементовъ  въ  пространств*  четырехъ  измйренШ,  зави- 
сящее отъ  трехъ  нроизвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ  С1,,  С,,  С,, 

Х*  =  С1    Х1    Х*-ГСГ 

Составляемъ  слйдуюнця  два  дополнительный  уравнешя  разсматривае- 
маго собрашя 

Р1  =  С1  а2  —  С\  ./,  /л,, 

Результата  исключены  всЬхъ  трехъ  постоянныхъ  величинъ  С\.  С2,  С.л 
изъ  наннсанныхъ  четырехъ  уравненШ  приводить  къ  следующему  про- 
изводному уравнешю  С.  Ли 
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Для  второго  примера,  воаьмемъ  собрание  поверхностных!»  эломен- 
товъ  въ  пространстве  четырехъ  измъренШ,  зависящее  отъ  четырехъ  про- 
извольныхъ  ностоянныхъ  параметров!.  С,,  Сг,  С3,  С4,  определяемое 
геометрическимъ  мъстомъ 

г  =  (С,  х^С.^  х.2  +  С4, 
и  стЬдующимъ  дополнительнымъ  равенствомъ 
Составляя  оба  дополнительный  уравнешя  собрашя 

1К=СХ  хх  +  С„ 

иолучаемъ  въ  результате  совокупность  пяти  уравненШ.  Исключая  изъ 
нихъ  всЬ  четыре  ироизвольныхъ  ностоянныхъ  параметра,  ириходимъ  къ 
искомому  производному  уравненш  С.  Ли 

х*  (?  —  х2  /О  +  К  Р\—х*  Р^  (Р\+Р-  Ра)  =  °- 

7.  Мы  занимались  до  сихъ  норъ  изучешемъ  понятШ  о  собрангяхъ 
поверхностныхъ  элементовъ,  разсматривали  ихъ  аналитически  выражешя 
и  составляли  производный  уравнешя  С.  Ли,  соотвйтствушния  семействамъ 
собранШ  поверхностныхъ  элементовъ,  уравнешя  которыхъ  зависятъ  отъ 
ироизвольныхъ  ностоянныхъ  иараметровъ. 

Подобно  тому  какъ  относительно  дифференщальныхъ  уравненШ  ре- 
шается задача  объ  ихъ  интегрированш,  такъ  совершенно  аналогично 
въ  теорш  С.  Ли,  наследуемой  на  отихъ  страницахъ,  решается  сл*- 
дующШ  вопросъ: 

Даны  произвоОныя  //равней! я  С.  Ли:  .шдача  состоишь  въ  состав- 
лсн'ш  соотв)ьтствуюш,н.гъ  нмъ  фцнкц'шнальныхъ  уравнении  соврати  по- 
верхности ыхъ  элементовъ. 

Пользуясь  терминологией  теорш  дцфференшальныхъ  уравнешй,  мы 
называемъ  решете  иосл'Ьдняго  вопроса  задачей  интецщюваюя  щю\и- 
во<)ны.п>  уравнен) и   С.  Ли. 

Начнемъ  съ  раземотр1ш1Я  ироизводнаго  уравнешя  С.  Ли. 

Р  (.'',  .'/,  *•  У,  </)  =  О,  (27) 


—  85  — 

определяющая)  систему  оо*  поверхностныхъ  элементовъ  въ  пространстве 
трехъ  измйренШ. 

Если  последнее  уравнеше  утождествляется,  въ  силу  уравненШ  ка- 
кого либо  собрашя  элементовъ,  то  последнее  называется  ръшемемъ,  или 
пнтегральнымъ  еобрашемъ  (1п1ерта1(е:еМ1(1е)  даннаго  производнаго  урав- 
нешя  С.  Ли  (27)-го. 

Если  последнее  р4шеше  заключаетъ  произвольный  постоянный  ве- 
личины, результата  исключешя  которыхъ  изъ  этихъ  уравненШ  представ- 
ляетъ  одно  данное  уравнеше  (27),  то  мы  будемъ  называть  такое  решете 
полнымъ  интегральнымъ  еобрашемъ  уравнешя  (27)-го. 

Изъ  предыдущихъ  соображенШ,  относительно  способа  образовашя 
производныхъ  уравненШ  С.  Ли,  становится  очевмднымъ,  что  иолныя 
интегральный  собрания  оо*  поверхностныхъ  элементовъ  уравнетя  (27) 
должны  зависать  огъ  двухъ  произвольныхъ  постоянныхъ  параметровъ; 
полныя  интегральныя  собрашя  со1  элементовъ  уравненШ  (27)  заключаютъ 
три  произвольныхъ  постоянныхъ  параметра;  наконецъ,  для  того  же  урав- 
нетя (27)  полное  интегральное  собрате  типа  Л/0°  должно  заключать 
четыре  произвольныхъ  постоянныхъ  параметра.  Изъ  последних?»  полныхъ 
интегральныхъ  собраний  все  собрашя  типа  М2,  т.  е.  составленныя  изъ  оэ2 
поверхностныхъ  элементовъ,  мы  условимся  называть  полными  интеграль- 
ными собраньями  С  Лы.Л  а  ихъ  геометричесюя  места — полными  инте- 
гралами С.  Ли  производнаго  уравнетя  (27).  Остальныя  иолныя  инте- 
гральный собрания  типовъ  М}  и  Л/0,  т.  е.  составленныя  соответственно 
изъ  со1  и  оо°  поверхностныхъ  элементовъ,  будемъ  называть  полными 
интегральными  собраншми  Беклунда,  который  первый  сталъ  заниматься 
ихъ  изследовашемъ  !). 

Порядокъ  безконечности  поверхностныхъ  элементовъ  трехъ  раз- 
сматриваемыхъ  типовъ  полныхъ  интегральныхъ  собранШ  выражается 
соответственно  числами 

2    10- 

вмесгЬ  съ  темъ   произвольныя   постоянныя   входятъ   въ  нихъ   соответ- 
ственно въ  числе 

2,  3,  4. 

Следовательно,  уравнетя  разсматриваемыхъ  собранШ  зависятъ  соответ- 
ственно ОТЪ 

7,  8,  9 

*)  ВасМнш!,  А.  V.— 1'еЪег  «уй^сше  раШеПег  ЬШ'егепй'а^^еЬш^еи  ег**ег  Ог(1- 
пипк  (МаИюшаИмЧи1  Апиа1сп.  В(1.   11.  8.    11 '2 — 133). 

К.  с.  Цгс1>ег.— УогЬ^ип^еп  иЬег  (1а*  Р&ГГесЬе  РгоЫеш  иис1  Лс  ТИсопс  с1ег  раг- 
*1е11еп  ШТегепйа^ЬчеЬт^ен  <ч*ич*  Ог<1пинр.  1лмрг1р.   ПНЮ.  8.  о',»8. 
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различныхъ  величннъ,  изъ  которыхъ  нервыя  пять  являются  перемен- 
ными х,  у,  *,  р,  г/,  а  остальныя  представляютъ  произвольные  постоян- 
ные параметры. 

Поэтому,  по  отношенш  къ  данному  производному  уравненш  (27), 
каждое  изъ  указанныхъ  его  полныхъ  интегральныхъ  собранШ  вс*хъ  ти- 
повъ  М2,  Мг  Л/0  опред*ляетъ  оо4  значенШ  всЬхъ  входящихъ  въ  нигь 
величинъ  какъ  перем*нныхъ  такъ  и  произвольных^  постоянныхъ,  раз- 
сматриваемыхъ  совместно.  Такимъ  образомъ  задача  розысками  указан- 
ныхъ полныхъ  интегральныхъ  собранШ  даннаго  производнаго  уравне- 
Н1Я  (27)  приводится,  но  терминолопи  С.  Ли,  къ  составлены  изъ  систе- 
мы оо4  поверхности ыхъ  элеменпювъ,  онреФъляемон  }М1венствомъ  (27)-ымъ, 
собрангн  элемснтовъ,  представляющпхъ  оо4  значены  перелнънныхъ  п 
произвольных*  постоянныхъ  величинъ, 

Кром*  понят1й  о  полныхъ  интегральныхъ  еобрашяхъ  легко  соста- 
вить также  ионят1Я  объ  общнхъ  и  особснныхъ  ртиен'тхъ,  или  мюнщхмлъ- 
ныхъ  собратяхъ  произвоОныхъ  уравнетй  С.  Ли,  аналогично  теорш  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными.  Въ  самомъ  д4л*, 
мы  получаемъ  посл*дн1я  р*шен1я,  изменяя  произвольныя  иостоянныя  въ 
полныхъ  интегральныхъ  собрашяхъ,  совершенно  подобно  классической 
теорш  уравненШ  съ  частными  производными  *). 

Пусть  им'Ьемъ,  наприм*ръ,  полное  интегральное  собряше  нзсл*- 
дуемаго  уравнешя  (27)  въ  следующем!»  вид* 

г  =  <р  (*,  а,  Ь\  \ 
у  =  ф  {х,  а,  Ь) 


0ц>  ()ф 

1  ОХ         ()Х    1 


\  (2Н) 


Предполагаема  что  параметры  а  и  Ь  изменяются  одновременно  съ 
переменными  .*-,  ?/,  .?.  Дифференцируя  въ  этомъ  предположение  первыя 
два  уравнешя  (2*),  нолучимъ 

Ох  0«  '     ОЬ 

(П/  —        (/.г  -4-   -    <1и  +     ,  (Н> . 
ох  он  о\> 


*)  См.  1лг  —  Мн'Н'егх.- -(тгоин^пе  сЬт  В<*п1Ьпш«:>Тггш^1игша1]опеп.  Ьчр/1^.  181М5. 
8.8.  о2!>  -о;}.!. 

С<>1П'.«11Ч  К.-  Ьччщ^  мп*  1  1иГ»'1[гаГ|'|>п  (1с-  •*.|11а11«)п>  апх  (Ь'тт'ч**  рагИеНс*  (1и 
рпчиЬт  ог(1п\  Рап<.   1^'.»1.  р.  2.°>1. 
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На  основанш  постЬднихъ  равенствъ,  принимая  во  внимаые  третье  урав- 
неше  (28),  составляемъ  равенство 

Ля  —  рЛх  —  ф  =  Айа  4-  ВвЪ,  (29) 

гд*  коэффищенты  А  и  В  им*ютъ  сл*дуюпия  значешя 

()ср      дю 
да       да 

(кр      ду> 

Чтобы  система  (28)  не  переставала  представлять  рЪшеше  изел*- 
дуемаго  уравнешя  (27)-ого  также  и  въ  настоящемъ  предположение  т.  е. 
им*ло  м*сто  равенство  (6)-ое,  для  этого  очевидно  должна  уничтожаться 
тождественно  вторая  часть  равенства  (29)  и  должно  им'Ьть  м*сто  равенство 

Айа  +  В(1Ь  =  0.  (30) 

Последнее  им*етъ  три  сл^дующихъ  различныхъ  р*Ьшен1я,  которымъ  со- 
отв,Ьтствуюп>  также  различный  ргьшетя  изсл*дуемаго  уравнешя  (27)-ого: 

1)  Полагая 

с!а  =  0,  с1Ъ  =  0, 

т.  е.  давая  а  и  Ь  постоянный  значешя,  мы  получаемъ  исходное  полное 
интегральное  собрате,  представленное  системой  уравненШ  (28). 

2)  Предполагая,  что  им^ють  м1*сто  следующая  равенства 

4  =  0,  Л  =  о, 

мы  представляемъ  решете  уравнешя  (27)-ого  совокупностью  равенствъ 
(28)  и  двухъ  сл*дующихъ 

да       да 

()Ь        дЬ   1 

Результагь  исключешя  изъ  нихъ  параметровъ  а  и  Ъ  представляетъ  осо- 
бенное интегральное  собрате  производнаго  уравнения  (27). 

3)  Наконецъ,  если  а  и  Ь  связаны  произвольной  зависимостью 

а  =  а{Ъ),  (31) 

гд*  со  представляетъ    произвольную  функшю,  то  уравнеше  (30)  удовле- 
творяется, на  основанш  следующего  равенства 
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А  \-В  со'  (&)  =  О, 


или 

да 


+5-,-(2+5"')«--  <»*> 


где  со'  обозначаешь  производную  функцпо  со,  взятую  по  переменной  Ь. 
Результат!,  исключешя  параметровъ  а  и  Ь  изъ  совокупности  уравне- 
нШ  (28),  (31),  (32)  представляешь,  относительно  производного  уравне- 
Н1Я  (27),  общее  интегральное  собрате,  зависящее  отъ  одной  произволь- 
ной функщи  (О. 

Интегральный  собранш  трехъ  указаняыхъ  родовъ  получаются  изъ 
каждаго  полнаго  интегральнаго  собрашя  всЬхъ  разсмотр*Ьнныхъ  нами 
тшговъ. 

Наконецъ,  давая  кашя-либо  частныя  значешя  произвольнымъ  ио- 
стояннымъ  или  произвольным!,  функщямъ,  входящимъ  въ  полныя  или 
обшдя  интегральный  собрашя,  мы  иолучаемъ  еще  такъ  называемыя 
частныя  интегральным  собраюя  даннаго  ироизводнаго  уравнешя  (27). 

Переходимъ  теперь  къ  разсмотр^нно  производныхъ  уравнсшй  въ 
пространстве  ;г-р1  изагЬренШ.  Пусть  им-Ьемъ  одно  производное  урав- 
неше  С.  Ли 

V  (./;, ,  х.2, .  .  .  хп ,  з,  />, ,  р2,  ...рп)  =  0  (33) 

определяющее  систему  оо2н  поверхностныхъ  элементовъ  въ  простран- 
ств* п-\-1  излгЬренШ. 

Если  уравнеше  (33)  утождествляется,  на  основанш  уравненШ  какого- 
либо  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ,  то  последнее  называется  ртие- 
н1емъ,  или  интегральнымъ  собран /емъ  даннаго  производнаго  уравнения  С.  Ли. 

Р*Ьшен1е  уравнешя  (33),  зависящее  отъ  несколькихъ  различныхъ 
нроизвольныхъ  постоянныхъ  величинъ,  результатъ  исключешя  которыхъ 
изъ  уравненШ  ргЬшен1я  приводить  къ  одному  только  данному  производ- 
ному уравненш  С.  Ли  (33),  называется  его  полнымъ  ршиен1емъ,ш1/1  нол- 
нымъ  интегральны. \п>  собран]  с  мъ. 

Такъ  какъ  наименьшее  число  различныхъ  уравненШ,  нредставляю- 
щихъ  собраше  элементовъ  въ  пространстве  /г  — | —  1  изм^рстй,  равно  м-р1, 
то  становится  очевиднымъ,  что  число  различныхъ  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ полнаго  интегральнаго  собрашя  даннаго  производнаго  урав- 
нен!Я  (33)  не  можетъ  быть  меньше  числа  п.  При  этомъ  мы  будемъ  раз- 
личать два  случая,  когда  последнее  число  равно  и  и  больше  него. 

Если  число  произвольныхъ  постоянпыхъ  величинъ  полнаго  реше- 
шя  уравнения  (33)  равняется  //,  то  мы  условимся  называть  последнее  ре- 
шеше    полнымъ    интаральнымъ  собран1емъ  С.  Ли    даннаго  производнаго 
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уравнешя  (33);  если  же  число  ироизвольныхъ  постоянныхъ  величинъ 
больше  л,  то  разсматриваемое  р4шен1е  будемъ  называть  полнымъ  инте- 
ьральнымъ  соб^мемъ  Беклунда. 

Наконецъ,  какъ  сл'ЬдуеГь  изъ  предыдущаго,  полное  интегральное 
собраше  С.  Ли  вполне  определяется  своимъ  геометрическимъ  местомъ. 
Мы  условимся  называть  последнее  полнымъ  интеьраломъ  С.  Ли  даннаго 
ироизводнаго  уравнешя  (33)  и  различать  эти  полные  интегралы  по  клас- 
самъ,  соответственно  классу  нредставляемаго  ими  геометрическаго  места 
интегральнаго*  собрашя  даннаго  ироизводнаго  уравнешя. 

Само  собою  разумеется,  что  полный  интегралъ  С.  Ли  нулевого 
класса  иредставляетъ  ничто  иное  какъ  полный  интегралъ  Лагранжа,  по 
отношенш  къ  данному  уравнению  (33),  разсматриваемому  какъ  диффе- 
ренциальное уравнеше  съ  частными  производными  перваго  порядка  р} , 
Р'2>-—Рп  неизвестной  функщи  г  соответственно  по  независимымъ  пере- 
м'Ьннымъ  хг  х,,,...хп.  Въ  этомъ  случае  соответствующее  полное  инте- 
гральное собрате  представляется  очевидно  даннымъ  полнымъ  интеграломъ 
Лагранжа  и  его  п  производными  дифференщальными  уравнешями  перваго 
порядка,  составленными  но  правиламъ  дифференщальнаго  исчислешя. 

Наконецъ,  приведенный  понятая  и  определешя  распространяются 
безъ  труда  на  системы  совокупныхъ  производныхъ  уравненШ  Г.  Ли.  Въ 
самомъ  деле,  пусть  имеемъ  систему  т  последнихъ  уравненШ 


н=\,  2, ...т.  ) 


(34) 


Уравнешя  собрашя  новерхностныхъ  элементовъ,  утождеетвляюиця 
данный  производный  уравнешя  (34),  называются  ихъ  ртиепьемъ,  или 
и  м  тегральн  ымъ  собран  1емъ. 

Решеше  системы  данныхъ  уравненШ  (34),  заключающее  несколько 
различныхъ  ироизвольныхъ  постоянныхъ  величинъ,  результата  исклю- 
чешя  которыхъ  изъ  уравненШ  рйшешя  приводить  только  къ  данной  си- 
стеме (34),  называется  ея  полнымъ  рмиен&мъ,  или  полнымъ  интаралъ- 
нымъ  собрашемъ. 

Наименьшее  число  различныхъ  уравненШ  собран1я  поверхностныхъ 
злементовъ  въ  пространстве  п-\-\  измерешй  равно  последнему  числу  п-\- 1. 
Поэтому,  если  уравнешя  (34)  сами  по  себе  образуютъ  систему  совокуп- 
ныхъ уравненШ,  то  наименьшее  число  различныхъ  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ величинъ  ихъ  иолнаго  интегральнаго  собрашя  должно  рав- 
няться п — ш-\-1.  Если  же  уравнешя  (3  0  не  представляютъ  системы 
совокупныхъ  уравненШ,  т.  е.  не  совместимы  и  не  имеютъ  решешя,  но 
однако  приводятся  къ  системе  совместных'!»  совокупныхъ  уравненШ  при- 
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бавлешемъ  н'Ькотораго  числа  к  новыхъ  производныхъ  уравненШ  С.  Ли. 
то  въ  такомъ  случа*  наименьшее  число  различныхъ  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ  величинъ  полнаго  интегральнаго  собрашя  равно  п — т  —  Л-  — 1—  1 . 
Въ  обоихъ  разсмотр*нныхъ  случаяхъ  указанный  подныя  интеграль- 
ный собранья  принадлежать  одному  и  тому  же  типу  собранШ  элементовъ 

мя, 

которыя  мы  будемъ  называть  полными  интегральными  собраньями  С.  Ли. 
Каждое  нзъ  нихъ  внолн*  определяется  уравнешями  своего  геометриче- 
скаго  м-Ьста;  последнее  мы  условимся  называть  полнымъ  интараломъ 
С.  Ли  данныхъ  производныхъ  уравненШ. 

Что  касается  всЬхъ  остальныхъ  полныхъ  интегральныхъ  собрашй, 
въ  которыхъ  число  произвольныхъ  постоянныхъ  больше  указанна™  выше 
минимальнаго,  то  мы  будемъ  называть  ихъ  полными  интегральными  собра- 
ниями Беклунда.  Если  изсл^дуемыл  уравнения  (34)  совместны,  то  посл^дшл 
полный  р'Ьшешя  зависятъ  оп>  н  —  т  +  **  -}-  1  различныхъ  произвольныхъ 
постоянныхъ  величинъ  и  представляются  собраниями  поверхностныхъ 
элементовъ  вида 

ЛГЙ.Г,  Г35) 

гд-Ь  число  с  нолучаетъ  любое  изъ  значенШ  въ  сл1>дующихъ  предЪлахъ 

О  <  г  <  п , 

т.  е.  полныя  р4шен1я  Беклунда  системы  (34)  выражаются  системой 
и_1_г-1_1  различныхъ  уравненШ. 

Если  же  уравнешя  (34)  приводятся  къ  систем*  совм'Ьстныхъ  сово- 
купныхъ  уравненШ  нрибавлешемъ  к  различныхъ  новыхъ  производныхъ 
уравнетй,  то  и  въ  этомъ  случа*  -полныя  интпральныя  собрания  Ьеклун- 
Оа  представляются  собрашями  поверхностныхъ  элементовъ  прежняго  ви- 
да (35),  уравнешя  которыхъ  однако,  въ  настоящемъ  случае,  зависятъ 
отъ  п  —  т  —  к  +  1'+1  различныхъ  произвольныхъ  постоянныхъ  величинъ. 

Наконецъ.  ионятчя  об!»  особенныхъ,  общих!»  и  частныхъ  интеграль- 
ныхъ собран1яхъ  производныхъ  уравненШ  С.  Ли  легко  распространяются 
на  пространство  и  4- 1  нзм1>ренШ  1 ). 

Пусть  имйемъ,  наирим'Ьръ,  полное  интегральное  еобраше  С.  Ли 
7-аго  класса  для  уравненШ  (ЗП.  разсматрнваемыхъ  какъ  система  сово- 
купныхъ,  совм'Ьстныхъ  производных!»  уравненШ. 

1)  См.  ОонгхпК  Е. — Ьегол>  ниг  I  тп\цгаП<>ц  (1е<  Гчциайшь  аих  (К'тч'Сй  рагНеИез 
(1и  ргсшит  ог(1п\  Рап$.  ]^!»1.  р.  231. 
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2=ф    (ДТ,    Т.,,...*  .     С.,    С0,..,  С  ,.), 

;г     \     I  ч       2'  п  —  // ч         \>        2  >  и-т4-1" 

Л    =  ^  —  V  ^'   О 


1  =  1,  2, 


А*  =:  1  ,  2 , . . .  п  —  г/ . 


(36) 


Дифференцируя  первыя  г/  + 1  уравнетй  последней  системы  въ 
предположенш,  что  вместе  съ  переменными  г,  хх,  т.,,.  ,.хн  изменяются 
также  величины  Сг  С.,,...Сн _ж+|,  получаемъ 


к— 1  г=1 

п— «  «— т+1 


к=г1  »  г-| 

г-1,  2,...^. 


На  основанш    этихъ  равенствъ  и  въ  силу  н  —  ц  последнихъ    уравненШ 
системы  (30),  составляемъ  новое  равенство 


П— М-\-\ 


^-Х»'.^-      ^      Лг«Сг. 


(37) 


где  коэффициенты  Аг  им-Ьютъ  слйдуюпЦя  значешя 


А  = 


Чтобы,  при  сделанном!»  предположенш  относительно  изменяемости  про- 
нзвольныхъ  постоянных!,  Ср  С2, . . .  Ом_т+1,  уравнешя  (36)  не  пере- 
ставали представлять  решеше  зравненШ  (3  4).,  для  этого  должно  удовле- 
творяться услов1е  (10)-ое.  Поэтому  равенство  (37)  приводится  къ  сле- 
дующему 


п—т-\-\ 

2  лгнсг  =  о, 


(3«) 


КОТОРОМУ   ДОЛЖНЫ    удовлетворять    ВСЛИЧИНЫ    ВСБХ'Ь    С. 
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Последнее  уравнете  можетъ  быть  удовлетворено  следующими  раз- 
личными способами: 

1)  Равенство  (38)  удовлетворяется  тождественно,  если  предполо- 
жить, что  вс4  величины  С  шгЬютъ  постоянный  значены.  Въ  этомъ  слу- 
чае мы  возвращаемся  къ  исходному  полному  интегральному  собранш. 

2)  Полагая  равными  нулю  вс*  коэффншенты  Аг  при  йСг  вт>  ра- 
венств*  (ЗЯ),  мы  иолучаемъ  систему  и  —  ш  + 1  уравненШ 


ОС 


)       АбСРп-<1+<~    " 


г  .=  1 ,  2 , . . .  м  —  т  4- 1  • 

Результата  исключешя  всЬхъ  Сг  изъ  уравненШ  (36),  при  помощи  по- 
сл*днихъ  равенствъ,  представляетъ  особенное  интегральное  собрате  си- 
стемы производныхъ  уравненШ  (31). 

3)    Предположим!»    дал*е,    что    между    Ср    С,, . . .  С|м+1    суще- 
ствуетъ  /  произвольных!»  зависимостей  сл*дующаго  вида 

С{  =  со.  (С^р   С|+2, . . .  С'„_т+|),  |  ^ 

1.-1,  2,.../,  \ 

гд*  вс*  со.  представляютъ  произвольный  функцш  входящихъ  въ  нихъ 
аргументов!».  Внося  значешя  всЬхъ  С.  въ  равенство  (38),  получаемъ  но- 
вое равенство 

н-ш-ч-1  т  I         д(о 


I  (^,+1^)^-°' 


^-^  «^1 

которое  уничтожается  на  основан] и  следующих!»  зависимостей 

Ооу. 


•'#х-+7   Л      ----  =  0. 


'  ОС,  ,  . 


^=  1  ,  2,...н-т-  /+1  . 


(40) 


Результата  исключсшя,  изъ  уравненШ  (30),  значений  всЬхъ  п  —  ш+1 
велнчинъ  Ср  С2, .  .  .  Сп_т+Г  при  помощи  и—-  ш-г1  уравненШ  (39)— (10), 
представляетъ  общее  интецниъное  собран /е  системы  (34),  заключающее  / 
произвольных!»  функцШ. 

Наконецъ,  мы  называемъ  частными  }ныиен1ями.  или  частными 
интецниьными  собраниями  данной  системы  (34)  р1ипешя  ея,  которыя 
получаются  изъ  нолныхъ  или  «ющихъ  интегральных!»   еобранШ.  сообще- 
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темъ    частныхъ   значенШ   произвольнымъ   постояннымъ   параметрам!»  и 
произвольнымъ  функщямъ,  которые  входятъ  въ  эти  собрашя. 

8.  11зъ  предыдущихъ  разсужденШ  непосредственно  вытекаетъ,  что 
каждое  уравнеше  или  систему  уравненШ,  съ  частными  производными 
иерваго  порядка  одной  неизвестной  функцш  по  н'Ьсколькимъ  независи- 
мымъ  перем-Ьннымъ,  возможно  разсматривать  также  и  съ  другой  точки 
зрЪшя,  какъ  производныя  уравнешя  С.  Ли,  происхождеше  которыхъ 
основано  на  разсмотр^ши  собранШ  поверхностныхъ  элементовъ. 

Обобщенный   представлешя  С.  Ли  о  производныхъ   уравнетяхъ  и 
ихъ  р*шен1яхъ,   какъ   это   представляется  съ  перваго  взгляда,   расши- 
ряют^ съ  формальной  точки  зр^шя,  пределы  классической  теорш  инте- 
грировашя    дифферент  альныхъ    уравненШ   съ   частными  производными 
перваго  порядка  одной  неизвестной  функцш.  Действительно,  въ  изложенной 
выше  теорш   собранШ   поверхностныхъ    элементовъ,    представлешя   объ 
уравнешяхъ  съ  частными  производными  и  объ  ихъ  интегралахъ  являются 
только  въ  вид*  одного  частнаго  случая.  Въ  самомъ  деле,  останавливаясь 
на  собрашяхъ  поверхностныхъ   элементовъ  нулевого  класса,  происходя- 
щих!» изъ  нихъ  производныхъ  уравнешяхъ  С.  Ли  и  ихъ  интегральныхъ 
собрашяхъ,  мы  получаемъ  классическую  теорш  дифференщальныхъ  урав- 
нен! й  съ  частными  производными,   которая  представляетъ  такимъ  обра- 
3(1  мъ  'частный  случай  теорш  С.  Ли. 

Однако  разсматривая  одни  и  те  же  уравнешя,  то  съ  точки  зрешя 
дифференщальныхъ  уравненШ,  то  съ  точки  зрешя  производныхъ  урав- 
ненШ С.  Ли,  мы  вместе  съ  темъ  должны  видоизменять  соответственно 
каждый  разъ  и  самый  характеръ  изсл4дуемыхъ  уравненШ,  которыя  сох- 
раняютъ  одинъ  только  внешнШ  видъ,  благодаря  сохраненш  обозначенШ 
входящихъ  въ  нихъ  перем4нныхъ  величинъ.  Въ  самомъ  деле,  смыслъ 
рассматриваемых?»  уравненШ  становится  совершенно  различный.  С.  Ли 
вводить  целый  рядъ  новыхъ  ретенШ  изследуемыхъ  уравненШ,  ко- 
торыя до  него  не  разсматривались,  при  чемъ  каждому  классу  но- 
выхъ решенШ  соответствую™  также  и  новыя  доиолнительныя  предпо- 
ложешя  относительно  входящихъ  въ  нихъ  переменныхъ.  Такъ,  въ  про- 
странстве п  +  1  измеренШ,  въ  классической  теорш  дифференщальныхъ 
уравненШ,  переменный  х}\  л2,...хп  считаются  независимыми;  что  же 
касается  р4шенШ  С.  Ли  <у-аго  класса,  то  они  вводяп»  ц  различныхъ  за- 
висимостей между  теми  же  переменными  .гр  х+,...хп.  Такимъ  обра- 
зомъ  переменныя,  которыя  считались  независимыми  въ  классической 
теорш,  перестаютъ  быть  таковыми  въ  теорш  С.  Ли.  Вместе  съ  темъ, 
конечно,  и  переменные  параметры  рх,  р.„***рп  изменяютъ  свое  перво- 
начальное значеше  частныхъ  производныхъ,  въ  теорш  дифференщаль- 
ныхъ уравненШ. 
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ВсЬ  постЬдшя  обстоятельства  иршорйтають  особенное  значеше,  съ 
точки  зрЪшя  приложенШ  къ  различнымъ  вопросамъ  анализа  и  геометрш. 
Само  собою  разумеется,   что  р4шен1я  С.  Ли  не  могутъ  давать  искомаго 
ответа  для  т*хъ   задачъ,    которыя   приводятся  къ  дифференщальнымъ 
уравненЬшъ   съ    частными    производными.    Съ   другой   стороны    могутъ 
существовать  также  так1е  прикладные   вопросы,   которые  требуютъ,   для 
своего  р4шен1я,  разсмотрешя  нроизводныхъ  уравненШ  С.  Ли  или  разре- 
шаются, какъ  при  помощи    интеграловъ  классической  теорш  дифферен- 
щальныхъ  уравненШ,  такъ  и  на  основанш  интегральныхъ  собранШ  нро- 
изводныхъ   уравненШ  С.  Ли.    Въ   виду    изложенныхъ    соображений,   мы 
считаемъ  необходимым-]*  делать  существенное  различие  между  дифферен- 
щальными  уравнешями   классической   теорш,   производными   уравнен)  я - 
ми   С.   Ли   и   между    ихъ   р*шен1ями    различныхъ    классовъ.    Поэтому 
намъ  кажется  необходимымъ  возражать  и  быть  противъ  изложешя  н*ко- 
торыхъ    трактатовъ   но  теорш   дифференщальныхъ    уравненШ,    которыя 
смешиваютъ  р^шен1я  различныхъ  классовъ.  Такъ,  наприм4ръ,  при  изло- 
женш  интегрировашя    дифференщальныхъ   уравненШ  съ  частными  про- 
изводными, по  такъ  называемому  способу  характеристик  Коши,  мнопе 
авторы  1)  удовлетворяются    указангями  на  полные    интегралы  С.  Ли  въ 
гЬхъ  случаяхъ  исключены,    когда  излагаемый  сиособъ  Коши  не  приво- 
дить къ  искомымъ  полнымъ  интеграл амъ  Лагранжа.  Читатель  не  можетъ 
быть  удовлетворенъ  такимъ  изложешемъ,  такъ  какъ  упомянутые  авторы 
не  даютъ   ответа  на  поставленный  вопросъ   во  всей  полнот*  и  предла- 
гаютъ  въ  различныхъ   частныхъ   случаяхъ   удовлетворяться  совершенно 
случайно  полученными   новыми   р*шен1ями,    который,  какъ  ясно  видно, 
представляютъ   существенное   различ1е   съ   первоначально   поставленной 
задачей  интегрировашя.   Совершенно    аналогичнымъ   образомъ   насъ  не 
удовлетворяете    также   ннтегрироваше   нроизводныхъ   уравненШ    С.  Ли, 
но  такъ  называемому   обобщенному  имъ  способу   характеристикъ  Коши, 
который  не  даетъ   возможности  вычислять   полные  интегралы  С.  Ли  за- 
даинаго   наиередъ  определенна™  класса,    но  приводить  совершенно  не- 
предвид'Ьннымъ  образомъ,  или  къ  некоторому  полному  интегралу  С.  Ли 
какого-либо  случайнаго  класса,  или  даже  къ  полному  интегралу  Лагран- 
жа. Такимъ  образомъ   разсматриваемый    сиособъ  С.  Ли  оставляетъ  пол- 
ную неопределенность  въ  р^шенш  наследуемой  задачи,  совершенно  ана- 
логично указанному  выше  способу  Коши. 

ВсЬ  отмеченные  вопросы  теорш  характеристикъ  находятся  въ  связи 
съ  дальнейшим'!»    развипемъ  нашего    изол'Ьдовашя,   и  мы  будемъ  иметь 

1)  ,/<>п1(1,1.  Г. —  Гонг*  (1'  Лна1уяе,  I.  III.  Рап'н,   1!^7.  р.  Я25. 
а<тг«1К  Е.— Ьмои*    *иг    ПнГн^гаПои    с1е.^  Г'^иаНоп^  ап\  (1»*пЧч;е8    рагйсПез  <1и 
ргеижт  оп1п\  РапЧ   1МП.  р.   11!>.  р.  22^. 
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случай  къ  нимъ  далее  возвратиться.  Что  же  касается  полныхъ  интегра- 
ловъ  С.  Ли  различныхъ  классовъ,  то  задача  ихъ  разыскания  зависитъ 
главнымъ  образомъ  отъ  условШ  ихъ  существовали  для  производныхъ 
уравненШ  С.  Ли. 

Если  возьмемъ  одно  производное  уравнеше  С.  Ли  въ  пространстве 
трехъ  изм*ренШ,то,какъ  видно  изъ  предыдущаго  изложенья(см.  стр.  21 — 22), 
разсматриваемое  уравнеше  допускаетъ  полныя  интегральныя  собра- 
Н1Я  М\,  М\  только  при  условш,  что  оно  является  линейнымъ  относи- 
тельно перем4нныхъ  ру  г/  или  не  зависитъ  отъ  посл4днихъ,  т.  е.  нред- 
ставляетъ  функщональную  зависимость  между  переменными  х,  у,  2.  Изъ 
дальнййшаго  изложены  будетъ  следовать,  что  и  друпя  производный 
уравнешя  С.  Ли  должны  также  представлять  весьма  частный  видъ, 
для  того  чтобы  допускать  существоваше  полныхъ  интеграловъ  С.  Ли  того 
или  другого  определенна™  даннаго  класса.  Однако  доказательство  по- 
следний) предложен!я  находится  въ  зависимости  отъ  общихъ  свойствъ 
интегральныхъ  собранШ,  къ  изучешю  которыхъ  мы  и  имеемъ  въ  виду 
немедленно  приступить.  Наконецъ,  въ  дальнейшемъ  изследованш  мы 
ограничимся  разсмотр*Н1емъ  только  полныхъ  интеграловъ  Г.  Ли  его 
производныхъ  уравненШ,  въ  виду  того  что  теор]я  ихъ  находится  въ  тес- 
ной связи  съ  задачей  ннтегрировашя  днфференщальныхъ  уравненШ  съ 
частными  производными. 


ГЛАВ  А    П. 
Свойства  полныхъ  интегральныхъ  собраны  С.  Ли. 

1.  Пусть   им*емъ  въ   пространств*   п  -[- 1    изм*ренШ  производное 
уравнеше  Г.  Ли  сл*дующаго  вида 


Р{.гх,  х„...хп,  гг,  рг  р2. .  .  .]>п)  =  О. 


О) 


Предположим!,,  что  данное  уравнеше  разрешимо  относительно  перемен- 
ной р,,  такъ  что  им*етъ  м*сто  услов1е 


д/)1  : 


О. 


(2) 


Пусть  рассматриваемое  уравнеше  (1)  допускаетъ  полный  ннтегралъ 
С.  Ли  <у-аго  класса,  который  представляется  совокупностью  сд-Ьдующихъ 
равенствъ 

г  —  Ч  (х^  **,...*„._,,•  С, ,  Са,...Ся)  — О, 


*м_в+|--«Р,  ^р  ^-■••г«-^  Ср  С2,...С)  =  (), 

*=г  I,  2,...  г/. 


(3) 


Составляем'!,  дополнительный  уравнешя.  определяйся,  совместно  съ  по- 
следними, полное  интегральное  собрате  поверхностных!,  элементовъ  въ 
пространств*  //   г-  1  измйренШ  и  предетавляюнияся  въ  слгЬдующемъ  вид* 


*, 


р« =  бх  ™  2и  дг  Р"~«+' 


*  =  1 .  2 ,   .   и  —  д  . 

Введемъ  следующее  условное  обпзначешс 


'/''  ~  гА/1  Л  Ох  *}*-'1+'* 


1  =  1 
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такъ  что  послЪдшя   н —  ^  уравненШ  разсматриваемаго    поднято    инте- 
гральнаго  собрашя  становятся 


/>„—*„  =  О,    1 

к=],2,...г»  —  </,      ' 


(4) 


гд*Ь  функцш  у>%  линейны  относительно  перем*нныхъ  ^      +1 ,  рНт.д+*,.  -  -Рн 
и   зависать  кроме  того  только  отъ  перем*нныхъ  х{,  *.2>--'хп-д. 

Изучеше  свойствъ  полныхъ  интеграловъ  Г.  Ли  мы  начнемъ  съ  раз- 
смотр,Ьн1я  собранШ  нулевого  класса,  т.  е.  приведемъ  основныя  свойства 
полныхъ  интеграловъ  дифференщальныхъ  уравненШ:  Въ  этомъ  случае 
уравнеше  (1)  разсматривается  какъ  дифференщальное  уравнеше  съ  ча- 
стными производными  перваго  порядка,  и  совокупность  соотв'Ьтствующихъ 
уравненШ  (3)  —  ( [)  становится 


г=Ф  Ор  х2,---гп,  <?,,  С2,...Ся), 


дер 

к  —  1  ,  2 , . . .  п . 


(5) 


Чтобы,  въ  этомъ  случае,  первое  изъ  уравненШ  (5)  представляло 
действительно  полный  интегралъ  даннаго  уравнешя  (1),  т.  е.  результатъ 
нсключен1я  всЬхъ  С  изъ  уравненШ  (5)  представлялъ  бы  уравнеше  (1). 
для  этого,  какъ  хорошо  известно,  достаточно  неравенства  нулю  сл1цую- 
щаго  функцюнальнаго  определителя 

/     &<р     д(р         дер  \ 

\    ^р     Цр     ^Г  *     Ьп    < 

Легко  видеть,  что,  на  основанш  посл^дняго  неравенства,  въ  опре- 
деленной разсматриваемой  нами  области  изм4нен1я  перем4нныхъ  вели- 
чину система  уравненШ  (Г>)  приводится  къ  следующему  виду 

Р  Ц,  х„.  .  ..гл,  г,  рх,т.  .рп)  =  0, 

»=1,  2, ...п. 

Такъ  какъ  определяемый  последними  уравнениями  значешя  перемен- 
наго  ^,  рх,  р2. .  .рп  выражаются  равенствами  (Г>),  т.  е.  р1У  р.,,. .  .рл 
являются  частными    производными  перваго   порядка  функцш  ~  соотв*т- 
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ственно  по  независимымъ  перем4ннымъ  #р  х2, . .  ,хп,  то  посл,Ьдн1Я  п  +  1 
уравненШ  образуютъ  замкнутую  систему,  т.  е.,  на  основами  пертю 
изъ  этихъ  уравненш,  имгьютъ  мтто  слчъдуюиця  равенства 

[*•„  2д=о, 

лтыя  части  которыхъ  обозпачаютъ  скобки  Вейлера  *),  составленный 
Оля  воьхъ  значенш  показателей  г,  к,  ешь  0  доп,причемъ  подъ  1?0  ра- 
зу мнется  функщя  Р. 

Какъ  известно  изъ  курсовъ  теорш  частныхъ  дифференщальныхъ 
уравненШ,  им4етъ  м*сто  также  следующее  обратное  предложете: 

Пусть  имиемъ  совокупность  и  уравнений,  съ  п  различными  про- 
извольными постоянными  величинами  Стр  С2, . . .  Си, 

Ф8  (х{,  х2,...а-п,  г,  рх,  р2,...рп,  С\,  С2,...Сп)-=0, 

а  =  1 ,  2 ....  и , 

разртиимыхъ  оупноеительно  вспхъ  С  и  образу  юхцихъ^  совместно  съ  дан- 
нымъ  уравпен'ьемъ  (])-ымъ,  замкнутую  систему  п~1  дифференщальныхъ 
уравненш.  Если  последняя  разрешима  относительно  ваьхъ  перемшг- 
пыхъ  р{,  р%2, . .  .^  а  также  определяешь  значение  перемтшой  г,  функцгей 
перемтшыхъ  хх,  х2,...хп  и  воьхъ  произвольныхъ  постоянныхъ  6^, 
6'2,...С,  то  последнее  значенье  г  представляешь  полный  интегралъ 
данпаю  уравненья  (1)-аго. 

Наконецъ,    пусть  полный  интегралъ    Лагранжа  (о)  представляется 
въ  ел'Ьдующемъ  вид* 

г  =  ч,  (*р  х2,...хп,  С19  Сп,...Сн^)  +  Ся,  (6) 

гд*  одна  изъ  произвольныхъ  постоянныхъ,  именно  Сп,  является  такъ 
называемой  придаточной.  Если  слйдуюицй  функциональный  определитель 

•'д<р     д<р         дер  \ 
дх'  дх' '  '  ' дх 


,С'    С',. ...с 

к      1 '        1  •  г 


п-1' 


отличенъ   отъ   нуля,  то  иос.тЪдшя  п  —  1   производныхъ   уравненШ   сле- 
дующей системы 

д(р 


р*    о.,-:  \  (?) 


"  ( 

к  =  1 ,  2 , . .  .  м  ,    ) 


1)  См.  мое  пзсдЪдоваше:  Обь  интегрировании  уравненШ  съ  частными  производ- 
ными первто  порядка  одной  неизвестной  функции,  стр.  39. 


—  99  — 

разрешимы  относительно  постоянныхъ  С,,  С,,. . .  <?„_,.  Въ  такомъ  слу- 
чае результатъ  ихъ  исключешя  изъ  перваго  производнаго  уравнешя  по- 
следней системы  представляетъ  наше  дифференщальное  уравнете  съ 
частными  производными,  которое  очевидно  не  завпситъ  отъ  перемен- 
ной 2  и  представляется  въ  следующем!»  вид* 

Г  (.гр  *,,  . . .  хп,  рх%  р,, .  .  .ри)  =  0.  (8) 

Стало-быть,  въ  настоящемъ  случае,  совокупность  уравненШ  (6)  и  (7) 
приводится,  внутри  разсматриваемой  области  изм'Ьнешя  перем*Ьнныхъ,  къ 
систем*,  представляющей  совокупность  травнешя  (8)  и  ел'Ьдующихъ 

Т\  (хр  х„ .  .  .хпЛ  рх,  р,, .  .  .рп)  =  С„ 

»  =  1,  2,...п—  I, 

Предыдущее  обратное  предложеше  заменяется,  въ  настоящемъ  слу- 
чае, сл*дующимъ: 

Пусть  илоьемъ  и  —  1  уравненШ.  съ  п  —  1  различными  произволь- 
ными постоянными  величинами  б1,,   С„,  • .  .  С     ,, 

Ф8    Ц,    *,,...*.,   !>,,    Р^...РМ,    Ц,    (;2"--С»-1)  =  0, 

5  _-  1  ,    2 ....  II  -  ]  , 

разртиимыхъ  относительно  ваьхъ  С  и  образующих^  совместно  съ  урав- 
петемъ  (8).  замкнутую  систему  п  дифференшальпыхъ  уравненШ.  Если 
посл1ьдняя  разршиима  относительно  ваьхъ  перемтошхъ  р]%  р0,...рщ 
то  полный  интеьралъ  данною  уравнен  1я  (&)  определяется  при  помощи 
квадратуры. 

2.  Вс*  приведенный  предложешя,  характеризующая  полный  инте- 
грал ьныя  собрашя  С.  Ли  нулевого  класса  распространяются  также  на 
всЬ  полныя  интегральный  собрашя  С.  Ли,  общШ  видъ  которыхъ  пред- 
ставляется совокупностью  равенствъ  (3)  и  (4). 

Въ  самомъ  д'Ьл*,  чтобы  поел-Ьдтя  уравнешя  действительно  пред- 
ставляли полное  интегральное  собраше  производнаго  уравнения  С.  Ли  (1), 
результатъ  исключешя  всЬхъ  постоянныхъ  С'р  6'2, . . .  С,,,  изъ  уравне- 
нШ (3)  и  (4),  долженъ  приводиться  къ  одному  только  уравнешю  (1 ).  Для 
этого  очевидно  достаточно  существовали  следующего  услов1Я 

в  (** у"  уа""У  у**  у.<> --к-,  | - ., 0 
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Действительно,  если  последнее  неравенство  им^еть  место,  то  урав- 
нения (3)  и  посткднш  п —  г/ — 1  уравненШ  (4)  разрешимы  относительно 
вс*хъ  величинъ  Ср  С1.,, . . .  Сп,  и  результата  ихъ  исключешя,  изъ  перваго 
уравнешя  (4),  приводится  къ  равенству,  равносильному  исходному  урав- 
неню  (1).  Поэтому,  въ  определенной  разсматриваемой  области  изм*Ь- 
нен1Я  наншхъ  переменныхъ,  система  уравненШ  (3) — (4)  приводится  къ 
следующему  виду 

Г  (хг ,  .г,, . .  .*    г.  р1Л  р.,, . . .  рп)  =  О,  | 

10) 

*-1,  '2,...»», 

где  послйдшя  п  уравненШ   представляютъ   результата   решешя  указан- 
ныхъ  выше  уравненШ  относительно  всехъ  поетоянныхъ  С. 

Чтобы  приступить  къ  изученш  свойствъ  последнихъ  уравнешй, 
начнемъ  съ  распространена  понятШ  объ  инволюц'т  и  замкнутости  иро- 
изводныхъ  уравнешй  С.  Ли.  Аналогично  теорш  дифференщальныхъ  урав- 
ненШ съ  частными  производными  перваго  порядка  и  обыкновенных!* 
каноническихъ  уравненШ,  мы  условимся  называть,  также  въ  теорш  про- 
изводныхъ  уравненШ  С.  Ли,  величины 

каноническими  переменными,  относя  п  первыя  И37>  нихъ  къ  первом// 
классу )  а  остальныя  п  величинъ  ко  второму  классу  каноническихъ  пере- 
менны хъ.  Составляя  скобки  Пуассона  для  двухъ  функщй,  зависящихъ 
отъ  последнихъ  переменныхъ,  или  скобки  Вейлера,  если  рассматривае- 
мый функщй  заключаютъ  еще  новую  2//  4-  1-у*>  неременную  г,  мы  гово- 
римъ,  что  эти  функщй  находятся  въ  инволюц'т,  если  указанный  скобки 
уничтожаются  тождественно.  Наконецъ,  мы  говоримъ,  что  данныя  урав- 
нешя образуютъ  систему  въ  ииволюцш  или  замкнутую  систему  въ  за- 
висимости отъ  того,  уничтожаются-ли  тождественно  скобки  Пуассона  и 
Вейлера,  составленный  изъ  первыхъ  частей  данныхъ  уравненШ,  или  эти 
скобки  уничтожаются,  на  основанш  последнихъ  уравненШ. 

Наконецъ,  само  собою  разумеется,  если  какая-либо  данная  систе- 
ма производныхъ  уравненШ  С.  Ли-замкнутая,  то  и  преобразованный  ея 
уравнешя  образуютъ  также  замкнутую  систему. 

Условившись  въ  предыдущих-!,  онределешяхъ,  докажемъ.  что  урав- 
нешя (3)  и  (4)  образуюгт»  замкнутую  систему. 

Разематривая  все  величины  ц>к,  какъ  функщй  независимых!»  пере- 
менныхъ .гр  .г2, . .  .хп_д,  рн_9±Х1  Рп-ч+'>"  •  •  -Л»4  зам*тимъ  прежде  всего, 
что  существуютъ  стЬдукшия  тождества 


—  101 


ду>к 

ду. 

«*-.+< 

'К 

~дх 

К 

1 

для  вс*хъ  различныхъ  значенШ  показателей  к  и  ;,  отъ  1  до  п  —  д,  и  по- 
казателей г,  оп»  1  до  д. 

Поэтому  скобки  Вейлера,  составленный  изъ  норвыхъ  частей  урав- 
нешй  (3)  и  (4),  им*Ьюгь  сл*Ьдуюнця  значешя 

[*  —  V,  **_,+,-— *>,]  =  0. 

1  I  <**  . 


+2* 


,=1       -"♦+' 


для  вс*хъ  различныхъ  значенШ,  который  должны  принимать  показатели 
?,  А:  и  3\  при  этомъ  разсматриваемыя  равенства  первой,  третьей  и  чет- 
вертой строкъ  удовлетворяются  тождественно,  тогда  какъ  равенство  вто- 
рой строки  удовлетворяется  на  основаши  уравненШ  (4). 

Полученный  равенства  доказывают»,  что  уравнешя  (3)  и  (4)  обра- 
зуютъ  замкнутую  систему.  Следовательно,  уравнешя  (9),  представляюнця 
иреобразоваше  посл'Ьднихъ,  татке  образуютъ  замкнутую  систему. 

Кром*  того  очевидно,  что  уравнешя  (9)  заключаютъ  </  +  1  зави- 
симостей только  между  переменными  г.  я,,  х.„...хпЛ  такъ  какъ  раз- 
сматриваемое  интегральное  собрате  принадлежите  къ  </-ому  классу. 

Легко  показать,  что  оба  послъднгя  свойства  внолтъ  опред^ьляютъ 
аналитически  уравнен'ш,  прсиставляющья  полное  интегральное  собрате 
С.  Ли  г/-«?о  класса  даннаго  уравнетя  (1). 

Действительно,  пусть  им*емъ  п  уравненШ,  съ  п  различными  про- 
извольными постоянными  величинами  С\,  С,...С'4, 

Ф    (.г,,  :г2,...гп,  з,  рг  />2,...^й,  6\,  а,...См)  =  0,  |      (10) 

в  -1,2 ,...«,  \ 
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Предположимте,  что  последшя  уравнешя  разрешимы  относительно 
всЬхъ  постоянныхъ  С  и,  съ  другой  стороны,  совместно  съ  даннымъ  урав- 
нешемъ  (1),  определяютъ  г  и  г/  переменныхъ,  изъ  числа  хх,  .г2,  . .  .  хи. 
функщями  остальныхъ  п  —  ц  изъ  этихъ  перем'Ьнныхъ  и  произвольныхъ 
постоянныхъ. 

Если  кроме  того  наши  и  4-  1  уравненШ  (1)  и  (10)  образуютъ  замк- 
нутую систему,  то,  въ  такомъ  с  луч  а*,  легко  доказать,  что  они  представ- 
ляютъ  полное  интегральное  собраше  С.  Ли  </-аго  класса. 

Въ  самомъ  деле,  нетрудно  убедиться  прежде  всего,  что  разсматри- 
ваемыя  уравнешя  должны  приводиться  къ  следующему  виду 

з  —  <р'  (х{ ,  х2, .  .  .  хп_д,  С, ,  С,, .  .  .  6ти)  =  С), 

*„_,+,•  —  <  ('г  ** Гп-?'СР  С,,...С)  =  0, 


(И) 


:1,  !>,...? ,       «=1, 


/ 


т.  е.  разрешаются  относительно  перем'Ьнныхъ  х  и  р  съ  различными 
значками  ])-  Для  доказательства  иоследняго  предложешя  едЬлаемъ  про- 
тивоположное доиущеше,  а  именно,  что  А'-ое  изъ  н  —  #  последнихъ  урав- 
ненШ  разрешается  относительно  переменной  />п_?+1  и  приводится  къ 
следующему  виду 

т.  е.  не  должно  зависеть  ни  отъ  одной  изъ  неременныхъ  рк,  такъ  какъ 
оне  исключаются,  согласно  съ  посл4днимъ  сделаннымъ  предположен1емъ. 
Вычисляя  следуюиця  скобки  Вейлера 

[*»-,+>  — <Г,'1Рп-я+—1>'1 

видимъ,  что  оне  обращаются  тождественно  въ  единицу.  Но  по  перво- 
начально поставленному  условдо,  относительно  замкнутости  системы  дан- 
ныхъ  уравненШ  (1)  и  (10),  необходимо,  чтобы  последшя  скобки,  или 
уничтожались,  на  оенованш  последнихъ  уравненШ,  или  обращались  тож- 
дественно въ  нуль.  Такимъ  образомъ  сделанное  предположите,  относи- 
тельно разрешимости  системы  уравненШ  (1)  и  (10),  приводить  къ  зак- 
лючена), противоречащему  действительности,  что  и  уб*ждаетъ  насъ  въ 
справедливости  первоначально  сделаннаго  доиущешя  относительно  того, 
что  рассматриваемая  нами  совокупность  уравнений  (1)  и  (10)  приво- 
дится къ  виду  (11). 


!)  Л*.  1ле.  АШЬетап'зеЬе  Лппа1еп.  В<1.  XI,  8.  277. 

Л'.  1ле  и.  Ннде1.—Т\\гот'н>  бег  Тгап^'оппаНоп^гирреп.  2\\ейег  АЫсЫпИ  8.  91. 
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Само  собою  разумеется,  что,  на  основанш  пос-тЬднихъ  равенствъ. 
утождествляется  данное  уравнеше  (1)  и  вм-ЬсгЬ  съ  гЬмъ  оно  получается 
какъ  единственный  результатъ  исключешя  всЬхъ  С  изъ  предыдущихъ 
равенствъ  (11). 

Кром*  того  посл*Ьдшя  уравнешя  (11)  образуютъ  замкнутую  систему, 
такъ  какъ  и  исходный  уравнешя  представляютъ  замкнутую  систему. 
Поэтому  скобки  Вейлера,  составленный  изъ  л1гаыхъ  частей  уравненШ  Ш) 
должны  уничтожаться,  въ  силу  посл'Ьднихъ.  Эти  скобки  имЪютъ  сл*- 
дуюпця  значешя 


[-»'.л-^]  =  -*.+^+ 


+& 


[^_л.„._,..].^+. 


д9' 


для  всЬхъ  значенШ  1с 9  отъ  1  до  п  —  ^,  и  значенШ  г',  отъ  1  до  ^.  Такъ 
какъ  правая  часть  посл*Ьднихъ  скобокъ  но   зависитъ   отъ   перем4нныхъ 

то  она  не  можетъ  уничтожаться,  на  основанш  уравненШ  (11),  но  должна 
быть  равна  нулю  тождественно.  Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  тождества 

д(г;         д^  ду>'  д<р' 

-и  - — «—  =  о ,  пли  -  — *—  =  —  — Ц 

к  *  п—^+^  *  п—  д+1  к 

для  всЬхъ  значенШ  г,  отъ  1  до  </,  и  значенШ  А%  отъ  1  до  п  —  г/.  Что  ка- 
сается первыхъ  скобокъ,  то  он*  должны  уничтожаться,  на  основанш  по- 
сл'Ьднихъ  п —  а  уравненШ  (11).  Поэтому,  въ  силу  только  что  сейчасъ 
написанныхъ  тождествъ,  получаемъ  новыя  тождества 

1  =  1       * 
к=1 ,  2,... и—  д, 

которыя  и  доказываютъ,  что  система  (11)  опред^ляеть  полное  интеграль- 
ное собрате  С.  Ли  </-аго  класса. 

Изъ  доказаннаго   предложешя  вытекаетъ,    что  совокупность  урав- 
нены (9)  должна  представлять  замкнутую  систему  и  кромл  того  раэрп- 
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шаться  только  относительно  п — ^  изъ  ряда  перемъьнныхъ  рх,  /?2,.  .  ./>й, 
Оля  тою  чтобы  опред^ьлять  полное  интег])альное  собрате  С.  Ли  ц-аю 
класса  производнаго  уравнения  (1). 

Другими  словами  это  второе  уелов1е  показываетъ,  что  функцги 

нс  должны  быть  различными  относительно  перемштыхъ  г,  р{,  рг$.  .  .р^ 
т.  с,  долженъ  тождественно  уничтожаться  не  только  функциональный 
ощтЪьлитель 


\  г,  р„  р.,,...рн  ) 


по  также  и  воь  его  миноры,  отъ  первахо  до  ц-аго  порядка  включительно. 

Выведенное    заключеше   является    существенными  характернымъ 

свойствомъ  нолныхъ    интегральныхъ  собрашй  С.  Ли,   которое,  какъ  это 

сл'Ьдуетъ  изъ  нредыдущаго  изложения,  находится  въ  числ*  необходимыхъ 

И  ДОСТаТОЧНЫХЪ  )гСЛ0ВШ,   01фед1)ЛЯЮЩИХЪ   ВПОЛНЕ   Н0СЛ'ЬДН1Я   собрашя. 

Остановимся  дал*Ье  на  разсмотр-Ьнш  того  частнаго  случая,  когда 
полное  интегральное  собрате  какого-либо  производнаго  уравнешя  С.  Ли 
представляется  въ  (чтЬдующемъ  вид* 


•*._,+<  =  ь  (*, ,  х„  - . . *•„_,,  с, ,  С2, . . .  С  _1), 


1^1,  2, ...у, 


(12) 


=  1,  2,...»1-у, 


(13) 


при  чемъ   произвольная  постоянная  Сп  является   придаточной,    которая 
не  входить  въ  выражешя  вс1>хъ  функиШ  <у\  <р.  и  гри. 

Если  сл4дующШ  функциональный  определитель   отличенъ  отъ  нуля 


\  С    С         С    С        г  г       /-'  -' 


то  очевидно,  что  система  уравненШ,  составленная  изъ  ц  послЪднихъ  (12) 
и  и  —  г/  —  1  иосл^днихъ  (13),  разрешима   относительно   всЬхъ  постоян- 

ныхъ  С\,  С2 Сн-\-  Результатъ   исключешя  посл1>днихъ  изъ  перваго 

уравнешя  (13)  приводить  къ  производному  уравненш  С.  Ли,  независя- 
щему отъ  переменной  г.  (мЬдующаго  вида 
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Г  (хг  зс2,...хп,  у>р  р2,...рп)  =  0,  (14) 

которое,  въ  разематриваемой  нами  области  изм^нетя  перем*нныхъ,  раз- 
решимо относительно  переменной  р1,  такъ  какъ  первое  уравнеше  (13) 
представлено  въ  вид*,  разрйшенномъ  относительно  последней  переменной. 
Поэтому,  въ  этой  же  области  изм'Ьнешя  нашихъ  перем'Ьнныхъ  ве- 
личинъ,  система  уравненШ  (12)  и  (13),  аналогично  дифференщальнымъ 
уравнешямъ  съ  частными  производными,  представляется  совокупностью 
уравненШ  (14)-аго  и  п  сл*дующихъ 

8  =  1 ,  2 , . . .  и  -  1  , 

2  —  РП     С*Р     **.•■•*!!.     Рр     ^.•••Р«)=^Н. 

Обратное  предложение  выражается  слйдующимъ  образомъ: 
Пусть  и.лпьемъ  п — 1  уравненш,  съ  п — 1  }шзличными  произвольными 
постоянными  величинами  Ср  6"2, . . .  Сп_,, 

##(«,,^...^РГ^"^  ср  С>...  •€„_,)  =  (), 

в=1,  2,...п-1, 

ра&р)ьишмы.гъ  относительно  ваьхъ  С  и  образующих^  совм)ьстно  съ  урав- 
нешемъ  (14),  замкнутую  систему  п  производи ыхъ  уравненШ.  Если  ую- 
сл)ъдняя  не  разрешима  относительно  ваъхъ  перемттыхъ  р},  р.,,.  .  .рп^ 
то  полный  интаралъ  С.  Ли  получается  при  помощи  квадратуры. 

Предположимъ,  въ  самомъ  д*л*,  что  наша  замкнутая  система  п 
уравненШ  выдЪляетъ  д  зависимостей,  не  заключающихъ  перем*нныхъ 
Яг  Р2->-  •   /;П'  и  приводится  къ  виду 


1=1,  2,...д,      к— I,  2....П-?. 


(13) 


Чтобы  доказать  наше  предложеше,  иоступаемъ  аналогично  предыдущему. 
Такъ  какъ  последняя  система  должна  быть  замкнутой,  то  составляя 
скобки  Пуассона 

которыя  должны  уничтожаться  тождественно,  получаемъ  отсюда  тождества 
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Л/-.         д'Рк 

Ох    ^  др       ,.      "' 

для  всЬхъ  значенШ  ?,  огь  1  до  д,  и  значешй  А*,  отъ  1  до  п — д,  который 
показываготъ,  что  функции  ?Рк  линейны  относительно  переагЬнныхъ  рп_и_г 
и  им*ютъ,  стало— быть,  слйдуюпцй  видъ 

^  дф- 

1=1        * 
к=1 ,  2,...  н  —  д. 

Дал'Ье,  приравнивая  нулю  значешя  скобокъ 

получаемъ,  еовершивъ  сокращешя,  новыя  тождества 

<)х         Ох  '' 

I  к 

для  всЪхъ  различныхъ  значенШ  показателей  /  и  А\"отъ  1  до  н  —  г/.  По- 
сл^дтя  тождества  показывают-^  что  выражеше 

\*Л    с1х 

^     к      « 

К=1 

представляетъ  точный  дифференщалъ  1).  Поэтому,  выполнивъ  квадра- 
туру пос.тЬдняго,  легко  видЪть,  что  уравнеше 

I    /л       *        к    '        м 

"    ^1 

совместно  съ  системой  (15)-ой,  определяете  полное  интегральное  собра- 
те С.  Ли  даннаго  производнаго  уравнешя  (14). 

3.  Ве1>  приведенный  соображешя.  относительно  одного  производнаго 
уравненгя  (1)  или  (14).  распространяются  также  на  системы  совокуп- 
ных!» ироизводныхъ  уравненШ  С.  Ли,  происхождеше  которыхъ  мы  раз- 
сматривали  въ  предыдущей  глав*. 

Пусть  им'Ёемъ  систему  т  ироизводныхъ  уравненШ  С.  Ли 


1)  См.  мои  статья:    !м1г  1е  гаррог*    (1<»$    1гауаих    (1о  8.    1л  с  а  сеих    (1с    1лош'Ше 
(сотрите  гсш1и*  с1ей  Сеансе»  (1е  ГАсаскчше  (1еа  йсмепсея,  17  аой1  1903). 
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Г{  (*,,  *,,...»„,  г,  рг  р.,,...ря)  =  0.. 

1  =  1,  2....Ш, 

которая  иыЪетъ  полный  интеграл.  С.  Ли  д-аго  класса 

*  —  »(*„  *,,...*,,_,,   С„  С2, . . .  С._я+1)  =  О, 

*„_,+,-  —  %  (*,  ,**,...*._,,   С, .  (7„ . . . .  Си_В(+1 )  -  0 , 
1  =  1,  г,...». 


(16) 


(17) 


Вводя  аналогичное  предыдущему  обозначеше  функщй  *рк,  которыя  въ 
настоящемъ  случае  заключаютъ  только  п  —  т  +  1  произвольныхъ  по- 
стоянных!» величину  составляемъ  дополнительный  уравнешя,  опред'Ьля- 
юпця,  совместно  съ  уравнешемъ  геометрическая  места  (17),  полное  инте- 
гральное собрате  С.  Ли  данной  системы  (1С)-ой 

л-*-0'  ]  (18) 

*=1,  2,...п-у.  ) 

Чтобы  система  уравненШ  (17) — (18)  представляла  действительно  пол- 
ный интегралъ  С.  Ли  данной  системы  уравненШ  (10),  для  этого  резуль- 
тата исключешя  всАхъ  постоянныхъ  С1§  С.„  . . .  Сп__ш+1,  изъ  уравненШ 
разсматриваемаго  интегральнаго  собрания,  долженъ  приводиться  къ  однимъ 
только  исходнымъ  уравнен1ямъ  (16)-ымъ. 

Предположимте,  что  посл4дн1я  разрешимы  относительно  перем-Ьн- 
ныхъ/»,,  р2'#-#Р|ц'  т*  е-  чт0  сл4дующШ  функциональный  определитель 
отличенъ  отъ  нуля 

п(?}^— 11^7^0.  (19) 

Въ  такомъ  случае  равенства,  которыя  представляютъ  непосредственный 
результатъ  исключешя  всЪхъ  значенШ  6'р  С, . . .  Сн_т+1  изъ  уравненШ 
нашего  интегральнаго  собратя  (17) — (18),  должны  также  быть  разре- 
шимы относительно  величинъ  р,,  Р2у--Р1Н-  Последнее  услов!е  удовле- 
творяется, напримеръ,  когда  уравнешя  (17)  и  последшя  м  —  ц-м  урав- 
ненШ (18)  разрешимы  относительно  всехъ  С.  Въ  такомъ  случае,  чтобы 
разсматриваемое  интегральное  собрате  определяло  полный  интегралъ  С.  Ли 
данной  системы  (10),  для  этого  достаточно  неравенства  нулю  следую- 
щая функщональнаго  определителя 

о(^^^^^:;:К^Г0  (20) 

\      С1 ,  с, . . . .  о +1 ,  С+-, , . . .  С„_,„+1     / 
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Если  геометрическое   место   разсматриваемаго   интегральнаго   соб- 
рашя  представлено  уравнен1ями 

г  =  ц.  (хх ,  а\„  . . .  *п_д,  С\ ,  С,, . .  .  Сп_т)  +  Сн_т+1 

/  =  1.  2,... у, 

где  произвольная  постоянная  Сп_иг+]  является  придаточной,  то  система 
соотв'Ьтствующихъ  производи ыхъ  уравненШ  С.  Ли  не  завнситъ  явно  отъ 
переменной  величины  г.  Поэтому,  чтобы  нанисанныя  уравнешя  пред- 
ставляли полный  интегралъ  С.  Ли  для  производныхъ  уравненШ,  который 
получаются,  исключешемъ  произвольныхъ  постоянныхъ  изъ  предыдущихъ 
уравненШ,  для  этого,  наприм^ръ,  достаточно  неравенства  нулю  следую- 
щая) функцюнальнаго  определителя 

\        Ц,  Сз»...  -Сд,  С9+1, . . .  Си_м      г 

Какъ  легко  видеть,  если  д  =  О,  то  мы  им*емъ  дело  съ  полным!, 
интеграломъ  Лагранжа  системы  уравненШ  (10),  разсматриваемыхъ  какъ 
дифференщалышя  уравнешя  съ  частными  производными.  Въ  этомъ  случа* 
уравнешя  (17)  и  (1я)  определяютъ  полный  интегралъ  Лагранжа  и  его 
производный  уравнешя,  а  предыдущее  неравенство  (20)  представляетъ 
известное  услов1Р,  которому  удовлетворяютъ  полные  интегралы  Лагранжа 
изследуемыхъ  уравненШ. 

Составляя  непосредственно  скобки  Вейлера  для  левыхъ  частей 
уравненШ  (17)  и  (18),  мы  очевидно  нриходимъ  къ  заключенш,  что  по- 
слЬдшя  уравнешя  образуют!»  замкнутую  систему  и,  въ  разсматриваемой 
нами  области  изменешя  переменныхъ,  приводятся  къ  следующему  виду 


Г.  (.гр  г2....хя,  г,  рх,  р2,...1>п)  =  0, 


2 ,...!«  ,       «  =  I  ,  2  , . . .  п  —  и*  +1  , 


(21) 


при  чемъ  следующШ  функциональный  определитель 

Т)\  —  '      2 '  ш '   _ -*-  р  " ' '     »•  + 1 

'     1  /    N1  —  Р     '     «1  '  I    П 


(22) 


уничтожается   тождественно  со  всеми  своими  минорами,  отъ  перваго  до 
<у-аго  порядка  включительно. 
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Отсюда  вытекаетъ  прежде  всего  следующее  весьма  существенное 
заключеше  относительно  условШ,  которымъ  должны  удовлетворять  пропз- 
водныя  уравнешя  С.  Ли,  чтобы  составлять  систему  совокупныхъ  урав- 
ненШ, допускающихъ  полныя  интегральныя  собрашя  С.  Ли.  Въ  самомъ 
Д'Ьл'Ь.  уравнешя  (21),  представляя  преобразованхя  равеяствъ  (17)  и  (18), 
образуютъ  также  замкнутую  систему.  Такъ  какъ  скобки  Вейлера,  состав- 
ленныя  изъ  функщй 

не  зависятъ  огь  произвольныхъ  постоянныхъ  Ср  С2,. ..  Сп _ж+1,  то 
эти  скобки  могутъ  уничтожаться  только  въ  силу  первыхъ  т  уравненШ 
системы  (21),  который  представляютъ  систему  данныхъ  уравнешй  (16). 
Потому  мы  получаемъ  следующее  предложен  1е: 

Чтобы  иметь  полныя  интегральныя  собратя,  совокупные,  произ- 
водных уравнетя  С.  Ли  необходимо  должны  представлять  замкнутую 
систему,  совершенно  аналогично  совокупнымъ  дифференцгальнымъ  уравне- 
нгямъ  съ  частными  производными  первою  порядка,  т.  е.  скобки  Вейлера, 
составленныя  гиъ  лтыхъ  частей  разсматриваемыхъ  уравнен'ш,  должны 
уничтожаться  на  основаны  этихъ  уравнешй. 

Само  собою  разумеется,  если  данныя  уравнешя  (16)  не  удовлетво- 
ряют^ условш  замкнутости,  то  для  разыскашя  ихъ  р^шешй  должно  по- 
ступать совершенно  такъ,  какъ  поступаютъ  въ  классической  теорш  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ.  Такъ,  если  скобки  Вейлера,  составленныя 
для  двухъ  какихъ  либо  функщй,  наприм'Ьръ,  р.  и  Рк  не  уничтожаются, 
на  осяованш  данныхъ  уравненШ  (16),  то,  приравнивая  составленныя 
скобки  нулю,  присоединяемъ  вновь  полученное  уравнеше  къ  предыду- 
щимъ  исходнымъ  уравнешямъ.  Продолжая  поступать  такимъ  образомъ  и 
дал*Ье,  относительно  каждой  пары  разсматриваемыхъ  уравненШ,  мы,  или 
придемъ,  въ  конц1>  концовъ,  къ  замкнутой  систем*  производныхъ  урав- 
нешй, или  получаемъ  такую  систему,  число  уравненШ  которой  больше 
2  п  +  1;  въ  нос.ткднемъ  случай,  или  всЬ  переменный  величины  получаютъ 
постоянный  значешя.  или  разсматриваемыя  уравнешя  несовместимы. 

Совершенно  аналогично  тому  какъ  мы  доказывали  но  отношешю 
къ  одному  уравненш,  такъ  и  здесь,  для  системы  производныхъ  уравне- 
нШ С.  Ли,  также  легко  убедиться,  что  отм*ченныя  выше  свойства,  ха- 
рактеризуются полныя  интегральныя  собрашя  С.  Ли,  являются  не  толь- 
ко необходимыми,  но  вместе  съ  темъ  и  достаточными  условиями,  что- 
бы система  уравненШ,  вида  (21), . определяла  полный  иптеьралъ  С  Ли. 
а  именно  последит  уравнения  должны  образовать  замкнутую  систему 
и  соответствующей  имь  функциональный  опред)ьлитель.  вида  {22),  дол- 
женъ  уничтожаться  тождественно  со  всеми  своими  минорами,  отъ  пер- 


—  по  — 

ваго  порядка  до  д-аго  включительно,  если  соотвъътствующги  полный  ин- 
тегралъ  принадлежишь  д-ому  классу. 

Здесь  сл4дуетъ  отметить  значеше,  которое  представляетъ  опреде- 
литель (22),  для  опредЪлешя  класса  полнаго  интеграла,  нредставляемаго 
системой  (21).  Для  полнаго  интеграла  нулевого  класса,  т.  е.  интеграла 
Лагранжа  уравненШ  (16),  разсматриваемыхъ  какъ  дифференщальныя 
уравнешя  съ  частными  производными,  функщональный  определитель  (22) 
долженъ  быть  отличенъ  отъ  нуля.  Что  же  касается  полныхъ  интегралов! 
С.  Ли,  то  соотв'Ьтствующ1й  имъ  функщональный  определитель  (22)  дол- 
женъ уничтожаться  тождественно  со  всеми  своими  минорами  до  порядка, 
равнаго  классу  разсматриваемаго  интеграла. 

4.  ПоштЬдшл  доказанный  предложешя  устанавливаюсь  однообраз- 
ную точку  зр*шя  на  задачи  о  разысканш  полныхъ  интеграловъ  Лагранжа 
и  С.  Ли.  Эта  точка  зрен1я  вытекаетъ  нзъ  идеи,  лежащей  въ  основанш 
известнаго  второго  способа  Якоби  интегрировашя  уравненШ  съ  част- 
ными производными  перваго  порядка  одной  неизвестной  функщи,  изло- 
женного въ  знаменитомъ  мемуаре:  Хога  те1койт  аециаЫопез  ЛгЦе~ 
гепИа1ез  рагИа1ез  рггпй  омНшз  т1ег  питегит  гапаЫНит  диетсипдие 
ргороз'йаз  ШедгапсИ  1). 

Развитхе  идей,  изложенныхъ  въ  этовгь  сочиненш,  позволить  намъ  пред- 
ставить въ  новомъ  виде  указанный  выше  свойства  полныхъ  интеграль- 
ныхъ  собранШ.  Начнемъ  съ  разсмотрешя  случая  одного  уравнешя  (1) 

Т  (агр  х2,.  .  .#п,  *,  р1У  р2,  р^...рп)  =  0.  (1) 

Сущность  разсматриваемаго  способа  Якоби  состоять  въ  разыскав- 
ши обладающихъ  определенными  свойствами  и  + 1  интеграловъ  линей- 
наго  уравнешя  съ  частными  производными  перваго  порядка  одной  функ- 
щи /  переменныхъ  хх,  я\2,....гм,  г,  рг  р2,...рп,  разсматриваемыхъ 
какъ  независимый  переменный,  следующаго  вида 

[*,  П  =  0.  (23) 

Такъ  какъ  скобки  Вейлера,  составленный  попарно  изъ  и -4-1 
функщи 

/<\  1\,  *\г...Гп*  (2-1) 

определяющихъ  полное  интегральное  собраше  (У)  даннаго  уравнешя  (1), 
не  зависятъ  отъ  нроизвольныхъ  ноетоянныхъ  С.,  6\>, ...  6'  ,  то  эти  скобки 


1)  ЛсоЫ.  Лоигиа1  Гиг  геше  шк1  ап^е\\'ап(11е  МаЪЬетаИк.  В(1.  (50,  р.  1—181, 
ОезаттеИе  \\*егке,  Ы.  V.  У.  1—181). 
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должны  уничтожаться  вообще  въ  силу  даннаго  уравнеюя  (1).  Въ  частно- 
сти, чтобы  уравнен1я  (9)  составляли  замкнутую  систему,  достаточно,  чтобы 
функщи  (24)  находились  въ  инволющи  между  собой. 

Поэтому  выведенное  выше  условю,  характеризующее  полныя  инте- 
гральный собрашя  С.  Ли  одного  производнаго  уравнешя,  формулируется 
также  слЪдующимъ  образомъ: 

Чтобы  уравнения  (9)  опредгъляли  полное  интегральное  собрание 
даннаго  уравнения  (/),  для  этого  достаточно,  чтобы  функц'ш 

]?Хч  Р2, .  .  .  Рп 

представляли  систему  п  интеграловь  въ  инволюцш  линейнаю  уровне- 
тя  (23).  Классъ  посл1>дняго  собрашя,  само  собою  разумеется,  опредъ- 
ляется,  на  основашн  свойствъ  функщональнаго  определителя 


Последнее  предложено  легко  представить  еще  другимъ  образомъ. 

Предположимъ,  что  данное  производное  уравнеше  не  зависнтъ 
явнымъ  образомъ  отъ  переменной  величины  г,  т.  е.  мы  югЬемъ  дЬло  съ 
производнымъ  уравнешемъ  (14),  которое,  будучи  разр4шимымъ  относи- 
тельно переменной  рр  приводится  къ  виду 

р1  -{-  Н  (хх ,  ;г2, . . .  *п,  р„  рл, . . .  рп)  =  0.  (25) 

Легко  видеть,  что  уравнения  раземотреннаго  въ  п°  2-омъ  полнаго 
интегральнаго  собрашя  уравнешя  (14)-аго  преобразовываются  въ  систему 
уравненШ  (25)-аго  и  следующихъ 


я9  а-р  х„...хп,  р2,  р.6,...рп)  =  сн, 


(2(3) 


Эти  уравнешя  имеютъ  место  для  какого  угодно  класса  изеледуемаго  со- 
брашя, въ  виду  предложешя,  которое  мы  доказали  въ  конце  н1)  2-ого, 
при  чемъ  здесь  функщи  Ря  и  Ри  не  зависятъ  отъ  переменной  р{ . 

Очевидно,  что  уравнеше  (25)  и  первый  п  —  1  уравненШ  (2(5)  на- 
ходятся въ  инволющи,  такъ  какъ  еоответствуюпия  имъ  скобки  Пуассона 
не  зависятъ,  ни  отъ  переменной  рг  ни  отъ  величинъ  Сх,  ^'•••^н-1- 
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Следовательно,  первый  п — 1  уравнены  (26)  представляютъ  интеьралы 
въ  инволюц'ш  канонической  системы  обыкновенныхъ  дифференцшлъныхъ 
уравнение,  еоотвтпствующихъ  производному  уравнению  (25), 

йхк       дН     Лрк  дН 

(1хг       &рк '  ашх1  дхк ' 

*— 1,  2, ...п. 

Наконецъ,  последнее  уравнен 1е  (26)  получается  при  помощи  квадратуры, 
составленной  \ив)ъетнымъ  обра.юмъ,  на  основание  предыдущихъ  интецхгловъ. 
Возвращаясь  къ  первоначальному   уравненш  (I),   разр'Ьшаемъ  его 
также  относительно  переменной  р}  и  получаемъ 

РХ  +  Н   К  .    ^3'  *  *  *  *п-    ~ '    'V   А'  •  •  •  Ю  =  °"  ^21) 

Само  собою  разумеется,  что  преобразованная  система  (9)  определяет!» 
полное  интегральное  собрате  последняго  уравнешя  (27)-ого,  представ- 
ленное последнимъ  уравнешемъ  и  следующими 

Гш  (хх ,  *2,  ...хн%  г,  /л„  />3, . . .  рп)  =  С.,  |  (2Ц) 

*  =  1,  2,  ...и,  1 

при  чемъ  функцш  1<\  не  заключают!»  более  переменной  рх,  и  клаесъ 
последняго  собрашя  остается  тотъ  же,  что  и  собрашя  (9)-аго. 

Такъ  какъ  уравнешя  (27)  и  (28)  образуютъ  замкнутую  систему,  то 
очевидно,  что  скобки  Вейлера 

какъ  зависания  отъ  неременной  р{  и  не  заключаюиия  величинъ  С,,  должны 
уничтожаться,  на  основами  уравнешя  (27),  и  мы  получаемъ  сд*ду- 
ЮЩ1Я  тождества 


дР       дЪ\  Г  1 


где  носледшя  скобки  Вейлера  распространяются  только  на  переменный 
величины 

х2,  ^,....гм,  ;щ  р.,щ  р^...рщ. 
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Стало-быть,  уравнены  (28)  представмютъ  систему  гштщтловъ  въ  ннво- 
люцги  следующей  обобщенной  канонической  системы  обыкновенных*  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ  1) 

4хк      дН       Лрк  АН 

Нхх       дрк '      (1хх  с!хк ' 

(Ь       ^  дН 

*=2,  3,...п. 

Изложенный  предложены  распространяются  безъ  всякаго  труда  на 
системы  совокупныхъ  производныхъ  уравненШ  С.  Ли. 

Пусть  им*емъ  систему  слЪдующихъ  производныхъ  уравненШ 

Ъ\  (х1У  х2,...хп,  г,  рр  р2,.../;и)  =  0,       |  (29) 

I  --=  1 ,  2 , . . . » ,  I 

которая  им'Ьетъ  полное  интегральное  собрате,  представленное  уравне- 
Н1ями  (21). 

Предположимъ,  что  данныя  уравнеюя  (29)  представляютъ  систему 
въ  инволюц'ш. 

Такъ  какъ  скобки  Вейлера,  составленныя  изъ  всЬхъ  и+1  функщй  Г 
попарно,  не  зависятъ  огь  величинъ  С,,  С2, . .  .  С7п_то+1,  то  эти  скобки 
уничтожаются  вообще,  на  основанш  данныхъ  уравнешй  (29),  или  унич- 
тожаются иногда  тождественно,  т.  е.,  въ  этомъ  посл*днемъ  случа*,  всЬ 
функщй  !■'  находятся  въ  инволющи  между  собой.  Чтобы  система  (21) 
представляла  полное  интегральное  собрате  для  этого  достаточно  одного 
посл*дняго  услов1Я,  т.  е.  чтобы  им'Ьли  м4сто  тождества 

[**,,  Г|||+,]  =  0,  |  (30) 

для  всЬхъ  значенШ  указателя  в,  отъ  1  до  п  —  т~1. 

Гоставляемъ  слЪдуюпия  линейныя  уравнешя  съ  частными  производ- 
ными перваго  порядка  одной  неизвестной  функцш  /"  но  переменным!* 

хг  х2....хн,  ^,  />р  р.г...рп, 

рассматриваемым!»  какъ  независимый, 


!)  Ср.  мое  илслЪдоваше:  Объ  инпнчрированп*  уравненШ  съ  мастными  производ- 
ными первою  порядка  одной  неизвестной  функщй,  стр.  О!). 
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\.Гр  Л -о, 


1  (31) 

=  I  ,  2 , . . .  т  .  ] 

Известное  тождество  Майера  *),  которому  удовлетворяют^»  скобки 
Вейлера,  составленныя  для  трехъ  функщй  Р.,  1?к  и  /'  представляется 
равенствомъ 

[*<>  [***,  П  |  +  [гк,  [Г,  ъ\]  ]  +  [/•,  [*;,  гк  ]  ]  = 

Такъ  какъ  данныя  уравнешя  (29)  находятся  въ  инволющи,  то  скобки 
[2^,  Рк]  уничтожаются  тождественно,  и  предыдущее  равенство  даетъ 
новое  равенство 


^\,[гк,  п] -[*•»,  И<  л]- 


которое  показываетъ,  что  линейныя  уравнешя  (31)  образуютъ  замкнутую 
систему  и,  стало-быть,  въ  определенной  области  изм-Ьнешя  перем*нныхъ, 
допускаютъ  существоваше  2н —  т-\-1  различныхъ  интеграловъ.  На 
основанш  тождествъ  (30),  мы  заключаемъ,  что  функции 

^,+п^+г---^+1  (32) 

представляют!,  различные  интегралы  системы  (31),  которые,  согласно  съ 
предыдущим*!»,  находятся  между  собой  въ  инволющи. 

Такимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  заключению: 

Чтобы  уравненЫ  (21)  представляли  полное  интегрально?  собрате 
С.  Ли  системы  прои.тодны.гъ  уравнен  Ш  (29)  въ  инволющи  для  этою 
достаточно,  чтобы  функщй  (32)  служили  интегралами  въ  инволющи 
замкнутой  системы  ли  ней  ньиъ  уравнении  съ  частными  производными  (3  ]). 

Наконецъ,  предположим'*»,  что  уравнения  (21))  иредставляютъ  замк- 
нутую систему  и  функциональный  определитель 


1)  См.  мое  и.чслт.донаше:  Опъ  и  игнорирован»  и  уравнен* и  съ  частными  производ- 
ными нерва  ш  норяОка  оОнои  нашъъсмнин  функт'н,  стр.  ЯО. 
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отличенъ  огь  нуля.  Въ  такомъ  случа*  уравнения  (29)  приводятся  къ 
следующему  виду 

Р»  +  Я,Ц,Д!!,.../,,:,/)я+|)^,...?,)  =  0,   1         (33) 

*=1,  2,...т,  ) 

и  ихъ  полное  интегральное  собраше  С.  Ли  представляется  совокупностью 
посл*днихъ  уравненШ  (33)  и  н — т-\-1  сл4дующихъ 

*'т_|_,  О,  *    *о 1  •  •  •  Хп *   *  •   Рт+1 1   />,,и-2  '  '  '  •  Л.)  =  С,  >    I  (34) 

9  ;=  1 ,  2 , . . .  п  —  т  -}- 1 ,  I 

которыя  получаются  изъ  м —  /н+1  посл*днихъ  уравненШ  (21),  исклю- 
чешемъ  изъ  нихъ  значенШ  рх,  #,,.  ../>,„,  опред*ляемыхъ  совокупностью 
уравненШ  (33). 

Легко  видйть,  что  посл'Ьдшя  значенш  функщй  Гт+1  представляютъ 
интегралы  следующей  якоб1евской  системы  линейныхъ  уравненШ  О 


#*,/]  =  о, 


*  =  1  ,   > . . . .  т , 


гд4  скобки  Ней  л  ера  распространяются  только  на  нерем-Ьнныя  величины 

Хт+\  "■   ,Гт+2'  *  *  '"'и*  2ч-  Ли+Р  ^ян-^'  *  *  '^»* 

Другими  словами  уравнения  {34)  нреОстаяляютъ    интегралы   обобщенной 
канонической  системы  уравнений  въ  нолныхь  дифферешцалахъ 

ОН,. 


&  'т+г 

V  ли*  / 


1)  См.  мое  сочиненк".  Шь  инмтрнрованЫ  ммншенш...  стр.  (И*. 
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т     /  п-т 


*=2  [I  >•»&■- V 


Ф         1 

А  =  1  \   1.-1  7  '"+1 

г  —  \ ,  2 , . . .  п  —  1я  . 

Итакъ,  изъ  изложенныхъ  соображенШ  вытекаетъ,  что  для  онредн- 
лешя  полито  интецшльнаю  собрания  С.  Ли  по  щюизводныхь  уравненШ, 
достаточно  составишь  удовлетворяющее  указаннымъ  условгямъ  замкну- 
тости интегралы  соотвтпетвующихъ  линейныхъ  уравненШ  съ  частными 
производными. 

Если  данным  производный  уравненгя  разрешимы  относительно  не- 
ремзьнньи'ъ  р,  то  уравнения,  ощтЪъляющгя,  совместно  съ  данными  про- 
изводными уравненгями,  ихъ  полное  интегральное  собранъе,  представляютъ 
интегралы  вь  инволнпци  каноническихъ  уравненш,  соотвтпетвующгигъ 
разртиеннымъ  производи ымъ  уравнен  1ямъ. 

Такимъ  образомъ  устанавливается  полная  аналопя  между  класси- 
ческой теорией  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными 
и  теор1ей  ироизводныхъ  уравненШ  С.  Ли.  Въ  обоихъ  случаягь  изсл'Ьдуе- 
мыя  полныя  решетя,  вакъ  т*хъ  такъ  и  другихъ  уравненШ,  въ  простран- 
стве //4-1  изм'Ьрешй,  представляются  замкнутыми  системами  п  +  1  урав- 
ненШ. При  этомъ  все  различге  заключается  въ  разрешимости  посл-Ьд- 
нихъ  уравненШ  относительно  переменной  г  и  каноническихъ  перем*н- 
ныхъ  второго  класса.  Относительно  иосл-Ьднихъ  переменныхъ  изсл*дуе- 
мая  замкнутая  система  разрешима,  для  дифференщальныхъ  уравненШ; 
что  же  касается  ироизводныхъ  уравненШ  С.  Ли,  то  соответствующая 
замкнутая  система  не  разрешается  относительно  каноническихъ  перем*н- 
ныхъ  одного  и  того  же  класса.  Эти  услов1я  разрешимости  характеризуются 
значешями  известнаго  функщональнаго  определителя  и  его  миноровъ. 

Останавливаясь  на  подробномъ  раземотренш  последних!»  определи- 
телей, легко  составить  более  ясное  представлеше  относительно  изеле- 
дуемыхъ  собранШ. 

Если  система  (28).  совместно  съ  даннымъ  уравнешемъ  (27),  нред- 
ставляетъ  его  полный  интегралъ  /у-'лг0  класса,  то  мы  должны  иметь 
тождество 


при  чемъ  уничтожаются  тождественно  также  и  все  миноры  определителя, 
первой  части  носл*дняго  равенства,  отъ  нерваго  до  гу-аго  порядка  вклю- 
чительно. Предположим!,,  что  нервымъ  итличнымъ  отъ  нуля  является 
следующШ  функциональный  определитель— миноръ  ц  +  1-аго  порядка 
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(35) 


Въ  такомъ  случае  становится  очевидными  что  все  функщи 

Яп_ч,  ^И_7^_1  >  •  •  •  Р. п 

не  завнсятъ  непосредственно  отъ  каноническихъ  перем'Ьнныхъ  второго 
класса,  но  являются  функщями  посл*днихъ  только  черезъ  посредство 
остальныхъ  функщи 

тр     у         у 

Следовательно,  между  разсматриваемыми  функщями  должны  существо- 
вать сл*дующ1я  зависимости 

*'*_,+,  =  *,•+!     С*,,    ^'••••Гп'    *'    ^И    Р2->--Рп-Ч-\)>     I  (30) 

1  =  0,  1,  2,...?.  ) 

Аналогичное  заключение  распространяется  также  на  уравнения  (34), 
представляющая,  совместно  съ  замкнутой  системой  производныхъ  урав- 
ненШ  (33).  ея  полное  интегральное  собраше  С.  Ли.  Если  последнее  при- 
надлежнтъ  (/-ому  классу,  то 


и  вс*  миноры  функцюнальнаго  определителя,  первой  части  посл*дняго 
равенства,  также  уничтожаются  тождественно,  отъ  перваго  до  гу-аго  порядка 
включительно.    Предполагая  отличнымъ  отъ  нуля  определитель — миноръ 


\  7>,„-Н1  '    Рт+2">  •  *     Рп-а   I 


Рт+\  '    Рм+1->  '  *  'Рп-а 

иолучаемъ  зависимости  между  функщями  .р        сл*дующаго  вида 
Рп_гН=Ф<  (*г  *„...*„,  г,  Ут+1.  1<\аГГ...Ги_д), 


1  =  1,  2,.  ..у+1. 


(37) 


(38) 


Что  касается  иолныхъ  интегральныхъ  спбранШ  нулевого  класса,  то 
опред*ляющ1я  ихъ  функщи  независимы  между  собой  относительно  пере- 
менной г  и  каноническихъ  переменныхъ  второго  класса. 

Такимъ  образомъ  только  что  отмеченное  существенное  разлшйе  ме- 
жду дифференциальными  уравнетями  съ  частными  производными  и  про- 
изводными уравнетями  С.  Ли  формулируется  следующими  словами: 


—  118  — 

Интегралы  обыкновенныхъ  каноническихъ  щювнемй^  опред)ъляющ1е 
полные  интегралы  сооттыпствующил-ъ  дифференцгальныхъ  уравнен  9  и  съ 
частными  щюизводными,  независимы  между  собой  относительно  перемен- 
ной г  и  каноническихъ  переммтыхъ  второю  класса]  что  же  касается 
аналотчных7>  гштеграловъ  каноническить  уравненШ,  соотштствующихъ 
производнымъ  уравнетямъ  С.  Ли,  то  они  связаны  между  собой  зависи- 
мостями, число  которыхъ  равно  классу  разсмапцпшаемаю  интегральною 
собран 'ш,  увеличенному  на  единицу. 

Какъ  хорошо  известно,  изъ  теорш  дифференщальныхъ  уравненШ 
съ  частными  производными,  эти  уравнешя  всегда  им*ютъ,  въ  определен- 
ной области  изм*нен1я  перем*нныхъ,  иосл*дн1е  указанные  интегралы  *)• 
Что  касается  производныхъ  уравненШ  С.  Ли,  то  воиросъ  о  существова- 
Н1И  разсматриваемыхъ  интеграловъ  соответствующих!»  каноническихъ 
уравненШ  долженъ  послужить  для  насъ  нредметомъ  дальн*йшихъ  из- 
сл*дованШ. 

5.  Мы  разсматривали  выше  происхождеше  производныхъ  уравненШ 
С.  Ли,  въ  пространств*  трехъ  изм*ренШ,  изъ  семействъ  собранШ  поверх- 
ностных!» элементовъ  типовъ  Л/.1,,  Л/°,  (см.  стр.  20 — 23). 

Получаемыя  производныя  уравнешя  вида 

Р  (^,  //,  *,  р,  '/)  =  <>  (39) 

нредставляютъ  результат!»  исключешя  ироизвольныхъ  иостоянныхъ  изъ 
уравненШ  соотв*тствующаго  полнаго  интегральнаго  собранш.  Какъ  было  до- 
казано, результат!»  исключешя  ироизвольныхъ  иостоянныхъ  изъ  иолныхъ 
интегральныхъ  собранШ  вида  М12,  Л/(2\  внутри  определенной  области  изм*- 
нешя  нерем*нныхъ,  можетъ  представляться  только,  или  въ  вид*  лннейнаго 
уравнешя  относительно  нерем*нныхъ  р  и  ц,  или  въ  вид*  функциональной 
зависимости  между  нерем*нными  .г,  //  и  г.  Поэтому  В!»  пространстве 
трель  измерений  полные  интегралы  С.  .7м  первою  и  второю  классовъ 
существуютъ  только  для  двухъ  родонъ  производи ыхъ  уравненШ,  вида  (30), 
который,  или  линейны  относительно  иеремтшыхъ  р  и  </,  или  отъ  ни.гъ 
не  зависишь.  Въ  самомъ  д*л*,  допустив!»  противное,  мы  пришли  бы  къ 
невозможному  заключенш,  что,  въ  разсматриваемой  нами  области  изм*- 
нешя  перем1>нныхъ.  результат!»  иеключешя  произвольных!»  постоянных!», 
изъ  уравненШ  упомянутых!»  собранШ,  представляется  также  уравнениями, 
отличными  оп»  указанныхъ  выше  линейныхъ  и  функциональных*. 

Точно  такъ  же  легко  уб*диться,  что  производное  уравнеше  (1)  допу- 
скает!, полныя  интегральный  собрашя  Г.  Ли  //  —  1  или  п  класса,  представ- 
ляемый символами  ЛЛ  и  Л/^,  только  при  услоиш.  что  изсл*дуемое  уравнение 
(1)  является,  или  линейным!,  относительно  иерем*нныхъ  р{,р2-  • .  .ри,  или 

!)  См.  мое  сочнтчие:   Опъ  ними  цт/юпат'н  щтинппн...  стр.  73. 
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представляетъ    функцюнальнуго   зависимость  только   между   переменны- 

МИ    X. ,   Ха ,  .  .  .  X   ,    2 . 

Действительно,  пусть  им'Ьеыъ  полное  интегральное  собрате  п — 1-аго 
класса,  представленное  следующими  уравнешяыи 

г  =  д,  (агр  С,,  Сг,...Сп), 

'.+1=^  (*,,  с,,  С2....С„), 


<  =  1,  2....Я  — 1, 


(40) 


1=1 

Согласно  съ  ионят!емъ  о  нолныхъ  интегральныхъ  собрашяхъ  даннаго 
уравнетя  (1),  последнее  должно  получаться  какъ  результата  исключения 
всЬхъ  произвольных!»  ностоянныхъ  С,,  С2, . . .  Си  изъ  ПОСЛЕДНИХ!»  н  +  1 
наиисанныхъ  уравнетй.  При  зтомъ  возможны  два  слЪдующихъ  различныхъ 
случая,  которые»  находятся  въ  зависимости  отъ  того,  разрешаются  ли,  внутри 
нашей  области  изменетя  нерем-Ьнныхъ,  //  иервыхъ  уравнетй  нашей  систе- 
мы (40;  относительно  вс*хъ  С\  или  н*тъ.  Если  эти  уравнетя  даютъ  тамъ 
значешя  (7,,  С2, . . .  Сп  функщями  перем*нныхъ  х{,  хщ„  . . .  хм,  г,  то  под- 
ставляя полученный  значешя  С  въ  последнее  уравнеше  (Ю),  находила 
искомый  результатъ  исключения,  въ  ви&1ъ  линейнаю  уравнетя  относи- 
тельно перелиьмныхъ  р},  р.,,...ри.  Если  же  первыя  и  уравяенШ  (40) 
неразрешимы  относительно  всЬхъ  С,  то  очевидно  они  даютъ  одну  зави- 
симость, между  переменными  л,.  л2, . .  .лп,  з\  которая  и  представляетъ 
искомый  результата  исключешя.  Гтало-быть,  въ  этомъ  случат  производ- 
ное уравнение  6Т.  Ли  не  зависишь  отъ  каноническихъ  перем>ьнныхъ  вто/юю 
класса. 

Наконецъ,  иусть  уравнеше  (1)  им*ета  полный  интегралъ  С.  Ли 
//-аго  класса,  который  представляется  совокупностью  слЪдующихъ  урав- 
нетй 

*  =  9  (Ср  Сш,...Сп).. 
*,-*>,  («V   С2,...С„), 

<  =  1,  2,...«. 

Очевидно    результат!»    иеключен.я   всЬх'ь  6\  изъ  последних!»  уравнетй, 

представляется  зависимостью  только  между  переменными  .гр  х2,. .  .хи,  с. 

Следовательно,     полные     интегралы     и  —  1     класса    существу  ютъ 

только  Оля  производимо    уравнения  С.  Ли,  или  линейнаю  относительно 
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перелиънныхъ  />р  р.2.--Рн,  или  незошсимаш  отъ  посл^ьднихъ.  Полные 
интегралы  /наго  класса  существуютъ  только  для  уравнение  не  заключай^ 
щихъ  каноническихъ  шрелиънныхъ  второго  класса. 

Предноложимъ,  что  изстЬдуемое  производное  уравнете  (1)  иэгЬетъ 
полное  интегральное  собраше  С.  Ли  </-аго  класса;  преобразовывает»  дан- 
ное уравнен1е  (1)  къ  виду  (27),  и  пусть  разсматриваемое  его  р*шен!е 
представляется  совокупностью  уравненШ  (27) — (28).  Такъ  какъ  посл-Ьд- 
нее  нрлнадлежитъ  д-ому  классу,  то  существуютъ  д-\-1  равенствъ  (36). 
Поэтому  система  уравненШ  (28),  въ  разсматриваемой  области  из&Ишешя 
нашихъ  перем*Ьнныхъ,  заменяется  следующими  уравнешями 


г  —  1  ,  2 , . .  »  -  д  —  1 , 

*,+,  (*, .  *,.  •  •  •  V  *,  У, ,  ъ\,  ■  ■  ■  Ря_ч_х  )  =  сп_?+1. 

•  =  0,  1,  2,  ...9. 


(41) 


Въ  силу  неравенства  (35),  первыя  л — ц — 1  уравненШ  последней  си- 
стемы, совместно  съ  даннымъ  уравнешемъ  (27),  разрешаются  относи- 
тельно перем*нныхъ  />,,  р2,  />3, . . .  рп_  и  даютъ  ихъ  значешя  въ  сл*- 
дующемъ  вид* 

Р*-К  (х,,  *,,...*„,  *,  />я_,+р  Рп_д+.Г  .  .  .  рп,    0Р  С*,.--^-,.,), 

*=  1,2,3,    . .  л  -  д  . 

Остальныя  г/4-1  уравненШ  предыдущей  системы  (41)  должны  въ  такомъ 
случа*,  на  основанш  последнихъ  уравненШ,  приводиться  къ  следующему- 
виду,  какъ  это  сл*дуотъ  изъ  услов1я  замкнутости  уравненШ  интеграль- 
наго  собрашя, 

*  =  ?'  (я?р  .г,,. .  .лп_9,   6Т,,  С2,...Оп), 

«.-1.  2...  .у. 

Прилагая  въ  настоящемъ  случае  разсуждешя,  которыми  мы  уже  имели 
случай  раньше  пользоваться  (см.  стр.  11,  47),  нриходимъ  къ  заключению, 
что  функцш 

Рр  у?2*  ^р...^п_, 

линейны  относительно  неременныхъ  /'„    +р  /;„_7Х2>  •  •  -Рп- 
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Такимъ  образомъ  мы  подучаемъ  сд-ЬдующШ  выводъ: 

Чтобы  производное  уравнены  (27)  имело  полный  интегралъ  С.  Ли 
г^-аго  клисса,  для  этою  соответствующая  ему  обобщенная  система  ка- 
ноническихь  обыкновении  сь  дифференцхальныхь  уравненгй  должна  иметь 
и — д — 1  интеграловъ,  которые,  совместно  съ  даннымъ  уравненгемъ,  въ 
определенной  области  изменения  нашихь  переменныхъ,  приводятся  къ 
системы  п  —  %  линейныхъ  уравненш.  относительно  каноническихъ  пере- 
лмънныхъ  второю  клисса. 

Наконецъ.  пусть  им'Ьемъ  замкнутую  систему  ироизводныхъ  урав- 
нешй  (29).  Нетрудно  убедиться  въ  справедливости  сд'Ьдующихъ  закдюченШ: 

Если  переменным  р,,  р2> . .  -рп  не  исключаются  изъ  последней  си- 
стемы, то  для  нея  не  существуешь  полныхъ  интеграловъ  С.  Ли,  клаесъ 
которыхъ  бъыъ  бы  больше  числа  п — т;  если  для  данной  системы  (29) 
существуютъ  полные  интегралы  С.  Ли  класса  п — т~\-  и  то  въ  такомъ 
случае  уравненгя  (29)  должны  заключать  I  уравненгй.  не  зависящихъ 
отъ  киноническихъ  переменныхъ  второго  класса.  Наконецъ,  если  система 
уравненгй  (29)  допускаешь  полный  интегралъ  С.  Ли  п  —  т-аго  класса,  то 
рассматриваемая  система  должна,  или  состоять  изъ  линейныхъ  урав- 
ненгй, или  заключать,  по  меньшей  мере,  одно  уравнение,  не  зовисягцее 
отъ  каноническихъ  переменныхъ  в'торою  класса 3  при  чемъ  остальныя 
уравненья,  въ  такомъ  случае,  моьутъ  быть  какими  угодно.  ВсЬ  эти  зак- 
лючешя  непосредственно  вытекаютъ  изъ  раземотрйшя  общаго  вида  пол- 
ныхъ интегральныхъ  собрашй  С.  Ли,  изъ  которыхъ  производныя  урав- 
нен1Я  получаются  нутемъ  исключешя  произвольныхъ  постоянныхъ  па- 
раметровъ. 

Разсмотримъ  въ  заключеше  обнцй  случай,  когда  данная  замкнутая 
система  ироизводныхъ  уравнений  С.  Ли  выражается  въ  видЬ  (ЗЗ)-емъ 
и  им*етъ  полный  интегралъ  С.  Ли  </-аго  класса,  представленный  сово- 
купностью уравненШ  (33)  и  (34).  Принимая  во  внимаше  услов1я  (37) 
и  (38),  которыя  при  этомъ  должны  им'Ьть  м4сто,  мы  приходимл»  путемъ 
разсужденШ,  аналогичныхъ  предыдущими  къ  следующему  заключенш: 

Чтобы  замкнутая  система  производныхь  уравненгй  С  Ли  {33) 
имела  полный  интегралъ  %-аго  класса,  для  этого  соответствующая  обоб- 
щенная система  каноническихъ  уравненгй  въ  полныхъ  дифференихалахъ 
должна  иметь  п  —  т — %  интеграловъ,  которые,  совместно  съ  уравне- 
ниями данной  системы,  въ  определенной  области  измененгя  нашихь  пе- 
ременныхъ, приводятся  къ  системе  и  —  ^  линейныхъ  уравнешй  отно- 
сительно каноничгскихо  переменныхъ  второго  класса. 

ВсЬ  раземотр^нные  случаи  отм*Ьчаютъ  частный  видъ,  который 
должны  представлять  производныя  уравнешя  С.  Ли  для  того,  чтобы  до- 
пускать   полные   интегралы  С.  Ли   того  или  другого    класса.   Последнее 
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обстоятельство  является  весьма  характернымъ  для  ироизводныхъ  урав- 
ненШ  С.  Ли,  значительно  отлнчающимъ  иосл*дн1я  уравнения  отъ  днффе- 
ренщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными,  который  всЬ  безъ 
исключешя,  внутри  определенной  области  нзм*нен1Я  иерем1шныхъ,  им'Ьютъ 
полные  интегралы  Лагранжа. 

6,  Выведенное  заключеше,  относительно  частнаго  характера  производ- 
ныхъ  уравнешй  С.  Ли,  доиускающихъ  полные  интегралы,  отличные  отъ  нуле- 
вого класса,  является  весьма  существеннымъ  для  установлешя  правильной 
точки  зр*шя  на  рассматриваемую  теорш  С.  Ли.  Въ  самомъ  д*.**,  въ 
теорш  частных'!»  дифференщальныхъ  уравнешй  установилось  воззрите, 
считающее  полные  интегралы  С.  Ли  обобщешемъ  интеграловъ  классиче- 
ской теорш.  Выше  мы  указывали  уже  (см.  стр.  34 — 36)  на  существенную 
разницу  между  уравнениями  дифференщалъными  и  производными  Г.  Ли. 
Теперь,  при  бол*е  близком!»  разсмотр'Ънш  вопроса,  когда,  отъ  общихъ 
геометрических!»  соображенШ  о  собрашяхъ  поверхностных!»  элементов!», 
мы  иереходимъ  къ  постановке  аналитической  задачи  о  разыскании  инте- 
граловъ С.  Ли,  тогда  оказывается,  что  видъ  ироизводныхъ  уравненШ, 
допускающихъ  еуществоваше  посл*днихъ  интегралов!»,  ограниченъ  бол*е 
узкими  услов1ями,  ч*мъ  видъ  дифференщальныхъ  уравненШ  классической 
теорш.  Последнее  обстоятельство  заслуживается  того,  чтобы  на  немъ  оста- 
новиться подробнее  гЪмъ  бол*е,  что  связанные  съ  нимъ  вопросы  очень 
мало  затронуты  въ  литератур*  наследуемой  теорш. 

СВОИ    НОВЫЯ   ИОНЯТ1Я   О   ИРОИЗВОДНЫХЪ    ураВНеН1ЯХЪ    И   ИХ!»    полныхъ 

р*шен1яхъ,  основанныя  на  геометрической  теорш  иоверхностныхъ  эле- 
ментов!», С.  Ли  далъ  впервые  въ  1872  году  *)•  Поел*  этого  т4  же  са- 
мый понят1я  были  приведены  Ф.  Клейномъ  въ  его  известной  Ермипен- 
ской  Программы  '-)  и  легли  загЬмъ  въ  основаше  мемуара  С.  Ли:  АН^е- 
шете  ТЬеопе  (1ег  рагИеПеп  ВйТегепИа^екЬшщеп  ег«1ег  ()г(1шшд,  въ  IX 
том*  МагЬетаНясЬе  Апиа1еп,  откуда  и  перешли  въ  большую  часть  трак- 
татовъ,  относительно  разематриваемыхъ  уравнешй.  Г.тЬдуетъ  однако  заме- 
тить, что,  ни  С.  Ли,  ни  друпе  авто!)ы  не  занимались  подробнымъ  изуче- 
Н1см!»  идеи  новых!»  введенных!»  понят1й  *).  Лишь  только  отчасти  связан- 
ные съ  ними  вопросы  были  затронуты  Беклундомъ  *),  относительно  про- 


])  ХасЬпсМеи  \оп  с!ег  К.  Пе^еИноЬаЛ  <1ег  ХУ^епк'ЬаКеп  ппс1  (1ег  О.  А.  Цппег- 
^1Ш1  МоШп^еп.  8    173. 

'-)  К  К1п'н.  -  Со1№1(11'га1н1П5  сошрага1пе.<  $иг  1е$  геекегсЬ**  ^еоте1п^ией  шо- 
(1спк»8  (Анна!?*  ^аеиШЦт^  1^°  1"Ес*о1е  Хогтак-  Йщклчеиге   1М(Л,  р.   187). 

л)  К  К^(1(1.~7л\\-  Епииепш^  ап  8ор1ш<  Ые  (ВепеМе  иЬег  (Не  УегЪапсМипдеп 
(1.  К.  Я.  ОезеШсЬаЙ  (1ег  ЛЛ^^.^епм-Ьа^еп  ги  Ьецш^  ЛИ^гтотег    ТЬеЯ  181»{».  8.  XXXI). 

*)  ЛГа1кета11^сЬе  Апиак-п,  В(1.   17.  8.  28о. 
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изводныхъ  уравненШ  С.  Ли  въ  пространств*  четырехъ  измерен!!!,  и 
С.  Ли  !)  въ  одномъ  изъ  посл*днихъ  своихъ  мемуаровъ.  Въ  своемъ  сооб- 
щенш  2)  Парижской  Академш  Наукъ:  8иг  1ен  пШдга1ея  йе  8.  /,?>,  мы 
указали  рядъ  критическихъ  соображенШ  относительно  теорш  Г.  Ли. 

Факты,  которые  вызываютъ  необходимость  критическаго  разсмотр*- 
шя  выведенныхъ  Г.  Ли  понятШ.  достаточно  выяснены  выше,  и  наша  за- 
дача приводится  къ  тому,  чтобы  установить  соотв*тств1е  между  точкой 
зр4н1Я  относительно  общности  рЪшенШ  Г.  Ли,  высказываемой  некоторы- 
ми авторами,  и  частнымъ  характеромъ  гЬхъ  условШ,  которымъ  должны 
удовлетворять  разсматриваемыя  уравнения,  чтобы  допускать  полные 
интегралы  С.  Ли. 

Легко  убедиться,  что  если  интегральный  собрашя  Г.  Ли  и  являются 
обобщешемъ  интеграловъ  Лагранжа  дифференщальныхъ  уравненШ,  то 
только  съ  чисто  формальной  стороны. 

Возьмемъ,  наприм*ръ,  формулы  (3)  и  (4),  опред'Ьляюшдя  полный 
интегралъ  Г.  Ли  '/-аго  класса  производнаго  уравнешя  (1)-аго.  Полагая 
въ  этихъ  формулахъ  (/  равнымъ  нулю,  мы  получаемъ  формулы  (5),  который 
представляют!»  полный  интегралъ  Лагранжа  уравнешя  (1),  разсматривае- 
маго  какъ  дифференциальное,  и  заключаются  такимъ  образомъ  какъ  ча- 
стный случай  въ  общихъ  формулахъ  (3)  и  (4).  Но,  удовлетворяясь  по- 
сл'Ъднимъ  толковашемъ,  мы  становимся  на  формальную  точку  зр,Ьн1Я  и 
только  ограничиваемся  'разсмотр'Ьшемъ  вн*шняго  вида  формулъ,  не  оста- 
навливаясь на  значенш  разр*шаемыхъ  ими  задачъ. 

Между  гЬмъ  способы  образовашя  производных»  уравненШ  С.  Ли  и 
свойства  ихъ  интегральныхъ  собранШ  ноказываюгь,  что  необходимо  раз- 
сматривать  эти  уравнения  какъ  совершенно  различный,  въ  зависимости 
отъ  класса  геометрическаго  м'Ьста  собрашя  поверхностных!»  элементовъ, 
изъ  которыхъ  происходятъ  разсматриваемыя  производный  уравнешя.  Это 
разлшпе  между  производными  уравнешями  различныхъ  классовъ  особенно 
наглядно  обнаруживается  при  сравненш  собранШ  нулевого  класса  съ  собра- 
ниями другихъ  классовъ,  порядокъ  которыхъ  отличенъ  отъ  нуля,  т.  е.  при 
сравненш  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  клас- 
сической теорш  съ  производными  уравнешями  С.  Ли.  Какъ  раньше  мы 
уже  отмечали  (см.  стр.  34),  каноничесюя  переменный  перваго  класса 
разсматриваются,  въ  классической  теорш  дифференщальныхъ  уравненШ, 
какъ  независимый  перем*нныя.  Наоборотъ  теор1я  С.  Ли  исходитъ  изъ 
предположенШ,  что  посл*дн1я  перем*нныя  связаны  между  собой  н*кото- 
рымъ  числомъ  ([  уравненШ.  Предполагая  последнее  число  ^  равнымъ  ну- 


*)  .V.  Тле— 1ТеЬег  ВегиЬгии^^ии^ГогшаНопоп  шк1  П1*ТегепШ1#1е1сЬип#еп  (Ье1]>21#. 
ВепсЫе.  ЛаНгр.   18<Ж  8.  113—180). 

2)  Готр1ея  гепйиз  <к*8  8еапсе.<  с!е  ГЛсаЛеш'и*  (1е*  8с1епсез.  3  аой!;  11*08. 
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лн),  мы  нолучаемъ  формулы  классической  теорш  и  можемъ  считать  по- 
этому, съ  формальной  точки  зрйшя,  что  дифференщальныя  уравнен^  и 
ихъ  интегралы  Лагранжа  нредставляютъ  частный  случай  производныхъ 
уравнешй  и  полныхъ  интеграловъ  С.  Ли. 

Последнее  заключеше  вытекаетъ  изъ  разсмотр^шя  однихъ  только 
онред*ленШ  и  понятШ.  Поэтому  было  бы  слишкомъ  поспешно,  прежде 
чЪмъ  сравнить  вопросы  и  задачи,  которые  разсматриваются  въ  обонхъ 
теор1яхъ,  заключать  предварительно,  что  и  вся  теор1Я  С.  Ли  представляетъ 
обобщеше  классической.  Достаточно  для  этого  возвратиться  къ  отмЪчен- 
нымъ  выше  случаямъ  существован1я  полныхъ  интеграловъ  различныхъ 
классовь. 

Остановимся,  нанрим*ръ,  на  пространств*  трехъ  измЪренШ,  гд* 
существуетъ  шесть  различныхъ  семействъ  собранШ  новерхностныхъ  эле- 
ментовъ,  представляемыхъ  следующими  символами 

М1  л/»,  щ, 

и*. 

ВсЬ  эти  собрашя  нредставляютъ  настолько  различные  геометричесме 
образы,  что  трудно  ожидать  а  ргюп,  чтобы  каждая  система  оо  *  новерх- 
ностныхъ элементовъ,  определяемая  уравнешемъ 

Г  (х,  //,  г.  рщ  <{)  =  0, 

могла  быть  собрана  въ  любое  изъ  зтихъ  шести  собраний.  II  действи- 
тельно, как!»  мы  видели  выше,  для  существовашя  каждаго  изъ  указан- 
ныхъ  полныхь  интегральныхъ  собрашй,  написанное  производное  урав- 
нение должно  удовлетворять  своимъ  особеннымъ  частнымъ  усдов1ямъ. 

Последнее  обстоятельство,  съ  научной,  философской  точки  зр^шя, 
находится  въ  иолномъ  соответетвш  съ  мыслями,  которыя  высказалъ  С.  Ли, 
относительно  представлешя  геометрическихъ  формъ  пространства,  въ 
своемъ  изв4стномъ  мемуарф»:  СеЬег  СотрЫхе  'тяЪеяопдеге  Ышеп-ии<1 
Киде1-Сощ>1ехс.  тИ  Л ш осп (I и пуеп  ан{  (Не  Ткеопа  рагНеПег  1ЛфгепИа1- 
(Иеккинуси  1).  Указывая,  что  возможно  принимать  за  основные  элементы 
различные  геометрическге  образы,  какъ  точка,  согласно  съ  Декартомъ,  или 
прямая,  вместе  съ  Илюкеромъ,  С.  Ли  нрибавляетъ:  Ра  аЬег  Ыег(1игсЬ 
01П    6епк1еп-$у*1<чп— от    РШског'  асЬег    1лшеп-Сошр1ех— аи^ешскпе! 

1)  ЛЫЬешаи^сЬе  ЛппаЬм!.  15(1.  5.  8.   I  !Г>. 


—  125  — 

\Игс1,  §о  131  ев  еш1висМеш1,  йазз  ете  ЪезитпНе  Кергазеп1а1юп  Дег 
апре^еЬепеп  Аг1  пиг  ете  Ъергепг1е  Ап^епйипр  йпйеп  капп.  \Уеип  тап 
81сЬ  тйеззеп  тИ  ешет  8ИкНит  (1ез  Каитез  ЬИшсЬШсЬ  етез  1лтеп — 
Сотр1ехез  ЪезсЬаПщи  зо  капп  ез  зеЬг  УогШеШшП  зет,  сНе  1лтеп  сИезез 
Сотр1ехез  а1з  Каите1етеп*е  ги  Ъепи&еп  >). 

Совершенно  аналогичный  соображешя  применяются  къ  области  пе- 
ременных!» величинъ,  представляемой  системой  поверхностныхъ  элемен- 
товъ,  которая  определяется  однимъ  даннымъ  или  системой  данныхъ  про- 
изводныхъ  уравненй  С.  Ли.  Какъ  вытекаетъ  изъ  предыдущаго  изложения, 
въ  зависимости  отъ  характера  данной  системы  поверхностныхъ  элемен- 
товъ,  посл*дн1е  могутъ  быть  собраны  въ  полный  интегральный  собрашя 
С.  Ли  одного  или  другого  определенна™  класса. 

Такимъ  образомъ,  указанный  выше  условхя  существоватя  интеграль- 
ныхъ  собранШ  С.  Ли  представляютъ  достаточное  основание,  чтобы 
утверждать,  что  разсмащтваемыс  антецюлы,  внутри  нзвуъстной,  опре- 
д^ълеиной  области  излтпенгя  мремштыхъ,  существуютъ  въ  гьсключп- 
тельныз-ъ  случаятъ  только  для  щюизводиыхъ  у]ю.виенгй  С.  Ли,  особаю 
мастито  вида. 

Зд^сь  однако  необходимо  сделать  несколько  замечанШ  относитель- 
но изследовашй  С.  Ли,  къ  которымъ  мы  возвратимся  подробнее  въ  даль- 
н'Ьйшемъ  изложети.  Какъ  въ  своемъ  доказательстве  существования  пол- 
ныхъ  интегральныхъ  собранШ  2),  такъ  и  во  всехъ  своихъ  изследовашяхъ, 
по  интегрированш  производных!»  уравненШ,  С.  Ли  все  время  остается 
на  чисто  формальной  точке  зрешя,  ограничиваясь  разсмотрешемъ  об- 
щихъ  формулъ.  При  этомъ  С.  Ли  не  делаетъ  различ1я  между  интегра- 
лами различныхъ  классовъ  и  не  даетъ  сиособовъ  разыскашя  полныхъ 
интеграловъ  одного  даннаго  определенная  класса.  Такая  постановка 
изследовашя  не  можетъ  удовлетворять  читателя,  оставляя  не  выясненнымъ 
вопросъ  о  взаимномъ  отношены  теорШ  дифференщальныхъ  уравненШ  и 
пронзводныхъ  уравненШ  С.  Ли. 

Мы  указали  уже  въ  первой  главе  настоящаго  изследовашя  (см.  п°  н) 
существенное  разлюие  въ  определенш  дифференщальныхъ  уравненШ  и 
пронзводныхъ  уравненШ  С.  Ли;  кроме  того,  на  предыдущихъ  страницахъ, 
отмечено  также  различ1е  между  теми  и  другими  уравнешями,  относитель- 
но существования  ихъ  решенШ,  и  указано,  что  полные  интегралы  С.  Ли 
существуютъ  только  для  уравненШ  исключительная  вида. 

Въ  виду  иоследнихъ  нзложенныхъ  соображенШ,  являются  вопросы, 
относительно  уеловШ,  при  которыхъ  существуютъ  интегралы  С.  Ли,  отно- 


1)  Ьос.  сН.  8.   150. 

2)  МагЬетаНзсЬс  АпиаЬп,  Вс1.  1»,  8.  201. 
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сительно  разыскашя  ироизводныхъ  уравненШ,  доиускаюшихъ  интегралы 
С.  Ли  определенна™  класса,  и,  наконецъ,  относительно  того  значения. 
которое  представляют!»  производный  уравнешя  С.  Ли  и  ихъ  интеграль- 
ный собрашя. 

Крон*  общаго  научнаго  интереса,  который  иредставляетъ  всякая 
математическая  теор1я,  значеше  интеграловъ  С.  Ли,  для  теорш  диффе- 
ренщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными,  выясняется  въ  до- 
статочной м'Ьр*  изъ  ихъ  разсмотр4ннаго  свойства,  представлять  систему 
интеграловъ  въ  инволющи  каноническихъ  уравненШ,  соответствующих!» 
даннымъ  производнымъ  уравнешямъ.  Этимъ  посл*днимъ  свойствомъ  инте- 
граловъ С.  Ли  намъ  придется  воспользоваться  въ  дальнййшемъ  издожеши. 
при  интегрированш  изсл*дуемыхъ  дифференщальныхъ  уравненШ. 

Что  же  касается  условШ  существовала  интеграловъ  Г.  Ли  и  вы- 
числешя  производныхъ  уравненШ,  допускающихъ  полные  интегралы  раз- 
личныхъ  классовъ,  то,  для  р*шетя  возникающихъ  при  этомъ  вопросов'!., 
намъ  придется  интегрировать  н*которыя  системы  уравненШ  съ  частными 
производными  перваго  порядка  многихъ  функцШ.  Съ  изучения  этихъ  по- 
сл'Ьднихъ  уравненШ  мы  и  им*емъ  въ  виду  начать  наши  далыгЬйппя 
изсл*дован!я. 


ГЛАВА    III. 

Объ  интегрированы  нЪкоторыхъ  уравнешй  съ  частными  производ- 
ными перваго  порядка  многихъ  неизвЪстныхъ  функцш. 

1.  Уравнешя,  которыя  служатъ  предметомъ  изатЬдовашя  настоящей 
главы,  представляютъ  обобщеше  уравненШ,  проинтегрированныхъ  Якоби 
въ  его  мемуар*:  ИсЬет  сИе  1п1едгайои  Лег  рагНеИеп  В'г^егепИсйуЫскапдеп 
ег8(ег  ОгЛпипу  {)  и  къ  которымъ  приводятся  мнопе  вопросы  анализа. 
Теория  интегрирования  изсл'Ьдуемыхъ  уравненШ  была  опубликована  мною 
на  страницахъ  ^оипш^  Ле  УМкёпюНциея  риге*  еЛ  аррХ'щиёех  за  1897  годъ 
въ  мемуар*:  Е1иЛе  8иг  1е$  шк'угсйен  Лип  зуз^чне  Лез  ёциаИопз  Л^ёгепНеНея 
а  их  Лёгксен  рагНеПея  Ле  р1ив1еиг8  {онсНоня  шсошшев  -). 

Интегрируя  на  последующих!»  страницахъ  наши  обобщенныя  урав- 
нения, мн*  придется  вм^ст*  съ  гЬмъ.  подвергнуть  и  интегралы  упомяну- 
тыхъ  уравненШ  Якоби  болгЬе  подробному  изученш,  ч4мъ  это  д4лалъ  зна- 
менитый геометръ  въ  своих!»  изсл'Ьдовашяхъ. 

Обозначимъ  черезъ  гх,  г2,...2н  неизвестный  функцш  м  +  р  неза- 
висимыхъ  переменных!»  величинъ  #р  х2;. .  .х-т+р. 

Уравнешя,  которыя  мы  им-Ьемъ  въ  виду  интегрировать,  представ- 
ляются сл'Ьдующимъ  образомъ 


Х\'*---  ХАг=0, 

(1) 

Л  =  1  ,  2  , .  .    м ,         г  -п  1 ,  2  ,  .  . .  и  , 


0хи         __ 

к-т+1 


при  чемъ  коэффишенты  Х\,  Хиг  представляютъ  функцш  всЬхъ  перем^н- 

ныхъ  хр  а-2, . . .  хт .   ,  гх,  з.2 -?м,  и  значекъ  р  идгёегь  некоторое  ц*лое 

численное  значеше. 

Въ  частномъ  случае,  когда  значекъ  р  тождественно  равенъ  нулю, 
то  вс*  ко:)ффшиенты  Х\  исчезаюгь,  и  нзслйдуемая  система  приводится 
къ  известной  систем*  уравненШ 

1)  ЛаеоЫ.—  (н^ашшеИе  \Уегке,  Ваи(1  IV,  8.  7. 

-)  Лоигна!  (1о  Маии-шаИ^ие*  риге*  р1  аррПфпч1*,  I.  III,  5-е  «епе,  р.   123. 


—  128  — 

дг 

Ъ  ~        ' 

А  =  1  ,  2 »« ,         г  =.  I  ,  2 , . . .  п  , 

соотв1>тствующихъ  уравнешямъ  въ  полныхъ  дифференщалахъ,  при  чемъ 
функцш  Хкг  должны  удовлетворять  изв'Ьстнымъ  условиям!»  точности  диф- 
ференщаловъ. 

Если  значекъ  /*  равенъ  1,  то  разсматриваемыя  уравнешя  пред- 
ставляют!» систему  линейныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  пер- 
ваго  порядка  одной  неизвестной  функцш. 

Наконецъ,  если  показатель  т  равенъ  1,  то  наши  уравнетя  при- 
нимаютъ  видъ  упомянутой  выше  системы  уравненШ  Якоби  1),  обобщена' 
которой  представляетъ  предмета  настоящей  главы  нашего  изсл"Ьдован1Я. 
Въ  этомъ  случай  число  уравненШ  и  равно  числу  неизв'Ьстныхъ  функщй 
и,  стало-быть,  соотв'Ьтствуюипя  уравнешя  Якоби  допускаютъ  всегда,  въ 
известной  области  изм*Ьнешя  переменных!»,  существоваше  интегралов!», 
какъ  это  сл-Ьдуеть,  на  основанш  наследовали  Коши  и  Ковалевской. 

Если  показатель  т  больше  1,  т.  е.  число  уравненШ  превышаете 
число  заключающихся  въ  нихъ  неизв'Ьстныхъ  функцШ,  то,  какъ  известно, 
существоваше  интеграловъ  последних!»  уравненШ  требуете  выполнешя 
некоторых!»  донолнительныхъ  условШ,  формальнаго  характера.  Объ  этихъ 
посл'Ьднихъ  легко  судить  по  частнымъ  случаямъ,  отм'Ьченнымъ  выше, 
когда  /;*=()  или  когда  н  =  1.  Въ  первомъ  случае,  для  существовашя 
интеграловъ  разсматриваемыхъ  уравненШ,  должны  удовлетворяться  услов1я 
точности  дифференщаловъ;  во-второмт»  же  случае  наследуемая  система 
уравненШ  должна  быть  якоб1евской,  т.  е.  должны  уничтожаться  тожде- 
ственно составленный  изв'Ьстнымъ  образомъ  скобки  Пуассона  изъ  л^вых!» 
частей  разсматриваемыхъ  уравненШ. 

Ниже  мы  составимъ,  въ  самомъ  общемъ  вид*,  условгя,  которымъ 
должны  удовлетворять  наследуемый  уравнения  (1),  для  того  чтобы  допу- 
скать существовало  интеграловъ.  Эти  условия  явятся  следств1емъ  зависи- 
мости между  уравнешями  (1)  и  некоторой  якобинской  системой  линей- 
ныхъ уравненШ  съ  частными  производными  перваго  порядка  одной  не- 
известной функцш  но  всЬмъ  переменным!»  величинам!»  *,,  х2, . . .  хш+р% 
~р  ~2- •••-«'  рассматриваемым!»  какъ  независимый  переменный. 

3.  Иредположимъ,  что  следующая  система  V  различных!,  уравненШ 


/'  (.!•.,  л* г     .    ,  зл.  *,, .  .  .  г  )  =  О,     I 


(2) 


О  Въ  Лоигпа!  Сп-П.*    (Вс1.  100,  8.    101,    Вс1.  110,  8.    171)    Гамбургеръ  два  раза 
возвращался,  въ  евоихъ    пзслЪдовашяхъ,  къ  этпмъ  уравнешямъ. 
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разрешимых!»  относительно  перем'кнныхъ  величинъ  2*р  г^...гщЧ  нред- 
ставляетъ  решеше  наследуемой  системы  дифференщальныхъ  уравнешй 
(1 ).  Дифференцируя  уравнешя  (2)  но  всЬмъ  независимымъ  перем'Ьннымъ 
д.,,  л\,,...гп,  получаемъ  рядъ  сл^дующнхъ  производныхъ  уравненШ 


д?._^\Ъ?*г    = 


дх. 


0гт  дхк 


О, 


/4  =  1,  2 , 


(3) 


д/         ^.  <)/.  дг 

(>хк    '    и  дгг  ()хк 

*  =  т  +  I ,  га  +  2 , . . .  ш  +р. 


(4) 


при  чемъ  значекъ  I  принимаетъ  все  различный  значен1я,  отъ  1  до  и. 

Умножаемъ  равенства  (4)  соответственно  на  Хик  и  сумму  ихъ  скла- 
дываемъ  съ  уравнетемъ  (3).  соответствующимъ  значку  к.  Такимъ  обра- 
зомъ  мы  получаемъ  рядъ  сл*дующихъ  новыхъ  равенствъ 


Ох, 


Г1-  1,А*^2.,и4+  2<  *Чк~0' 


*=м+1  **=1  *=»4-|-1 

А=1,  2,... ж,         1=1,  2,... я. 


.     (5) 


Такъ  какъ  уравнешя  (2)  даютъ  р*шен1я  данной  системы  (1),  то 
для  опред*ляемыхъ  равенствами  (2)  значешй  функцШ  г{,  г2,...гп  име- 
ютъ  место  тождества 


()2г 

Ох 


*=т+1 
А  =  1,  2,... 


г  =  1 ,  2  ....  II . 


Подставляя,  въ  предыдущим  равенства  (5),  правыя  части  ыосл4д- 
нихъ  наиисанныхъ  равенствъ,  вместо  ихъ  левыхъ  частей,  получаемъ 
следуюш,1Я  нпвыя  равенства 


Ох.         -1|        *  Ох к   '    ^  Ог 


2  ....  м  ,         |  =  1 ,  2 , . . .  и  . 


(6) 
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Такимъ  образомъ  мы  ириходимъ  къ  заключешю:  чтобы  онредпже- 
мыя  уравнениями  (2)  функщи  я, ,  ^2, . . . г  удовлетворят  данной  систе- 
мы (1),  для  этого  равенства  (в)  необходимо  должны  быть  сл^ьдствгемь 
уравнены  (2).  Такъ  какъ  л*выя  части  иолучеяныхъ  равенствъ  (6)  пред- 
ставляютъ  функщи  всЬхъ  перем'Ьнныхъ  х  и  гл  то  мы  говоримъ,  что,  въ 
общемъ  случае,  равенства  (С)  должны  уничтожаться  на  основаши  урав- 
ненШ  (2).  Въ  частности  равенства  (С)  могутъ  также  уничтожаться 
тождественно,  были  бы  только  для  этого  подобраны  соответствующим!» 
образомъ  функщи 

/ 1  >  1 2 '  •  •  •  /*  • 

Наконецъ,  равенства  (6)  должны  представлять  тождества  еще  н  въ 
томъ  случай,  когда  въ  правыхъ  частяхъ  уравненШ  (2),  вместо  нулей,  по- 
ставить соответственно  произвольный  постоянныя величины  С',,  С2, . .  .  Сп. 

3.  Благодаря  выведеннымъ  равенствамъ  (6),  устанавливается  зави- 
симость между  наследуемой  системой  диффереищальныхъ  уравнешй  ст> 
частными  производными  перваго  порядка  многихъ  неизвйстныхъ  функщи 
гр  2г---3п  (!)  и  системой  линейныхъ  уравнешй  съ  частными  произ- 
водными перваго  порядка  одной  ненавистной  функщи  /  по  всЪмъ  пе- 
ремйннымъ  х{,  х2, . .  -*т+  ,  гх,  гг  . .  .^и,  разсматриваемымъ  какъ  не- 
зависимый переменный, 


т+р 

ХК  —  +У  Х*г—  =  0, 

(7) 


А  *=т+1  *  г=1  * 


*  =  ],  2....М. 


Въ  самомъ  деле,  предположимъ,  что  последняя  система  уравнешй 
(7)  интегрируема  и  имеетъ  п  интеграловъ  /',,  /*2, . . .  /м,  различныхъ 
относительно  переменныхъ  гх,  *2, . .  ..?п,  такъ  что  следующШ  функцю- 
нальный  определитель  отличенъ  отъ  нуля 

2)(АА'.-.-.-/-.).--о.  (8) 

\     ~р     ~2>  '  '  '     и     / 

Легко  доказать  въ  такомъ  случае,  что  слт)ующ'т  уравнемя 

/:  =  0,  1  =  1,  2,...».  (9) 

онреОмляюмъ  ршнетс  системы  данныхъ  уравнении  (1). 

Действительно,  поступая  съ  уравнениями  (9)  совершенно  анало- 
гично тому,  какъ  мы  делали  это  въ  начале  иредыдущаго  п°  2-го  съ 
уравнениями  (2),  мы  иолучаемъ  следуюпця  равенства 
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1  =  ]  ,  2,...п, 


для  всЬхъ  различныхъ  значенШ  показателя  А,  отъ  1  до  т. 

Такъ  какъ,  согласно  съ  сдйланнымъ  предположешемъ,  функщи  # 
представляютъ  интегралы  системы  уравненШ  (7),  то,  стало-быть,  иагЬють 
м*сто  слЪдуюпця  тождества 

«У-       "^Р        дГ.      ±у        дГ. 


№№?■» 


*        к=т+\  *  г— 1 

1  =  1,  2,...», 

для  всЬхь  значенШ  А,  отъ  1  до  т. 

Поэтому,  наоснованш  посл'Ьднихъ  равенствъ,  предыдущая  становятся 

Шъ+  2  х'-^-х"г°- 

4=1,  2,. ..я, 

для  всЬхъ  значенШ  А,  отъ  1  до  »и.  Въ  виду  неравенства  (8),  система  п 
посл'Ьднихъ  тождествъ  приводить  къ  и  сл'Ьдующимъ  новымъ  тождествамъ 

"        *=ж+1  * 

г=1,  2,...п, 

которыя  им'Ьютъ  м'Ьсто  д.1Я  всЬхъ  значенШ  показателя  А,  отъ  1  до  «,  и 
доказывают!»  такнмъ  образомъ  справедливость  нашего  предложешя. 

4.  Итакъ,  чтобы  наследуемая  система  уравненШ  (1)  им'Ьла  реше- 
тя, для  этого  достаточно,  чтобы  уравнен1Я  (7)  им*ли  п  различныхъ  ин- 
теграловъ.  Поэтому  услов1я,  которымъ  для  этого  должна  удовлетворять 
последняя  система  (7),  представляютъ  вм'ЪсгЬ  съ  т*мъ  услов1я  интегри- 
руемости данных!»  уравненШ  (1). 

Предиоложимъ,  что  кооффищенты  посл'Ьднихъ  уравненШ  Хпк,  ХНг 
таковы,  что  т  уравненШ  (7)  образуют!»  якоб'мвскую  систему,  обладающую 
р-\-п  различными  р*шен]ями. 

Соответствующая  система  уравнешй  въ  иолныхъ  дифференщалахъ 
им-Ьеть  слйдующШ  вид!. 


—  132  — 

т 

А-1 
к  =  т+\ч    т  +  2(...м  +  р. 
т 

А=1 
г  =  ]  ,  2,. ..п. 

Въ  частномъ  случае,  когда  мы  им'Ьемъ  д*ло  съ  системой  уравне- 
нШ (1)  Якоби,  т.  е.  при  м=1,  тогда  последняя  система  уравненШ  въ 
полныхъ  дифференщалахъ  обращается  въ  систему  обыкновенныхъ  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ,  которая  можетъ  быть  представлена  также  въ 
атЬдующемъ  вид*,  какъ  изображаетъ  ее  Якоби, 

с1х.       <1г 
дх  =—  -  =  -  - 
х*       Л\       X'  ' 

*  =  2,  3,...р4-1  ,         г=\  ,  2,...п, 

при  чемъ  второй  значекъ  коэффищентовъ  Хг   мы    онускаемъ,    какъ   из- 

ЛИШНШ. 

Пусть   фуНКЦ1И 

представляютъ  систему  р~^п  различныхъ  интеграловъ  уравненШ  (7). 
Такъ  какъ  произвольная  функщя  послЪднихъ  интеграловъ  иредставляетъ 
также  р'Ьгаеше  системы  (7),  то,  на  основанш  теоремы,  доказанной  въ 
иредыдущемъ  и°  3-емъ,  слЪдукшия  формулы 

^(/"р/21---/Р+»)  =  о,  I  (10) 

г  -  1  ,  2  , .  . .  м ,  I 

представляютъ  рЪшеше  данныхъ  уравненШ  (1),  при  чемъ  Я,,  Я.,,. . .  Пп 
обозначаютъ  произвольный  функщи  входящихъ  въ  нихъ  аргументовъ. 

Легко  доказать,  что  уравнения  (10)  представляютъ  общш  интегралъ 
системы  (1),  т.  е.  всякое  рЪшеше  посл'Ьднихъ  уравненШ 

г  -  1  ,  2 , . . .  и  ,  \ 

заключается  въ  формулахъ  (10),  при  условии,  что  всЬ  значешя  пере- 
м'Ьнныхъ  х  и  ~,  удовлетворяйся  зависимостямъ(П),  находятся  внутри 
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области  изм'кнешя  лереагЬнныхъ  величинъ.  для  которой  якоб]евская  си- 
стема (7)  интегрируема  1). 

Въ  самомъ  д*лгЬ,  для  каждаго  значения    показателя  /г,  мы  имЪемъ 
рядъ  слЪдующнхъ  тождествъ 

м+р 


+  2  х^-х"-0' 


г  —  \,  2,...п, 


*  =  I  ,  2 , . . .  р  +  и  • 


Подставляя  въ  нихъ  значешя  функцШ  гх,  г^  . .  .  гп,  определяемый 
уравнениями  (П)-ыми  и  исключая  изъ  полученныхъ  такимъ  образомъ 
тождествъ  значешя  п  величинъ  Хкг,  соотв'Ьтствуюпия  показателямъ 
т\=1,  2, . . .  и,  находимъ  новыя  тождества 


*=\.  2,.../»  \-п, 

гд*Ь  введены  слЪдуюиця  условный  обозначешя 


Ю  +  Р 

(12) 


иг  -г  у 

»ч1-  2  Х\Пх„Г,=  Оч 


1  Г=1         Г  ' 

Изъ  полученныхъ  равенствъ  (12)  исключаемъ  р  величинъ  Х\,  соотв'Ьт- 
ствующихъ  различнымъ  значешямъ  к=т  +  1,  ж  +  2, . . .  т~р.  Такъ 
какъ  число  всЬхъ  уравненШ  равно  ^— «,  то  въ  результат*  исключешя 
мы  получаемъ  и  новыхъ  тождествъ,  независящихъ  отъ  величинъ  X*,  ко- 
торый мы  представляемъ  въ  сл4дующемъ  вид* 

о  =  р~1*  /'  —  2,..  .р  +  п. 
Введенное  зд*сь  выражеже 


1)  Ср.  мое  изслйдоваше:  Обь  интармрованш  уравпстн....  Стр.  20. 
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обозначаете  функциональный  определитель,  составленный  изъ  функщй 

/  Р   / 2 '  •  •  •  *р '   '  а  ■» 

относительно  перем*нныхъ  величинъ 

хп '    Хт+\ '  '  '  '  Хт+р  ' 

при    чемъ   переменный    величины  я ,,  2\2,. .  ,*п    рассматриваются    какъ 
функщй  (11)  всЬхъ  перем'Ьнныхъ  хг,  #2,. .  -хт+р,  такъ  что  мы  иагЬемъ 


д*»/; 

^,„+1  /;  •  • 

•  »*т+г  А 

Ак«  = 

л*.  4 

^-+,  /р  •  • 

•  я**»  и 

Тождества 

^и 

^.+1  /;  •  • 

4*  =  0, 

Пх        1 

Л  =  I  ,  2  , . . .  т, 

ноказываютъ,  что  разсматриваемыя  значешя  функщй 

/  р       / О  '    •    *    •    / р 1      ' 3 

связаны  между  собой  одной  зависимостью. 

Давая  значку  о  вс/Ь  п  значешй  отъ  р-р1  до  р  +  п,  мы  заклю- 
чаем^ на  основанш  посл'Ьднихъ  тождествъ,  что,  подставляя  решете 
(11)  данныхъ  уравненШ  (1)  въ  функщй 

/  р  1-г  •  '  •  Тр '  /Я4-1 '  *  •  •  //?4-« ' 

нолучаемъ  ихъ  значешя,  который  оказываются  связанными  п  различными 
зависимостями. 

Отсюда  и  с.тЬдуетъ  искомое  заключеше,  что  щхгвиетя  (10)  пред- 
ставляютъ  общ1й  интеграяъ  данной  системы  диффоренцгалъныхъ  урав- 
ненгй  (1). 

Приведенное  доказательство  цредставляетъ  обобщеше  изв'Ьстныхъ 
доказательств!»,  данныхъ  для  случаевъ  одного  линейнаго  уравнешя  съ 
частными  производными  перваго  порядка  одной  неизвестной  функщй  и 
для  якоб^евскихъ  системъ  посл'Ьднихъ  уравненШ  О. 

*)  Ср.  мое  изслт,доваше:  Обь  интегрирован  ('и  уравиетн....  гл.  II,  стр.  11  и  сл*д. 
и  статью:  Л\#г  1а  1Ьеопе  (1е*  ёс^шПоня  Нпппгев  тис  (Ъ;гк%ес*  раг(1еПе8  ви  ргетгег  огдге 
(Гане  иеи1е  /опсНоп.  (ХонсеИе*  Аппа1ек  а'с  Ма1кета(щне#.  3  яте,  I.  XVIII). 
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Само  собою  разумеется,  что  разсматриваемое  доказательство  огра- 
ничивается только  указанной  областью  интегрируемости  разсматривае- 
мыхъ  уравнешй.  Если  последнюю  область  мы  ограничимъ,  наприм*ръ, 
услов1ями  однозначности  коэффищентовъ  Хкк,  ХЬг  и  существовашя  ихъ 
конечныхъ  и  непрерывныхъ  первыхъ  частныхъ  производныхъ  но  входя- 
щимъ  въ  нихъ  перем1шнымъ  величинамъ,  то  р^шешя  уравнешй  (1),  не 
удовлетворяющая  посл*днимъ  услов1ямъ,  не  могутъ  заключаться  въ  ука- 
занномъ  общемъ  интеграл*  изсл*дуемыхъ  уравненШ,  который  принадле- 
житъ  разсматриваемой  области  интегрироватя.  Въ  самомъ  д4л*Ь,  если 
им*етъ  место  посл*дтй  случай,  то  некоторые  изъ  разсматрнваемыхъ 
функцюнальныхъ  определителей 

л, 

могутъ  принимать  неопределенный  или  безконечно   бодышя  значешя,  и 
наше  доказательство  не  приводить  более  къ  желаемому  результату. 

Возьмемъ,  напримеръ,  следующую  систему  уравненШ  съ  частными 
производными  двухъ  функщй  гх  и  г2  по  независимымъ  перем*ннымъ 
х  и  у: 

дг  дгх        I  \ 


да»  дг4 

Тх  =  У"  Ту 


у-  =  х-\-[  2га  —  ху  И  х  —  2}/ гх—  х1 


гх*=х-\- 


Внутри  области  однозначности  коэффищентовъ  данныхъ  уравнешй, 
ихъ  обпцй  интегралъ,  согласно  съ  изложенной  теор1ей,  имйетъ  следую- 
щее значеше 

гь  =  ту-2С*8ёс*{С1У~С^ 

где  Сх  и  С2  обозначаютъ  две  различныхъ  ироизвольныхъ  постоянныхъ 
величины.  Разсматриваемыя  уравнешя  им*ютъ  очевидно  также  следующее 

решеше 

*,  =  *,  г2  =  ху, 

которое  однако,  какъ  легко  видеть,  не  заключается  въ  предыдущихъ 
формулахъ  и  не  можетъ  быть  изъ  нихъ  получено,  такъ  какъ  для  оире- 
деляемыхъ  иоследнимъ  решешемъ  значенШ  переменныхъ  г1,  г,2,  х,  у 
коэффициенты  данныхъ  уравнений  неростаютъ  быть  однозначными. 


ГЛАВА     IV. 

Разыскаме  производныхъ  уравненш  С.  Ли,  допускающихъ  полные 
интегралы  С.  Ли  даннаго  класса. 

1.  Исходя  изъ  разсмотр*тя  свойствъ  полныхъ  интегральныхъ  со- 
бранШ  С.  Ли,  мы  имели  уже  случай  отметить,  во  второй  глав*  нашего 
изсл'Ьдован1я,  нисколько  общихъ  условШ,  которымъ  должны  удовлетво- 
рять производный  уравнешя  С.  Ли  для  того,  чтобы  существовали  для 
ннхъ  разсматриваемые  интегралы  даннаго  определенная  класса.  Наши 
дальнейшая  вычислешя  будутъ  основывайся  на  доказанномъ  выше,  въ 
/г°4-омъ  второй  главы,  свойств*  разсматриваемыхъ  ннтегральныхъ  со- 
бранШ,  представлять  интегралы  въ  инволющи  канонической  системы, 
которые  связаны  между  собой  указанными  выше  зависимостями. 

Начнемъ  съ  изсл'Ьдовашя  просгЬйшаго  случая,  представляема™ 
однимъ  производнымъ  уравнешемъ,  не  заключающимъ  переменной  г, 

Рх  +  Н  (Х[,  *,,...*„,  р2,  р„...рл)  =  0.  (1) 

Какъ  было  доказано,  въ  м°2-мъ  второй  главы,  полный  интегралъ  С.  Ли 
пос.тЬдняго  уравнешя  определяется  при  помощи  квадратуры,  поатЪ  того 
какъ  известны  п — 1  уравненШ  нашего  интегральнаго»  собрашя,  неза- 
висящихъ  отъ  переменной  .г*.  Поэтому,  возвращаясь  къ  первымъ  и  —  1 
уравнетямъ  (26)  второй  главы,  легко  видеть,  совершенно  аналогично 
рассмотренному  общему  случаю,  когда  исходное  производное  уравнеше 
заключаетъ  переменную  г.  что  функцш 

1\,  7;,..  рп_х 

должны  удовлетворять  следующимъ  г/  зависимостямъ 

^п-Я+,  =       1  +  1  (#р    Х2>--'Хп->    -Г  \*    ^2'  '  '  '  Л|-?-1  )'     ]  ,9ч 

»-0,  1,  2, ...у  -1,  ] 

для  того,  чтобы  упомянутая  уравнешя  (20)  определяли  полный  инте- 
гралъ С.  Ли  г/-аго  класса  даннаго  уравнешя  (1). 
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Для  выяснешя  сущности  далыгЬйшихъ  вычисленШ,  займемся  прежде 
всего  просгЬйшимъ  случаемъ  существовашя  полныхъ  интеграловъ  С.  Ли 
п  —  1  класса,  который  былъ  изстЬдованъ  выше,  въ  м°5-омъ  второй  гла- 
вы, исходя  изъ  основныхъ  поняли  о  происхожденш  пронзводныхъ  урав- 
нен1Й  С  Ли. 

Если  данное  уравнеше  (1)  иэгЬетъ  полный  интегралъ  С.  Ли  п — 1-аго 
класса,  то  очевидно,  что  всЬ  функщи  Рн  зависятъ  только  отъ  перем*н- 
ныхъ  лгр  х„...хн,  и  равенства  (2)  должны  выражаться  сдЪдуюицшъ 
образомъ 

и*  9  —  Ф$    (  Л'р    Хо  1  •  ■  ■  2*п  /  т 
з-1,  2,...н-1  . 

Такъ  какъ  посл'Ьдшя  функции  не  заключаютъ  каноническихъ  перем^н- 
ныхъ  второго  класса,  то  всЬ  функцш  Ф9  находятся  въ  инволющи.  На- 
конецъ,  соответствующее  рассматриваемому  уравненш  (1)  линейное  урав- 
нение съ  частными  производными,  которому  удовлетворяютъ  функцш 
Фч.  становится 

/  \        ОФ       ^л()Н()Ф 

и=.2 

Искомые  интегралы  послйдняго  уравнения 

Ф     Ф  Ф  (4) 

не  должны   зависать   отъ   неремЪнныхъ  р0,  /;3, . .  ,рп.  Поэтому   им-Ьютъ 

м*сто  тождества 

сЙФ 
, -~  =0, 

для  всЬхъ  значенШ  указателей  5  и  к,  отъ  1  до  п.  Следовательно,  произ- 
водный, взятыя  по  перем'Ьннымъ  рк  отъ  нредыдущихъ  уравненШ  (3),  дол- 
жны также  уничтожаться  тождественно. 

Мы  долучаемъ  такимъ  образомъ  слйдукшия  новыя  уравнешя,  ко- 
торымъ  должны  удовлетворять  нскомыя  функцш  (1), 

у.     с^И    ОФ 


{*<>{>.  О/- к 


к  =  2  .  3  . . . .  н . 


Такъ  какъ  число  всЬхъ  различныхъ  требуемыхъ   интегрпливъ  уравнешя 
(3;  равно  н  —  1,  то  полученный  посл'Ьдшя  п — 1  уравненШ  должны  уни- 
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чтожаться  тождественно,  каждое  въ  отдельности,  т.  е.  тгЬютъ  место 
сл'Ьд\'ющ1я  равенства 

-,— -  -  =  О,  (3) 

для  всЬхъ  значешй  5  и  к,  отъ  2  до  и.  Интегрируя  эти  посл'Ьднья  равен- 
ства, мы  иолучаемъ  сл'Ъдуюиия  зависимости 

дН  _ 

1  =  1,  2,...»-1, 

где  вс*  Х{  цредставляютъ  произвольный  функщи  перем*нньш. 
хх,  х2,...хп.  Интегрируя  вновь  иолученныя  равенства  еще  одинъ  разъ. 
иолучаемъ  искомое  значеше  функщи  В 

п 

Н=УХ;Р,+  1-Х, 

при  чемъ  X  обозначаетъ  новую  произвольную  функшю.  Такимъ  обра- 
зомъ,  мы  получаемъ  прежшй  результатъ:  чтобы  банное  уравненге  (1) 
допускало  полное  ршиете  С.  Ли  п — 1-аго  класса,  оно  должно  прит- 
Оиться  къ  линейному  уравнению  относительно  пере.юъмныхъ  р{,  р9. .  .  .ря 
слъдующаю  вида 

Ръ  —  ХгРл  +  Х*Рг  -г  •  •  •  "Г  *„-,  рн  +  Х=  О, 

гд)ь  коэффициенты  Х^  Х2,...Хп_р  X  являются  функциями  нсремш- 
ныхъ  #р  #2, .  .  .  хп. 

То  же  самое  предложеше  им4етъ  место  и  для  нроизводныхъ  урав- 
ненШ  С.  Ли,  заключающихъ  переменную  величину  г.  Въ  этомъ  посл*д- 
немт>  случае  однако  все  искомый  функщи,  число  которыхъ  теперь  ста- 
новится равнымъ  //. 

зависать  также  отъ  переменной  г  и  определяются  сл4дующимъ  урав- 
нешемъ  (см.  //°  1,  глава  II) 


тглбНдФ       /х^дН  \дФ 

<иораах9   '   \^Р9и  }0г 


Такъ  какъ  функщи  Фа  не  должны    зависеть   отъ   каноническихъ  "пере- 
менныхъ  второго  класса,  то  искомые  интегралы  (0)  последняго  уравне- 
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Н1Я  удовлетворяютъ  также  уравнешямъ,  который  получаются  дифферен- 
цироватемъ  посл*дняго  по  вс*мъ  перем*ннымъ  р2,  р8, . .  .р„.  Получае- 
мыя  такимъ  образомъ  уравнеюя,  поел*  приведешя,  нринимаютъ  сл4дую- 

1Ц1Й    ВИДЪ 

*  =  2.  3,...п. 

Отсюда,  при  помощи  разсужденШ  аналогичныхъ  предыдущимъ,  по- 
лучаются гЬ  же  уравнетя  (о).  Поэтому  мы  приходимъ  къ  прежнему  за- 
ключешю,  что  производное  уравнете  С.  Ли  въ  пространства  п~-1 
азмгъренш,  допускающее  полные  интегралы  С  Ли  п — 1-аго  класса,  долж- 
но быть  линейнымъ  относительно  каноническихъ  перемпнныхъ  второю 
класса,  при  чемъ  коэффицгенты  этого  уравнетя  зависятъ  отъ  канони- 
ческихъ» перелньнныхь  перваю  класса  и  переменной  г. 

2,  Наши  далыгЬй1шя  изсл-Ьдоваюя  начнемъ  съ  раземотрйтя  н*ко- 
торыхъ  просгЬйшихъ  частныхъ  случаевъ.  Пусть  имЪемъ  производное 
уравнеше  С.  Ли  въ  пространств*  четырехъ  изм*ренШ,  независящее  отъ 
переменной  гл 

Такъ  какъ  данное  уравнеше  представлено  въ  вид*,  разр4шенномъ  отно- 
сительно переменной  рх,  т.  е.  заключаете  каноннчеекгя  переменный 
второго  класса,  то,  согласно  съ  предыдущимъ  (см.  н°5,  глава  II),  раз- 
сматриваемое  уравнеше  (7)  не  имеете  полнаго  интеграла  С.  Ли  третьяго 
класса.  Чтобы  иметь  полные  интегралы  С.  Ли  второго  класса,  разема- 
триваемое  уравнеше,  на  основанш  только  что  доказаннаго  предложешя, 
должно  быть  линейнымъ  относительно  перем*нныхъ  величинъ  рх,  ^2,  />;Г 

Остается,  наконецъ,  изсл*довать  третШ  возможный  случай,  когда 
существует!,  полный  интегралъ  С.  Ли  перваго  класса  даннаго  урав- 
неюя (7). 

Составляемъ  соответствующее  ему  линейное  уравнеше 

Чтобы  существовалъ  искомый  интегралъ  уравнеюя  (7),  последнее  линей- 
ное уравненге  должно  иметь  два  интеграла  Р}  и  Р0  такихъ,  чтобы  со- 
вокупность уравненШ  (7)-ого  и  двухъ  следующихъ 

1\  Ор  х2,  хл,  Р2,  РЯ)  =  С1, 

2\,  О,,  х2,  х3,  р2,  Р3)=СГ 
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определяла  полный  интегралъ  С.  Ли  перваго  класса  даннаго  производ- 
наго  уравнешя  (7),  гд*  С\  и  С2— дв*  произвольный  постоянныя.  Для 
этого  должны  существовать  слЪдуюпця  равенства 


(Рг  +  Н,  ^)  =  0, 
(р.+Н,  Р2)  =  0,  {Ъ\%  р2)  =  о, 


1Н 

И») 


и  кром*  того  функщя  Р2  должна   быть    связна   съ   функщей   Рх    зави- 
симостью 

Оба  уравнешя  (9)  нреобразовываемъ  следующим!,  образомъ.  Пред- 
полагая 


^ 


,70, 


<>Р2' 

принимаешь  Рх  за  новую  переменную  вм-Ьсто  рг  Такъ  какъ,  въ  силу 
предыдущей  зависимости  между  Р2  и  Рх,  функндя  Р2  выражается  въ 
новыхъ  переменныхъ  только  черезт>  величины  яр  х2,  .г3  и  Р1Щ  то  фор- 
мулы преобразовашя  уравненШ  (9)  къ  новымъ  перем^ннымь  становятся 


0Р2      дФ       дФдРх 
дх]  ~  Ох  +  дР  ~дх. ' 

«  =  1,  2,  3, 
дР2  ()ФдР} 

Поэтому  преобразованный  уравнешя  (9),  въ  силу   уравнения  (8),  прини- 
мают!» сл'Ьдуюпцй  видь 

з 
дФ       \-\       дФ 

8-2  * 


С)ХЛ 


\л  <)Ф 


'Ох. 


(10) 


при  чемь  коэффициенты  А'в,  Уч  нредставляютъ  функщи  перем'Ьнныхъ 
л-р  л*.,,  .?.,,  Рх  и  р.л,  который  получаются  соответственно  изъ  выраженШ 
ироизводныхъ 
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дН      дГ1 

заменой  въ  нихъ  значешя  прежней  переменной  р0  черезъ  новую  пере- 
менную Рх. 

Такъ  какъ  искомое  значеше  функщи  Ф  не  зависитъ  отъ  перемен- 
ной р3,  то  очевидно  функпдя  Ф  должна  удовлетворять  также  атЬдуюишмъ 
уравнетямъ,  которыя  получаются  изъ  уравненШ  (10)  дифференцирова- 
шемъ  ихъ  по  переменной  р8, 

>   -      — =  0. 

Въ  виду  того,  что  система  (10)  донускаетъ  всего  одинъ  только  инте- 
гралъ,  отличный  отъ  2^,  то  последшя  два  уравнешя  должны  представ- 
лять следств]я  уравненШ  (10).  Поэтому  имеютъ  место  сдедукнщя  ра- 
венства 


дХ2      дХн      дУ2      дУя 

~дРл=  дР,      5?  =  ^ 
У         У  '       У         У 


(П) 


1 3  л  2  '  3 

Последнее  изъ  этихъ  двухъ  равенствъ  (11)  даетъ  следующее   уравнеше 

д       У.г 


интегрирована  котораго  показываетъ,  что  отношеше  представляетъ 

*з 
произвольную  функцш  переменныхъ  величинъ  х{,  х2,  х%  и  Ъ\,  незави- 
сящую   отъ   переменной  р3.  Такимъ  образомъ  получается  зависимость 

*\  =  <Р  (*,,  *й,  *я>  *'|)  Гз>  (12> 

где  <р  обозначаетъ  произвольную  функщю  входя щихъ  въ  нее  аргумен- 
товъ.  Поэтому,  на  основанш  иоследняго  равенства  (12),  первое  уравне- 
ше  (11)  приводится  къ  следующему  виду 


/  дХ2         дХ%  \ 

УЛ  л       -?—     -0. 

3  \  до,      *  оп, 
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Если  предположить,  что  первый  множитель  посл'Ьдняго  равенства  обра- 
щается въ  нуль,  тогда,  въ  силу  уравнешя  (12),  получаемъ 

Г2  =  0,  Гч  =  0. 

Посл*дн1я  равенства  приводить  къ  заключешю,  что  функщя  Р,,  внутри 
нашей  области  изм*нешя  перем'Ьнныхъ,  не  зависитъ   отъ   перем*нныхъ 

АР. 

р2  и  р^>  что  противно  введенному  выше  условно  - — ^0. 

Отбрасывая  поэтому  сделанное  предпо.тожен1е,  приравниваемъ  нулю 
второй  множитель  разсматриваемаго  равенства  и  получаемъ  следующее 
уравнеше 

ОХ,  <)ХЛ 

которое  приводится  к?,  виду 

()-(Х.-<рХя)  =  0. 

Интегрируя  последнее  уравнено,  заключаемъ,  что  выражеше  въ  скоб- 
кахъ  нредставляетъ  произвольную  функщю  иерем'Ьнныхъ  хр  х2,  хл  и 
/^,  т.  е. 

Х2  —  <рХ9  =  ц>  (хг  х2,  л3,  ^)'  (13> 

при  чемъ  ф  обозначаете  произвольную   функщю   входящихъ  въ  нее  ар- 

гументовъ. 

Въ  силу  неравенства  У.л~^0,  разрешая  уравнешя  (10)  относитель- 

ОФ     ОФ  /10Л 

но  производныхъ     -    ,     -  -  и  принимая  во  внимаше   равенства  (12) — 
Охх     0х.6 

(13),  приводнмъ  уравнешя  (10)  къ  следующему  виду 


<)Ф  ()Ф 


ОФ   ,  ОФ 


(14) 


Такъ  кань  последняя   система   уравненШ   должна   быть   нормальной,  то 
отсюда  сл"Ьдуетъ,  что  функщи  у>  н  </>  удовлетворяют!,  условие 

(Не   ,       Огр       От   ,       От 
о^-*охГох+Ч<^  (15) 
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Возвращаясь  въ  уравненшхъ  (12)  и  (13)  къ  прежнммъ  перем'Ьн- 
нымъ,  т.  е.  совершая  обратную  замену  переменной  Рх  черезъ  р2,  мы 
должны  разсматривать  въ  посл*днихъ  уравнешяхъ  величину  Рх  какъ 
функщю  перем*нныхъ  хр  х2,  х%,  р2,  р.л\  подставляя,  наконецъ,  значе- 
Н1Я  выраженШ  Ха  Гл,  мы  получаемъ  систему  сл*Ьдующихъ  двухъ  урав- 
ненШ, опред*ляющихъ  функщи  Ни  Рг. 

АР,  АР, 

Посл4дн1Я  уршненш  принадлежать  къ  якобхевскому  виду,  представляю- 
щему частный  случай  дифференщальныхъ  уравненШ,  теор1я  которыхъ 
изложена  въ  третьей  глав*  настоящаго  изсл*доватя.  Соответствующая 
система  обыкновенныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ,  къ  интегрирова- 
нию которой  приводятся  предыдупця  уравнешя,  становится 

аРг     ли    агл 

Система  трехъ  различныхъ  интеграловъ  посл*днихъ  уравненШ  выра- 
жается сл*дующимъ  образомъ 

Ъ\  =  С1%  Н-у>р2=Сг 

гд*  С,,  С2  и  С3  обозначаютъ  три  произвольный  постоянный  величины. 
Поэтому  искомый  значешя  функщй  Н  и  Рх  определяются  уравнен1ями 

Н  =  ур2  +  П  (хг  х2,  хл>  Рь  +  9Р2), 

Рг  =  Я,    (*Р    **,    *3:    Р*+9Р2)1  (16) 

гд*  П  и  Я,  обозначаютъ  произвольный  функщи  входящихъ  въ  ннхъ 
перем1>нныхъ  величинъ,  при  чемъ  выражеше  Н  зависитъ  отъ  значешя 
функщи  Рх,  черезъ  посредство  функщй  гр  и  <р. 

Кромй  того  об*  функщи  Ы  и  Р{  удовлетворяютъ  уравнешю  (8). 
Последнее  мы  можемъ  разсматривать  какъ  уравнеше,  служащее  для 
определения  произвольной  функщи  Дг 

Итакъ,  мы  приходимъ  къ  следующему  выводу: 
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Производное  уравненге  (7),  для  котораго  существуешь  полный  ин- 
тегралъ С.  Ли  перваго  класса,  илтетъ  смъдуюшШ  видь 

при  чемъ  функщи  у>,  ц>  связаны  уравнстемг  (15),  а  функигя  Рг  опре- 
деляется уравненгями  (8)-ымъ  и  (16)-ымь.  Искомый  полный  интегралъ 
опредгьляется  функций  Р}  и  инпшраломъ  системы  (14)- 

Возьмемъ  с.тЬдующШ  прим*ръ.  Предположимъ,  что  функщи  у>  и  <р 
не  зависятъ  отъ  функщи  Рх  и  им4ютъ  стЬдующш  значешя,  удовлетво- 
ряющая условш  (15)-ому, 

у>  а  О ,  у  ■  =  1 . 

Если  дать  функщи  П  значеше  х2  (р2"гРз)2'  то  соответствующее 
производное  уравнеше  С.  Ли  становится 

?1  +  **    (^+Рз)2  =  0-  (17> 

Соответствующее  равенство  (8)  даетъ,  для  опредЬлешя  функщи  Пх,  пред- 
ставляющей значеше  функщи  Р},  следующее  уравнение 

0ПХ  дП,  дП,  дЙх 

гд1>  переменная  величина  м  им^еть  значеше 

"вРа+Рз- 

Поэтому  общШ  видъ  функщи  7^  выражается  следующей  формулой 

Р1  =  П1   [д?1  — ~— -^,   ,г2  (р2  +  р8)2.  ^з  —  ^]' 

при  чемъ  Я2  представляетъ  произвольную  функщю  входящихъ  въ  нее 
аргументовъ.  Наконецъ,  уравнешя  (14)  опред^ляють  следующимъ  обра- 

ЗОМЪ    фуНК1ЦЮ    Ф 

Ф=П2  (*з  — *2,  Рх), 

где  #2 — также  произвольная  функшя  входящихъ  въ  нее  аргументовъ. 
Прировнявъ  двумъ  различнымъ  произвольнымъ  постояннымъ  веди- 
чинамъ  функщи  Р}  и  Ф,  мы  получаемъ,  совместно  съ  даннымъ  урав- 
нешемъ  (17),  систему,  определяющую  искомый  полный  интегралъ  С.  Ли. 
Однако  для  этого  достаточно  ограничиться   разсмотрешемъ   какихъ-либо 


^ 


ТГ 


\ 


Томъ  IX,  Л«  3. 

00ДЕРЖАН1Е. 


Стран. 

Изсд*довашя  по  теорш  уравнешй  съ  частными  производными 
церваго  порядка  одной  неизвестной  функцш.  Н.  В.  Салтыкова.   .      97 
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двухъ  различныхъ  частныхъ  значенШ  произвольныхъ  функщй  П}  и  Пг 
Такъ,  наприм*ръ,  послед  шя  два  уравнешя  замени мъ  следующими  дву- 
мя равенствами 

#1  ;  ===  С.  ,    #ч  —  Х9  ^=  С.2  у 

Р2  —  Р* 

где  С,  и  С2  две  различныя  произвольный  постоянныя  величины.  Последшя 
два  уравнешя,  совместно  съ  даннымъ  (17)-ымъ,  приводятся  къ  виду 

х,  1 

Р,  =  ~(*,-С1)»'   Р*"^^Ц~Р«- 

Поэтому  последнее  четвертое  уравнеше  искомаго  интегральнаго  собрания 
определяется  интсгрировашемъ  точнаго  дифференщала 

х2  йхх      }      Лх0 

которое  приводить  къ  искомому  уравненш 

х0 


*-^=а  +  с*' 


где  С3  обозначаетъ  новую  произвольную  постоянную  величину.  Такимъ 
образомъ  совокупность  посл^дняго  уравнешя,  совместно  съ  тремя  пре- 
дыдущими, представляетъ  искомое  полное  интегральное  собраше  С.  Ли 
перваго  класса  даннаго  производнаго  уравненгя  (17;. 

3.  Пусть  им'Ьсмъ  производное  уравнеше  С.  Ли  въ  пространств* 
пяти  изм4решй 

р^Н    (д?р    .Т2,    -V    *4>    ^2>    Р:Р    ^4)  =  0-  (18) 

Такъ  какъ  последнее  уравнеше  заключаетъ  каноническая  перемен- 
ныя  второго  класса,  то,  следовательно,  не  доиускаетъ  иолнаго  интеграла 
С.  Ли  четвертаго  класса. 

Для  того,  чтобы  им^ть  полные  интегралы  третьяго  класса,  рас- 
сматриваемое уравнеше  (1*),  какъ  хорошо  известно,  должно  быть  ли- 
нейнымъ  относительно  каноническихъ  неременныхъ  второго  класса. 

Такимъ  образомъ  остается  изследовать  только  два  случая,  когда 
для  даннаго  уравнешя  (1м)  существуют!»  полные  интегралы  С.  Ли  вто- 
рого и  перваго  классовъ. 

ю 
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Искомый  интеградъ  второго  класса   определяется   очевидно   тремя 
функщями 

Р  .  Р     Р 

удовлетворяющими  следующимъ  услов1Ямт> 

(?,  +  ",*'<)=  О, 

•  =  1.  2,  а, 

»=2,  3, 


(19; 


при  чемъ  функщи  Р2  и  Рг  находятся  въ  инволюцш  и  связаны  сл*Ьдую- 
щимъ   образомъ  съ  Рх 


4=1,  2 . 


Изъ  посл'Ьднихъ  значенШ  функщй  Ф,  и  Ф2  становится  очевиднымъ,  что 
услов1е  инволюцш  обоихъ  функщй  Р2  и  Рг  удовлетворяется  тождественно. 


Пусть  имйемъ  неравенство 


др. 

-г  -^о. 


(20) 


Принимая  въ  такомъ  случай  /?1  за  новую  переменную  величину  вместо  р.2, 
выводимъ  изъ  равенства  (19)  следующую  систему  линейныхъ  уравненШ 
съ  частными  производными  одной  неизвестной  функцш  Ф,  для  опред*- 
лешя  обоихъ  функщй  Фх  и  Ф2, 


дФ 

Ох, 


дФ 


утл         04м 

4 


дФ 


(21) 


Коэффициенты  иосл&дццхъ  уравненШ  Ха.  Уг  иагЬють  стЬдуюшш  значешя 


Л".=  (У'  г»  =  (^) 
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при   чемъ  скобками  обозначается  результата  указанной  замены  перемен- 
ной р2  черезъ  Рх. 

Искомые  интегралы  Ф]  и  Ф2  системы  (21)  не  должны  зависать 
отъ  перем*нныхъ  р%  и  р4.  Поэтому  должны  существовать  сл*дую1щя 
равенства,  который  получаются  дифференцировашемъ  уравненШ  (21)  по 
перем'Ьннымъ  р^  и  />4, 


дХдФ 


дУ  дФ 


V4*    УЛОЧ*  ТТЛ    01а   ОФ 

\  ! .  —  =  0  >   - =  О 

1и  др.дт,       '  1и  дрк  Оха 

6—1  ш=»  * 


Легко  видеть,  что  посл*Ьдн1я  равенства  не  могутъ  представлять  новыхъ 
уравненШ,  который  служили-бы,  совместно  съ  системой  (21),  для  опре- 
деления искомыхъ  функщй.  Поэтому  только-что  полученныя  четыре  ра- 
венства должны  представлять  слЪдсшя  уравнешй  (21),  и,  следовательно, 
должны  им4ть  м*Ьсто  равенства 


дХ, 


2       ""з 

дрь_дрк 

Г         Г 


дХ.      дХ, 


дрк 


дУ2      дГя      <)Г, 
<)рк      ~др~к      ~йрк 


Г* 

к  =  3,  4. 


г. 


(22) 


Равенства  последней  строки  даютъ  сл4дующ]я  уравнетя 
д       у*  д       г* 

Интегрируя  систему  посчтЬднихъ  четырехъ  уравнешй,  находимъ 

3 ^1    ^^р    '^З'    ^З'    ^*4 '         1'         2'       I 

У4  =  <Г2  (хг  х2,  х.у  х^  Ъ\)  Г2,    | 


(23) 


гд*  <рх  и  (р%  обозначают^    произвольный   функщй   входящихъ  въ   нихъ 
перем'Ьнныхъ  величинъ. 

Принимая  во  внимаше,  что,  внутри  разсматриваемой   области   из- 
м*нен1я  нашихъ  перем'Ьнныхъ,   существуетъ   неравенство  Г"22  О,  иолу- 


—  148  — 

чаемъ  изъ  первой  строки  равенствъ  (22),  на  основанш  (23),  сл*дующ1я 
уравнешя 


или 


дХ, 

дрк 


ОХ., 


<)Х. 


дХ, 


-*Ч*Г°'  -ГрГ^^Г0' 


дрк 

*  =  3.  4, 


^(2Г3-^Х2)  =  0, 


дРк 


(Х4  —  <р2Х2)  =  0, 


*  =  3,  4. 


Интегрироваше  иосл'Ьдннхъ  уравненШ   приводить  къ  стЬдующимъ  зави- 
симостямъ 

Х^  —  (рхХ,=  Ц)х  (лр  #2,  я3,  хА,  Ъ\), 


Х4  —  <р2Х2=у>2  (лгр  х.2,  х3,  хА,  Ъ\), 


(24; 


при  чемъ  }рх  и  ц>2  иредставляютъ  произвольныя  функщй  входящихъ  въ 
нихъ  перем*Ьнныхъ  величинъ. 

На  основанш  полученныхъ   равенствъ  (23)  и  (24),   система   урав- 
ненШ (21)  приводится  къ  следующему  виду 


дФ 

0хх 

ОФ 
0хо 


+  »1 


ОФ   , 

ОФ 
01, 


дФ 
''2~Ох< 

ОФ 


=  0, 


+».&;■- °- 


(2Г>) 


Такъ  какъ  наиисанныя  уравнешя  должны  представлять  нормальную  си- 
стему, то  мы  получаемъ  сл'Ьдуюшдя  уравнешя,  для  определешя  функщй 

Р,1    Р2<   Ур    ^2, 


<^2 
Л?. 


с)р, 


д(рх      д(рх   , 


+■  »1  т:  +  V*  77  =  -г.:  ~  <*\ :,:.  -г  <р2  —  , 


ТР1 


^2     .  **'/2  ^2 


*/•„ 


-г^т;  = 


дфх 


д*р. 


дл\       дх.. 


^^аг;-^^; 


(20) 


Если  возвратиться  къ  первоначальной  систем*  перем*нныхъ,  т.  е. 
заменить , переменную  1*\  ся  значением'!»  въ  прежней  переменной  />.,,  то 
уравнешя  (23)  и  (24)  даютъ  следующую  систему,  служащую  для  опре- 
деления функщй  Н  и  /^, 
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дН  дН  д!\  дГх 


Полученный  уравнешя  представляютъ  систему,  принадлежащую  къ  типу 
разсмотр'Ьнныхъ  нами  въ  предыдущей  глав*.  Соотв'Ьтствуюпця  имъ  урав- 
нен1я  въ  полныхъ  дифференщалахъ  им*ютъ  сл*дуюпцй  видъ 

Фв  — —  *>,Ф8  — Ф2</р4' 
ОбщШ  интегралъ  последней  системы  представляется  равенствами 

Н~  9ХРВ—  ^Р4=С2' 

где  Сг  С л9  С3  обозначаюп>  три  различный  произвольный  постоянныя 
величины.  Поэтому,  внутри  разсматриваемой  области  изм'Ьнешя  перем"Ьн- 
ныхъ,  функщи  Н  и  Гх  определяются  следующими  уравнешями 

^,  =  я,  Ои  ^  *Я'  *«'  Р*-Г<Р]Ря  +  Я>2РА)1  (27) 

где  Я  и  Л,  обозначаютъ    произвольный    функщи    входящихъ  въ  нихъ 

аргументовъ. 

Для  того,  чтобы  выполнить  вс*  требования  нашей  задачи,  функщя 

Я,  должна    удовлетворять    первому   уравнение  (19),  а  функщи  <р]}  ф2, 

рг  у)^  систем*  уравнешй  (20). 

Поэтому  мы  приходимъ  къ  следующему  заключенш: 

Производное    уравненге   (18).    для    котораго    существуешь    полный 

интегралъ  С.  Ли  второго  класса,  представляется  въ  смъдующемъ  видгъ 

Рх  +  ЪРя-Г-УгР*-'"11  (*х<  г2*  гз'  *4'  Л  +  РхРз  +  Рг^)™0' 
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гдгь  П — произвольная  функция,  а  остальных  фунщЫ  у>:,  у>2,  <р},  <р.2  и 
Рх  определяются  указаннымъ  кыше  образомъ,  при  помощи  первахо  урав- 
нения (19)  п  уравненш  (26) — (27).  Искомый  полный  интегрсичъ  опреде- 
ляется функцгей  Рх  и  двумя  различными  интегралами  системы  урав- 
ненш (25). 

Разсмотримъ,  наконецъ,  услов1я  существовашя  полнаго  интеграла 
С.  Ли  перваго  класса  даннаго  уравнетя  (18).  Этоп,  интегралъ  опреде- 
ляется тремя  функщями 

Рхч    Р2,    Р^, 

удовлетворяющими  слйдующимъ  услов^ямъ 

«1=  I  .    2.    3, 

(Гк.  *-,)  =  (>, 

к=\  ,  2, 

при  чемъ  функщя  Рг  связана  слЪдующимъ  образомъ  съ  Рх  и  Р2 
Пусть  им'Ьемъ  неравенство 


(29) 


Принимая  Рг  и  Р2  за  новыя  независимый  переменный  вместо  р2  и  р3, 
выводимъ  изъ  равенствъ  (2*)  следующую  систему  линейныхъ  дифферен- 
щальныхъ  уравненШ,  для  опред4лешя  функцш  Ф, 

4 


дФ 


дФ 


хл       дФ 
7    Г---  =  0, 

8=2  * 

\Н        дФ 


(30) 


гд"Ь  введены  обозначения 


х-{ЩУ  Н*:)-  *•-(*!)• 
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при  чемъ  скобки   показываютъ   результата  произведенной  замены  пере- 
мен ныхъ. 

Такъ  какъ  функщя  Ф  не  завысить  отъ   переменной  ;>4,  то   суще- 
ствуютъ  еще  сл*Ьдующ1Я  равенства 


^дХ,дФ 

\  — :  —  =  0 

1=2         4        ' 


^дГдФ 


&др4Лха' 


уд2вдФ_ 

1л  др.  дха  ~ 

Послйдтя  равенства  не  должны  давать  новыхъ  уравнешй,  отличныхъ 
отъ  (ЗО)-ыхъ,  и  представляютъ,  стало-быть,  сл1>дств1е  посл'Ьднихъ 
уравненШ.  Поэтому  получаются  следуюпия  равенства,  определяющая 
функщи   Х8.  Га,  2я, 


=  0, 


!   ^* 

дХ3 

^4 

дХ< 

дУ2 

^4 

дУ, 
дрА 

дУ, 
др4 

!  *ш 

у3 

г<    = 

о, 

у* 

г* 

у* 

1 

2* 

г>  ; 

^ 

Ъ 

2< 

дг2 

^4 

*. 

*; 

у* 

=  0. 

*> 

2, 

^4 

Все  определители  первыхъ  частей  написанныхъ  равенствъ  отличаются 
другъ  отъ  друга  только  элементами  первой  строки.  Поэтому  соотв*Ьтству- 
юнце  послгЬднимъ  определители-миноры  имеютъ  одни  и  те  же  значешя, 
который  назовемъ  соответственно  черезъ 

л,  В,  С, 

вводя  следуюгщя  обозначешя 

л=у3г4-у4г3, 
н=у4г,-у„г4. 

С=  У2%3      У3  2Г 
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Въ  силу  посл'Ьднихъ  обозначенШ,  предыдущая  три  равенства   представ- 
ляются соответственно  въ  сл4дующемъ  вид* 


А  — 2  +  В"-?  -+-  С~  =  О, 


дХ2 
АГ. 


_дХл 
'др\ 


ф4 


дГп 


-■'8  дГА 

Ф«  Ф>4  ^4 


ля. 


<?2„ 


д2А 


(31) 


Ф>4  ^4  *Ра 


На  основанш  свойствъ  определителей,  мы  имйемъ  два  тождества 

АГ2  +  ВГв  +  СГ4  =  0, 

А^+въ  +  сг^о. 


(32  > 


Дифференцируя  последтя  по  переменной  р4,  получаемъ  новыя  тожде- 
ства, на  основанш  которыхъ  последн1я  два  уравненш  (31)  преобразовы- 
ваются въ  следуюпця 

Чр^    гдр^    <д1\ 

-дрА         лор4         *Лр4 

Въ  силу  введенныхъ  выше  обозначенШ  А,  В,  С.  черезъ  величины  вс*хъ 
1\  и  2^  легко  вывести  следуюшш  два  уравнешя  изъ  двухъ  предыдущихъ 

дА       дВ       дС 

др4       ^4  __  ^4 
"А  ~   В  ~    С  " 


Эти  два  уравнешя  приводятся  къ  следующему  виду 

:0. 


()     1    Л         п 

—-  ш  — =  0. 


г)  .    В 

1(1  —  : 

*1\  С 


Интегрируя  наиисанныя  уравнения,  нахпдимъ 

А  =  (рх  (ж,,  х2.  хл,  .«,,  !<',,  К) -С.    I 
В  =  9>2  (хг  х.,.  хя,  х4,  I*',,  К,). С,    ] 


(33) 
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гд-Ь  д>1   и    <р2  обозначаютъ  дв*   лроизвольныя   функщи   входящихъ   въ 
нихъ  перем'Ьнныхъ  величинъ. 

Такъ  какъ,  въ  силу  неравенства  (29),  определитель  С  отличенъ 
отъ  нуля,  то,  на  основанш  полученныхъ  равенствъ  (ЗЯ),  первое  уравне- 
н1е  (31)  становится 

>)Х2  дХ3      дХ4 

или 

|-(„1х<+*,х1+х4)-о. 

Интегралъ  иосл4дняго  уравнешя  представляете  новое  равенство 

^  Х2  +  у2  2Г3 -}- Х4  =  р  О,,  зс2,  *3,  х4,  1*\,  1\)>  (34) 

гд*  #>  обозначаетъ  произвольную   функщю   входящихъ  въ  нее  перем'Ьн- 
ныхъ величинъ. 

Наконецъ,  на  основанш  уравнешй  (33)   и   условгя   С  2  0,   равен- 
ства (32)  даютъ  атЬдуюпця  уравяешя 

г.+*.г.+м;-.о.    [ 

^  +  ^^  —  9,^  =  0.     | 

Исключая  выраженья  Д"4,  1ГЧ,  #4,  определяемый  уравнен1ями  (34) 
и  (35),  изъ  системы  (30),  преобразовывает,  ее  къ  новому  виду 


дФ 

дх 


Р.      ИФ,[дФ  дФ\1Г,(дФ      „^*\у       п 

„  (дФ  ЙФ\    .    „  (дФ  дФ\      .. 

Въ  силу  неравенства  нулю  определителя  С,  выражешя,  въ  посл*днихъ 
двухъ  уравнешяхъ.  коэффициентами  при  которыхъ  служатъ  Г2  и  22, 
Г3  и  2.л,  тождественно  равны  нулю,  и  мы  получаемъ  такимъ  образомъ 
систему  уравненШ,  для  опред1иен1я  искомой  функщи  Ф, 
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дх1   '      дх4 

дФ  дФ      . 


дхл 

дФ 
дх.. 


1дх4 
дФ 


-*>Ч7Г°- 


(30) 


Такъ  какъ  лосл'Ьдшя  уравнешя  должны  представлять   нормальную 
систему,  то  функщи  у>,  <рг  и  д>2  должны  удовлетворять  тремъ  условшмъ 


д(рЛ. 
дх. 


дх4      дх^,        '*  дх. 


*+1 
*=1,  2, 


др.,          д<р2      ду.  ду>1 

—  Р,у;  — з 9>,  — =  0. 


дх. 


дхА      дх3 


Лх. 


(37; 


Наконецъ,  для  опред'Ьлешя  значенШ  функщй  Н,  Рг  и  Р2,  обра- 
щаемся къ  уравнешямъ  (34)  и  (35).  Возвращаясь  къ  первоначальной 
систем*  нерем'Ьнныхъ  р2  и  р3  и  внося  значения  всвхъ  Х#,  Уж  и  2г, 
получаемъ  изъ  посл'Ьднихъ  уравнений  следующую  систему  якоб1евскаго 
вида,  разсмотр'Ьннаго  въ  предыдущей  глав*, 


дН 

дРь 


дН 


дН 


+  9чу  +  9*ъ=* 


д1\   ,        д!\  дЪ\ 

дТГ^дрЛ^др, 


О, 


дР. 


дР» 


дР* 


:4-о>,  — -4-е»,       

Соответствующая  система  обыкновенных!)  дифференщальныхъ  урав- 
ненШ  становится 


с1р,      (1р,      ан     ЛР. 

(1и,  =  — -"  =  -  '=  — -  = 

9>1  Ч>2  V  () 


ЛР, 


Ц>  О  О 

Интегралы  последней  системы  представляются  въ  сл'Ьдуюшемъ  вид* 

*',  =  <>„  р,  =  с:г   н-^  =  сл. 

Рг  —  91Р*=С4*     Рг  —  <Р-гР1  =  Сь1 
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гд*  Сх,  С2,  С3,  С4,  Съ  обозначаютъ  пять  произвольныхъ  постоянныхъ 
величинъ. 

Поэтому  искомый  функщи  Я,  Ъ\  и  У2  выражаются  сл*дующимъ 
образомъ 

И=Ч>р4+П  (хх,  х2.  -г3'  *4»  ?2  —  ЪР**  Ръ  —  Ч>%Р*)* 

Ъ\  =  Щ    (хг,    Х2,    Хъ,    Я4,    Р2—  ?,/>4,    Р3  — Р^)' 

1\=  П{  (а-,,  я2,  *.,,  х4,  р2  —  ^р4,  рг  —  (р,2РА). 

гд*  Я,  Я,  и  Я2  обозначаютъ  три  произвольныя  функщи  входящихъ  въ 
нихъ  аргументовъ. 

Крон*  того,  чтобы  выполнять  вс*  требоватя  разсматриваемой  за- 
дачи, функщи  П1  и  Я2  должны  удовлетворять  первому,  второму  и  чет- 
вертому уравнешямъ  системы  (28),  а  функщи  ф,<рх,<р2  уравнешямъ  (37) 

Итакъ,  производное  уравненге  (1$)у  для  котораю  существуешь  пол- 
ный интегралъ  С.  Ли  перваю  класса,  представляется  въ  слъъдующемь  Ю4дп 

Рх  +  ФР*—11  Ор  а**  *3>  *4'  Р>  —  Ф\Р^  Р*  —  9шР4)  =  й* 

гдгь  Я — произвольная  фуккцгя,  а  остальныя  функцги  определяются  ука- 
занными выше  уравнениями.  Искомый  полный  интеграль  определяется 
обгьими  функциями  ?,,  ?2  и  интараломъ  системы  линейныхь  урав- 
ненш  (36). 

4.  Приведенные  выше  вычислешя  легко  распространяются  на  про- 
изводный уравнешя  С.  Ли  въ  пространств*  сколькихъ  угодно  изм*ренШ 
и  позволяютъ  составить  общШ  видъ  уравнеяШ,  доиускающихъ  полные 
интегралы  того  или  другого  класса. 

Пусть  им'Ьемъ,  въ  пространств*  п-\-\  изм*ренШ,  производное  урав- 
неше  С.  Ли 

Р[  +  Н  {х1%  хй,...хп,  /л„  Р3,...ри)  =  0.  (38) 

Полный  интегралъ  С.  Ли  д-аго  класса  иосл'Ьдняго  уравнешя  опре- 
деляется п — 1  функщями  въ  ннволющи 

ГР    ■*■  2'  "  '  '  л-  п-\> 

удовлетворяющими  сл*дующимъ  условшмъ 

(р1  +  Н[,Гк)  =  0, 

А-  =  I  ,  2 ....  »  -  1  , 

и  связанными  между  собой  зависимостями  сл*дующаго  вида 
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Предположи  мъ,  что  существу етъ  неравенство 


(39) 


Принимая  величины  1\,  1\, . .  .Ъ\_1_1  за  новыя  независимый 
перевгвнныя  вместо  р2,  р„,..  ■?,,_,,  составляемъ  сл-вдующую  систему 
линейныхъ  уравненШ,  для  опред'Ьлешя  всъхъ  функщй  Ф0 


<)Ф      ^,      дФ 

1  .«=2  '' 

0  =  1,  2,...н-у  -  I  , 

гд*  введены  слйдуюпия  обозначения 


(40) 


Х'"(^;)'  г--(  ф:г 


при  чемъ  скобки   показываютъ   результата    выполненной   замены   пере- 
мен ныхъ. 

Такъ  какъ  функцш  Ф.  не  зависятъ  отъ  иерем'Ьнныхъ  ведичинъ 

/;„_?4-1  •  /;и-^4-2 '  *  •  *  ^п1 

то  дифференцируя   предыдущая   равенства  по  посл'Ьднимъ  иередгЬннымъ, 
находимъ 


дХ     дФ 

=  0, 


V     г)}\     дФ 

*:-1,  2,...п-?~1, 

для  всЬхъ  значешй  *,  отъ  1  до  </. 


(41) 
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Посл'Ьдшя  равенства  не  должны  давать  новыгь  уравнений,  для 
определешя  функщи  Ф.  Поэтому  каждое  изъ  этихъ  равенствъ  должно 
являться  сл,Ьдств1емъ  посл*днихъ  п — ц — 1  уравненШ  (40). 

Начнемъ  съ  преобразовашя  1юсл*днихъ  уравненШ.  Назовемъ  че- 
резъ  Д  сл*дующШ  определитель 


Д  = 


л  12 

г** 


I,  п-  д 


2,  п-  д 


У  У  У 

н— д  —  1,  2       п  —  д—  1,  3"  *  "       м-у—  1,п— д 


и  черезъ  Дгк  обозначнмъ  определитель,  который  получается  изъ  но- 
сл*дняго  заменой  его  элементовъ  г-аго  столбца  соответственно  следую- 
щими величинами 

У  У  У 

Благодаря  введеннымъ  обозначешямъ,  последшя  н — ц — 1  уравне- 
шй (40),  принимая  во  внимаше  неравенство  (39),  или  Д^О,  преобра- 
зовываются къ  следующему  виду 


<)Ф    _      уДг,      дФ 


Такъ  какъ  равенства  (41)  должны  представлять  следств1я  послед- 
нихъ  уравненШ,  то  мы  получаемъ  следуюнця  равенства,  которымъ  удо- 
влетворяют!, функщи  Х8  и  Уи, 


П-^-| 


г.-1 

н  -  д  —  I 


пи       ,  .  /^       г* 


«Г, 


3,  г  4-1 


^„-У 


А-  =  I  ,  •>  , . .  .  д ,         а=-1,2,...н-у-1, 
1-1,  •>,... д. 


=  о, 


(»2) 


Вь  силу  свийствъ  определителей,  существуютъ  тождества 
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».-»- 


ДП. „_,+,- 2  Агкгя.,+,  =  о,  (43) 

для  всЬхъ  значешй  а,  отъ  1  до  п — 2 — 1,  и  значешй  А*,  отъ  1  до  ^. 
Дифференцируя  посл*дшя  тождества  по  перем*ннымъ 

получаемъ  рядъ  новыхъ  тождествъ,   на  основанш   которыхъ   уравнешя 
второй  строки  системы  (42)  преобразовываются  въ  сл1>дующ1я 


и/\  — 


V  йАг4 

\     Г  _"-  =  о 


0  =  1,  2 ....  п  -  7  —  1  . 


О-1) 


при  чемъ  А:  принимаетъ  значешя,  оп»  1  до  </,  и  ?,  отъ  1  до  и — г/ — 1. 
Система  п — ц — 1    уравненШ    (44)   линейна   относительно   п— д — 1 
величинъ 

<?А,*      _''А21^        ^Ап-?-^ 

Определитель,  составленный  изъ  коэффищентовъ  при  посл^днихг  вели- 
чннахъ  въ  разсматриваемыхъ  уравнешяхъ  равенъ  Д  и,  стало-быть,  от- 
личенъ  отъ  нуля.  Поэтому  уравнешя  (44)  даютъ 

при  чемъ  А  принимаегь  всЬ  значешя,  отъ  1  до  у,  и  I,  огь  1  до  я  — д — 1. 
Изъ  посл'Ьднихъ  уравненШ  выводятся  сл*дующ1я 

д      ,    Дг* 

/г/  •-—  ■-  О 


1  =  1  ,  2,... у, 

для  всЬхъ  значешй  >*,  отъ  1  до  п — г/  — 1,  и  />*,  отъ  1  до  ([. 
Интегрируя  посл'Ьдшя  уравнешя,  находимъ 

г=1,  2,...м  -у,         А-=1,  2,... ?,  ; 
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гд-Ь  ц>  гк  представляютъ  произвольный   функцш    входящихъ  въ  нихъ  ар- 
гументовъ. 

Поэтому  уравнешя  первой  строки  системы  (42)  становятся 


дХ 


п-д-\ 


дРп-.+4 


ИЛИ 


п  -д  —  1 


■*=.{*-*- 1***™)-*- 


*=1,  2,. ..7,        *  =  1,  2... 

Интегрируя  посл*дн!Я  уравнешя,  получаемъ 

п— у  —  1 


У»_,+*   —    2     *г*  Х,+1  ""  ?>*    («1»    Х*" 


*  =  1.  2,. ..у, 


(46) 


при  чемъ  рл  обозначать   проиавольныя   функцш   входящихъ  въ   нихъ 
иерем^нныхъ  величинъ. 

Наконедъ,  равенства  (43),  на  основанш   полученныхъ  выше  урав- 
ненШ (45),  даютъ  новыя  зависимости 


н-д- 


*  з ,  »  —  ц  4-  & 


-  2  ^..г-н-о. 


(47) 


На  основанш   полученныхъ   уравненШ  (46)  и  (47),  система  урав- 
ненШ (40)  приводится  къ  такому  виду 

6Ф     ,     V  дФ  1П~\?11Г  I      дФ         I     V  дФ  \  А 


0  =  1,  2,...  и-  7-1- 


Такъ  какъ  определитель  Д   отличенъ   отъ   нуля,   то   очевидно,   что  эта 
система  п—с1  уравненШ  преобразовывается  въ  следующую 
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дФ   ,   *л  дФ 


■•У.**; 


дХ}    &    **-»+* 


=  о, 


г)Ф 


+У»*; 


йф 


=  о, 


(4^) 


г  +  1        1??х  »  -1  +  * 

1=1,  2,.  ..п-?-1. 

ВслЪдсте  нормальности  последней   системы,  функщи  у>к,  угк  удовле- 
творяютъ  сл'Ьдущимъ  уСЛ0В1ЯМЪ 

Ъп        **,        Л/         д<рг.  ду>>     \  » 

^ ТГ~+1\9л'Ь; *«»лГ — ~  =  ' 


1  =  1,  2,...«, 


(49) 


при  чемъ  г  и  о  принимаютъ  всЬ  возможныя,  одновременно    различный 
значенш,  отъ  1  до  п — </— 1. 

Подставляя  дал*е  значенш  всЬхъ  функщй  Х8  и  Га  9  въ  уравне- 
шя  (46)  и  (47)  и  возвращаясь  къ  первоначальной  систем*  перемйнныхъ, 
мы  получаемъ,  для  опред*лен1я  функщй  Я,  Ъ\,  Ъ\>,-  -  -Рп__д_х,  сле- 
дующую систему  дифференщальныхъ  уравнений,  принадлежащихъ  къ  ти- 
пу уравнешй,  изсл'Ьдованныхъ  въ  предыдущей  третьей  глав*, 


дН  у  дН   = 


г~    1 

п  —  о  —  1 


дР 


А  =  1,2,...*. 


3—1,  2 , . . .  п  —  </  - 


Соотв*тствующ1я  линейныя  уравнешя  съ  частными  производными  одной 
функщи  /'  югЬютъ  ВИДЪ 


оГ 


п  —  я  —  1 


V 


«**>, 


*  =  1,  2, ...г/, 
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и  образуют!»  очевидно  якобгевскую  систему,  такъ  какъ  эти  уравнен!»  не 

зависятъ  отъ  производныхъ  -г^-,  а  коэффищенты  травнешй  не  заклю- 

чаютъ  иерем'Ьнныхъ,  но  которымъ  взяты  частныя  производныя  функцш  /! 
Поэтому  изстЬдуемая  задача  интегрирования  приводится  къ  систем*  урав- 
ненШ  въ  полныхъ  дифференщалахъ 

4=1 
г  =  1,  2,...и-*-1, 

е/^0  =  0,  0  =  1,  2,...и-«  — 1. 

Полная  система  интеграловъ  посл'Ьднйхъ  уравнешй  выражается  следую- 
щимъ  образомъ 

*«вСа'    *=1'    2,...П  — «— 1, 

9 

2 

я 

2 

г=1,  2%...п-д—  I  . 

Следовательно,  искомыя  функцш  им4ютъ  значешя 

*=1  *=1 


я-2^*р.-,+*™с»-г 


2*1**  —  ,  +  *'    ^3+2 
*  =  1  1  =  1 


^с  =  Яа^Р     *2-"*,Р    ^2  +  2^и^н-,  +  А-    Р*+%9»Рп-9  +  к>-- 


Я 
'Рп-д     I     2^»«-7-1,  *-Рп  — *  +  *)' 

с  =  ]  ,  2,...и-д-1, 

11 
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гд*  Я,  Др  Я2,...Яп-?-1  обозначаютъ  произвольный  функши  входя- 
щихъ  въ  нихъ  аргументовъ. 

Чтобы  удовлетворить  требовашямъ  задачи  функщи  Я5  должны  вы- 
полнять всЬ  указанный  выше  условия  инволющи,  а  вс*  функцш  <р  и  ф 
должны  определяться  системой  (49)-ой. 

Такимъ  образомъ  получается  сл*дуюпцй  результаты 
Производное   уравненге   (38),    для    которого    существуешь    полный 
интегралъ  С-  Ли  а-ахо  класса,  представляется  въ  слгьоующемъ  видгь 

*-.  I  *=1 

гдп»  Я  представляешь  произвольную  функцт  входящихь  въ  нее  аргу- 
ментовъ,  а  остальным  функцт  определяются  указанными  выше  уравне- 
нгями-  Искомый  полный  интегралъ  выражается  при  помощи  функцш 
.Р,,  1Л2, . . .  Ъ\__ч__х  и  д  различныхъ  интеграловъ  системы  уравненгй  (48). 
5.  Пусть  имйемъ,  наконецъ,  систему  ироизводныхъ  уравненШ  въ 
инволющи 

Рк+  Нк(х] ,  *2,  ...хн,  рш+1 ,  рш^, . .  .рп)  =  О,  |  0) 

*=1,2,...т.  \ 

Полный  интегралъ  С.  Ли  </-аго  класса,  при  условш,  что  д<м — т 
(см.  стр.  62),  определяется  и —  т  функщямн  въ  инволющи 

*\.  *'*.■■■*'—.' 
удовлетворяющими  уравнешямъ 

(Рк+Нк,  *',)  =  <),    | 

(51) 

*  —  1 ,  2 , . . .  т  ,     в  —  1  , . . .  н  —  т  ,  ) 

и  связанными  между  собой  следующими  зависимостями 

1=:1,  2,...?. 
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Предполагая  атЬдуюпцй  функщональный   определитель  отличнымъ 
отъ  нуля 


7)  ( _       * '        2 ,  *  *  *    _^Г_т  "*  *_  | 


принимаемъ  величины  1\,  1<\,. .  .Гп__т__ч  за  новыя  независимый  пере- 
менный вместо  />ш+1,  Рт+2>-  •  -Рп-д-  Ёъ  такомъ  случае  система  урав- 
нений, для  опред*лен1Я  функщй  Ф.,  становится 


дФ 


дФ 


(52) 


»  =  т  + 1 

*=1,  2,.  .т. 

*  =  т  +  1 

0  =  1 ,  2,. ..»  —  т  -  у, 


где  введены  следуюиця  обозначешя 

при  чемъ  скобки  им'вютъ  прежнее  значеше.   При  помощи  разсуждешй, 
аналогичныхъ  предыдущимъ.  составляются  равенства 

.  =  »  +  !     '—»  +  •        * 

Ь     дР.'.^дхГ    " 


9  =  М+1 


П--?  +  »  Л 


•  =1,  2,.    .у, 

который  должны  быть  следствиями   последних!»  и — т — ([  уравненШ   си- 
стемы (52). 

Не  вдаваясь  въ  подробности  вычисление,  который  весьма  немно- 
гимъ  отличаются  отъ  вычислешй  предыдущаго  м° — я,  мы  приходимъ 
къ  следующему  заключенш: 
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Система  производныхъ  уравненш  въ  инволюцт  (50),  для  которой 
существуешь  полный  интегралъ  С.  Ли  %-аго  класса,  представляется  въ 
слгьдующемь  видгь 


1=1  *  =  I 


1  =  1 


*  =  1,  2,...т, 


фь  Лр  Л2,...Ят  обозначают  произвольный  функцги  входящихъ  въ 
нихь  аргументов^  а  есть  ц>к.ц  д>1Г  9**---9п-»-ы  предстадляютъ 
функцги  перемгьнныхъ  величинь 

Хх,   Х.2%  .  .  .  Хпч    Г 19    Г21  •  •  •  -^п  —  т-д 

«I  удовлетворяютъ  уравненгямь,  которыя  вытекают*  изь  условгй  нор- 
мальности следующей  якобгевской  системы 


дФ 

дХ: 


'+у.  _^-  =  о 
<?Ф     .  V  дФ 

-+2Л' 

■4-»*         *^ 


ИХ, 

*-=1 


Лг. 


=  0, 


,    г  =  1,  2,.  .п-т  — д. 


(53) 


Функцги  Рг,  Г2, . .  .1\,_т_9  представляются  вь  видгь 

я 


•  =1 


4=1 
0  =  1,  2,...  я-»-  «1 


к)»*  Я^  обозначаютъ  произвольныя  функцги  входящихъ  въ  нихь  аргу- 
ментовь  и  кроме  тою  должны  удовлетворять  уравненгямь  (51)  и  условгю 
инволюцт  всгьхъ  фунКцш  1а.  Искомый  полный  интегралъ  определяет- 
ся совокупностью  пос.тднихъ  п—т—%  фуикцт  и  с?  различными  инте- 
гралами системы  уравнеш'й  (53). 
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6.  До  сихъ  поръ  мы  разсматривали  только  уравнешя,  которыя  не 
заключаютъ  переменной  г.  Пусть  им*емъ,  наконецъ,  уравнеше,  зави- 
сящее отъ  г, 

рх-\-Н(х^  х2,...хп,  г,  р3,  р„...рл)  =  0.  (54) 

Полный  интегралъ  С.  Ли  </-аго  класса  посл^дняго  уравнешя  опре- 
деляется  11  фуНКЩЯМИ  ВЪ   ИНВОЛЮЩИ 

удовлетворяющими  услов1ямъ  (см.  н°4,  второй  главы) 

*=1,  2,...», 

и  связанными  между  собой  следующими  зависимостями 

<  =  0.  1,  2, ...у. 

Предполагая  существоваше  неравенства 

составляемъ,  какъ  и  въ  прежнихъ  случаяхъ,  следующую   систему  урав- 
нешй,  которымъ  удовлетворяютъ  все  функщи  Ф,+р 

дф     ,   V1  ^   дФ    ,    ^дФ 

дх 


1  «  =  2  * 

Ь***дх9    >      «дг  ' 

а  =  2  3 

з  =  1,  2, ...м-9-1* 

где  коэффициенты  Х$,  У97  имеютъ  прежшя  значенш  и 


Легко    вывести,   при   помощи    вычисленШ,    аналогичныхъ    преды- 
дущими следуюпия  зависимости 
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п  —  д  —  1 

х»-,+*—  21  Рг*х,-и  =  ^ 

г  =  1 

х—  2  «ггхг+1  =  ^, 

г  =  1 
г  =  1 


(56) 


у,-  2  ^П.,+]=о. 

г  =  1 
*=1,2,...у,     а  =  1,  2.    .    п  —  ч-1\ 

гд*  обозначешя   д>гА,  <рг,  ^,   ^   представляютъ   ироизвольныя   функцш 
величинъ 

хг,  х2>  •  •  -  хн*  -,  х^,  .г2, . . .  -гп_у_г 

Наконецъ,  уравнешя,  определяющая  искомые  интегралы  Ф|.+1 .  ста- 
новятся 

аФ  ,  V  <?Ф        ,       <)Ф      п 


Ас 


с)Ф 

дх, 


*=1 


й-9  +  * 
(}Ф 


Ф      ,   V  дФ        ,       дФ      ^ 

г  +  1         ^  ^-"«  +  *  ^ 


г  =■  1  ,  2  , .  .  .  п  ~  у  -  1 , 


(Г)7) 


и  должны  представлять  якоСиевскую  систему. 

Возвращаясь  къ  первоначальной  систем*  иерем*нныхъ,  получаемъ 
изъ  равенствъ  (5(5),  поел*  нЬкоторыхъ  приведенШ,  следующую  систему 
уравненШ 

ш       п\^'      дН 


дрп_ч+к .    их 


Чл 


я-»-1 


<>// 


г  =  1  1-1  Г+ 


+  2^»-,+.  =  ^  +  ^ 


и  —  а  —  \ 


г  г:  1 
7 


п  —  у  —  1  л  т  т 

У  (л+,-^+2чгн/'.-,+|)-#,--в-  =  °. 


1-1 


<*А  +  1 


к  =  1  .  2 , . . .  7  .     3  --  1  ,  2 , . . .  п  -  ?  -  1  . 


(58) 


—  167  — 

Равенства  последней  строки,  а  загЪмъ  и  второй  преобразовываются,  въ 
силу  услов1я  (55),  въ  сл*дующ1я  уравнешя 

9 
г=1,  2,...п-д-1 , 

Какъ  легко  вид1>ть,  уравнешя  первой  строки  системы  (58)  удовлетво- 
ряются на  основаши  посл4дняго  значетя  функцш  Я.  Наконецъ,  уравне- 
шя третьей  строки  системы  (58)  даютъ,  при  помощи  интегрировашя, 


^с  =  Яо(*р  х.2,...хн,  *,  у2-Ь2«р1*А-в+*' 


ч 


ч  а 

1>з~^29^-'*^^.-<?+*,••  'Р*-«~2*«-«-1.  *&•-«+*)' 

*  =  1  *=1 

0  =  1,  2,...п  —  ъ  —  1, 

при  чемъ  Я0  обозначаютъ  производьныя  функции  входящихъ  въ  нихъ 
аргументовъ. 

Такимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  заключенно: 

Производное  уравненге  С.  Ли  (54).  заключающее  переменную  г,  для 
котораго  существуешь  полный  интеграль  С.  Ли  д-аго  класса,  представ- 
ляется въ  слгьдующемъ  видгь 

я 

при  чемъ  все  входящгя  функцш  определяются  указанными  выше  уело- 
вгями  и  формулами.  Искомый  полный  интеьрнлъ  выражается  при  по- 
мощи п — ц — 1  последнихъ  написанныхъ  функцш  Р0  и  Ч~\-1  различныхь 
интехраловь  якобгевской  системы  уравненш  (57). 

Полученное  уравнеше  отличается  отъ  прежнихъ  результатовъ  своей 
правой  частью  грл  которая  представляетъ  произвольную  функцш,  зави- 
сящую отъ  каноническихъ  перем'Ьнныхъ  второго  класса  только  черезъ 
посредство  функщй  2*'с.  Это  последнее  обстоятельство  находится  въ  гЬс- 
ной  зависимости  отъ  того,  что,  во-первыхъ,  разематриваемое  нами  урав- 
нен1е  заключаетъ  переменную  величину  г  и,  во-вторыхъ.  разематривае- 
мое интегральное  собраше  представляется,  въ  посл1>днемъ  случай,  сово- 
купностью п~-\  уравненШ,  зависящихъ  также  отъ  переменной  г. 
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Мы  не  станемъ  останавливаться  на  дальнЬйшемъ  нзсл4дованш  урав- 
ненШ,  допускающихъ  полные  интегралы  С.  Лн  того  или  другого  класса. 
Хотя  полученные  результаты  представляютъ  искомый  уравнешя,  при 
помощи  опредЬленШ,  выраженныхъ  въ  весьма  общей  форм*.  гЬмъ  не 
мен*е  найденныя  формулы  достаточно  разъясняютъ  нашу  основную  идею, 
что  полные  интегралы  С.  Ли  существуютъ  только  для  производныхъ  урав- 
ненШ  весьма  частнаго  вида.  Действительно,  какъ  легко  видеть,  всЬ  по- 
лученныя  нами  уравнешя  принадлежать  къ  типу  такъ  называемыхъ 
уравненгй  разд?ьляющихъ  перелиънныя  1).  Такимъ  образомъ  теор1Я  С.  Ли 
не  представляетъ,  для  насъ,  обобщешя  классической  теорш  дифферен- 
щальныхъ уравненШ  съ  частными  производными,  но  разсматрнваегь 
только  несколько  новыхъ  задачъ,  представляющихъ  аналопю  съ  зада- 
чами интегрировашя  частныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ.  Поэтому 
мы  будемъ  в-ь  нагаемъ  дальнЬйшемъ  изложенш  лишь  по  столько  касать- 
ся изсл'ЬдованШ  С.  Ли,  по  сколько  разсматриваемые  имъ  вопросы  по- 
служили къ  развитш  теорш  интегрировашя  дифференщальныхъ  уравне- 
нШ  съ  частными  производными. 


*)  Ср.  ЬпяскепгЫку.  -8иг  Гш^'дгаНоп  с1ез  бщаИопз   аих  (1ёпуеез  раг^еИев  Йи 
ргеппег  ог(1ге.  р.  75. 

(тоигяа!.  К.— Ье^опз  виг  Пп^еугаИоп  йез  е<1иа1юпз....  р.  152. 


ГЛАВА    У. 
Касательный  преобразовали. 

1.  Поверхностный  элемента  называется  еще  иначе  касательным 
элементомъ.  Какъ  говорятъ  касательный  элементъ  принадлежите  поверх- 
ности, кривой  или  точки,  если  онъ  определяется  точкой  послйдняго 
геометрическаго  м*ста  и  касательной  къ  нему  плоскостью,  проведенной 
въ  последней  точк*. 

Мы  говоримъ,  что  два  геометрическгя  мгьста  имйють  обпцй  каса- 
тельный элементъ,  если,  проходя  черезъ  одну  и  ту  же  точку,  оба  геоме- 
трически м*ста  им4ютъ  въ  ней  общую  касательную  плоскость. 

Аналогичнымъ  образомъ  два  геометричесюя  собрашя  поверхно- 
стныхъ  элементовъ  называются  касательными,  если  они  им*ютъ  общШ 
поверхностный  элементъ. 

Всякое  преобразоваше,  при  помощи  котораго  каюя-либо  два  каса- 
тельныхъ  собрашя  преобразовываются  также  въ  касательныя  собрашя, 
называется  касателънымъ  (или  тангенгпальнымъ)  преобразовашемъ. 

Посл*дн1я  поюгпя  распространяются  на  преобразовашя  въ  про- 
странствахъ  сколькихъ  угодно  изм*ренШ. 

Пусть  въ  пространств*  п  измйренШ  первм*нныя 

%\ч    ^2 1  •  "  •  %%>    2 1    Р\ч    Ро*  •  •  •  Рп 

обозначаютъ  координаты  поверхностнаго  элемента  какого-либо  геометри- 
ческаго собрашя.  Обозначимъ  новыя  переменный,  въ  которыхъ  пред- 
ставляется последнее  преобразованное  собрате,  черезъ 

х[,  х'^.-.х^  г',  р,',  Ра,...рж'. 

Въ  виду  того,  что  разсматриваемые  нами  поверхностные  элементы 
образуютъ  собрате,  то  опредЬляюпця  ихъ,  аналитически,  переменный 
удовлетворяютъ  равенству 

*-2  р,<ь9  =  о.  и) 


Х8    —    Л^      \%±  Ч      ■&)  1    ' 

••*„.    -,    Рх, 

/>,»• 

■Р„)- 

2  —  2  \х^,  х2 ,  . 

.*„,  е.  рг 

/>,"• 

••/»«). 

Р'.  =  Р,    (*1>    *:>>• 

.  .*„,  г,  рг 

Р.г. 

••О. 
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Такъ  какъ  преобразованная  къ  новымъ  нерем4ннымъ  система  поверх- 
ностныхъ  элементовъ  также  должна  представлять  геометрическое  собрате, 
то  новыя  переменный  должны  необходимо  удовлетворять  условш 


Чтобы  перейти  отъ  выражешя  разсмотреннаго  геометрическаго  собрашя 
въ  прежнихъ  перем'Ьнныхъ  къ  его  представлению  въ  новыхъ  перем*н- 
ныхъ,  т.  е.  чтобы  совершить  аналитическое  преобразоваше,  необходимо 
иметь  выражешя  перемЪнныхъ  одной  системы  черезъ  другую.  Предпо- 
ложимъ,  наприм*ръ,  что  новыя  переменный  выражаются  следую  щлмъ 
образомъ  черезъ  первоначальный  переменный 


(3) 


•  =  1,  2,. ..п. 

Такъ  какъ  прежшя  переменный  должны  въ  свою  очередь  выражаться 
черезъ  новыя  переменный,  то  поатЬдшя  уравнен1Я  (3)  разрешимы  отно- 
сительно всЬхъ  перем'Ьнныхъ  х,  ~,  р  и  даютъ  ихъ  значенья  въ  пере- 
м'Ьнныхъ х'8,  2,  р'8. 

Если  об*  системы  разсматриваемыхъ  перем'Ьнныхъ  удовлетворяют^ 
зависимостямъ  (1)  и  (2),  то  уравнешя  (3)  должны  для  этого  обладать 
определенными  свойствами,  который  легко  вывести. 

Равенства  (3)  условимся  называть  формулами  или  уравнениями 
преобразования  и  подразделять  ихъ  на  различные  классы,  въ  зависимости 
отъ  числа  уравнений,  которыя  даетъ  система  ('3)  между  одними  переменными 

Такъ,  если  результатъ  нсключешя  переменных^  рх ,  р2,- -  •  Рп  изъ  п-\-\ 
иервыхъ  уравненШ  (3)  приводить  къ  т  -}- 1  зависимостямъ  между  пре- 
дыдущими переменными,  то  определяемое  формулами  (3)  касательное 
иреобразоваше  мы  будемъ  называть  ш-<хто  класса. 

Наименыпнмъ  возможнымъ  классимъ  касательныхъ  преобразованШ 
является  очевидно  нулевой,  такъ  какъ  изъ  системы  п  +  1  уравненШ 
всегда  возможно  исключить  н  переменныхъ  и  получить  всегда  одну  за- 
висимость между  переменными  величинами  (4). 
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Наконецъ,  касательное  преобразован  1е  и-аго  класса  заключаете» 
п  +  1  различныхъ  зависимостей  между  переменными  (4),  который  выра- 
жаютъ  нрежшя  переменный  черезъ  новыя,  и  такимъ  образомъ  въ  раз- 
сматриваемомъ  ел  уча*  мы  имйемъ  дело  съ  такъ  называемымъ  точечнымъ 
преобразовашемъ  церем'Ьнныхъ. 

Введете  въ  анализъ  понятсй  о  касательныхъ  преобразовашяхъ  при- 
надлежитъ  Эйлеру.  ЗагЬмъ  Лежандръ  и  Якоби  пользовались  въ  своихъ 
изсл*дован1ЯХЪ  некоторыми  касательными  преобразовашями  частнаго  ви- 
да, когда  за  новыя  независимый  переменный  принимаются  прежшя 
частныя  производныя.  Наконецъ,  общая  теор1я  разематриваемыхъ  пре- 
образованШ  была  создана  трудами  С.  Ли  '). 

Сушествуетъ  несколько  способовъ  изложешя  основныхъ  предложе- 
шй  учешя  о  касательныхъ  преобразовашяхъ  2).  До  сихъ  иоръ  обы- 
кновенно считалось  наиболее  простымъ  изложеше  разематриваемой 
теорш  С.  Ли,  которое  было  дано  А.  Майеромъ.  Намъ  представляется 
однако,  что  соображешя,  лежащая  въ  основанш  изложешя  С.  Ли,  нозво- 
ляютъ  гораздо  проще  представить  изеледуемую  теорш,  ч4мъ  это  было 
сделано  А.  Майеромъ.  Легко  убедиться  въ  этомъ  изъ  последующихъ 
строкъ,  где  мы  будемъ  исходить  изъ  изученныхъ  выше  свойствъ  урав- 
ненШ,  нредставляющихъ  собрашя  поверхностныхъ  элементовъ. 

Пусть  формулы  (3)  иредставляютъ  касательное  преобразоваше,  на 
основанш  котораго  левыя  части  уравненШ  (1)  и  (2)  взаимно  преобразо- 
вываются другь  въ  друга,  такъ  что  существуете  следующая  зависимость 

л-2р.^#=6(л'— 2а&;).  (5) 

где  о  нредставляетъ   функцпо   иеременныхъ  величинъ  х[,  х'^...х^,  *, 

Р'^  Р'^-'-Рп- 

Написанное   равенство   является    основнымъ   въ   разематриваемой 

теорш  и  послужить  для  изучешя  свойствъ  формулъ  преобразовашя  (3). 

Исходя  изъ  носледняго  равенства  (5),  легко  представить  формулы  (3) 

въ  следующемъ  виде.  Для  симметричности  вычисленШ  обозначимъ  черезъ 


1)  8.  Ые.— Ве#гипс1ш1#  ешег  1пгапап1еп — ТЬеопе  йег  ВегиЬпш^з — ТгазГогша- 
Попеп  (МаИгешаИзсЬе  Аипа1еп,  В(1.  8,  8.  215). 

А*.  Ые  и.  Р.  Рпуе1.—Т]\еог\(!  (1ег  ТгапзГогтаИапз^гирреп.    АЪзсЬшИ  II,  8.  114. 

2)  А.  Мауег.—ВкесЬе  Ве^птс1ш1#  (1ег  ТЬеопе  (1ег  ВегйЬгипрз  — ТгапзГогшаНоиеп 
(Ма1Ьегаа1исЬе  Аппа1еп.  В<1.  8,  8.  304). 

О.  ЛагЪон. г. -Мето1ге  зиг  1ез  $о1и1юпз  зт^иИегез  (1ез  ёциаИопз  аих  (1ёп\ёез 
рагИеПез  йи  ргепиег  огёго,  р.р.  80,  250. 

О.  ВагЫшх.  8иг  Ге  ргоМеше  с!е  РЫТ  (Ви11е*т  Дез  8с1епсез  МаИштаИциез. 
I.  VI,  2-е  зёпе). 
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Ьр    §2^  •  •  •  §,,?    5П+Р    $п+2'  '  '  *  Зг*'    »2*  +  ) 

соответственно  наши  переменный 
и  загЬмъ  введемъ  обозначение 
соответственно  вместо  слйдующихъ  велнчинъ 

д.  ^--др  *>  — 6р!.---  — ^л-р  —  бРп' 

Благодаря  посл'Ьднимъ  обозначешямъ,  равенство  (5)  становится 

и   определяете   собрате   иоверхностныхъ   элементовъ   въ   пространств* 
2и  +  2  измеренШ. 

ОбщШ  видъ  собранШ  иоверхностныхъ  элементовъ  т-аго  класса  вы- 
ражается адЬсь  следующими  уравнешями  (ср.  стр.  17 — 18) 

ш 

^-2  ^«'2— •  +  <  +  !  —  Н' 
1  =  1 

__ дН дН   ■  (<) 

{=1,  2,...т,        4=1,. ..2и  —  ж  +  1, 

где  функщя  Д"  им*етъ  следующее  значеше 

т 

И  =  %<гчу.2п_т+1+1-<р, 
причемъ  ф.  и  ф  обозначаютъ  функщи  вс*хъ  перем*нныхъ 

§р    бо*1  •  '  •  »2п4-1" 

Въ  частномъ  случае  решеше  нулевого  класса  разсматриваемаго 
уравнешя  (6),  или  (5)-аго.  при  сохраненш  иервоначальнаго  обозначена 
переменныхъ,  представляется  въ  следуютемъ  виде 
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г=^(хх,  х2,-..хп,  г,  х[,  х'^...х'п), 

5  =  1,  2,...п, 

-5- 

Въ  силу  посл*дняго  значешя  а,  и  предыдущая  равенства  становятся 

Если  первое  изъ  написанныхъ  нами  уравненШ  разсматриваемаго 
рЬшен]я  представить  въ  сл*дующемъ  общемъ  вид*,  неразр*шенномъ  отно- 
сительно переменной  г. 

Ф(хх,  х2,. .  .#п,  лг,  х'х,  х'2,...х^,  *')  =  0, 

то  разсматриваемое   рЬшеше   нулевого*  класса   представляется   совокуп- 
ностью посл*дняго  написаннаго  уравнешя  и  схЬдующихъ  равенствъ 

дФ        дФ  дФ    .    дФ    , 


« 


1  =  1, 


дФ 


дФ 

Такимъ  образомъ  формулы  касательнаго  преобразовашя  нулевого 
класса  вполне  определяются  при  помощи  одной  только  функцш  Ф,  опре- 
деляемой уравнешемъ.  которое  называется  основной  формулой  преобра- 
зован1я. 

2.  Такъ  какъ  равенства  (3)  представляютъ  формулы  преобразован1я, 
при  помощи  которыхъ  уравнеше  (1)  преобразовывается  во  (2)-е,  то  фор- 
мулы (3),  совместно  съ  однимъ  новымъ  уравнешемъ,  определяющимъ 
соответствующее  значеше  множителя  а,  утождествляютъ  равенство  (5), 
представляя  его  решетя  и,  стало-быть,  должны  заключаться  въ  фор- 
мулахъ  вида  (7).  Какъ  и  раньше  въ-  предыдушемъ  н°,  относимъ  къ 
первому  классу  каноническихъ  переменныхъ  все  величины 
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и  ко  второму  классу  соответственно  перехгвнныя 

вводя  сл'Ьдуюцця  обозначен1я 

»  =  ],2,...н.      I 

Поэтому  равенство  (5)  принимаетъ  видъ 

(1г  =  2  /».  <Ч  +  **'  +  2  ?»  <Ц  •  (9) 


(в) 


•  =1 


Присоединяя  къ  уравнешямъ  (3)  еще  одно  новое  уравнеше 
определяющее  значеше  множителя  а  въ  ирежнихъ  перем*нныхъ  х9,  г,  рвщ 
получаемъ,  на  основанш  равенствъ  (8),  следующую  систему  уравненШ, 
представляющую  рЪшеше  уравнешя  (9), 


х,-*;  =  о,  я-у-о, 

*  '     о 

*=1,  2,...п, 

Е  —  а  =  0, 


(10) 


гд*  прежшя  выражешя  X ,  2,  Ря  и  функция  Я  представлены  вс*  въ 
прежнихъ  перемЪнныхъ. 

Какъ  доказано  выше,  въ  и°  2  второй  главы,  уравнешя,  опредйлягопия 
собрате  поверхностныхъ  элементовъ,  образуют!»  замкнутую  систему.  По- 
этому скобки  Вейлера,  составленныя  изъ  первыхъ  частей  уравненШ  (10), 
должны  уничтожаться.  Составляя  посл'Ьдюя  скобки,  мы  будемъ  обозна- 
чать прямыми  скобками  [...]  только  скобки  Вейлера,  распространяемый 
на  прежшя  переменный;  что  же  касается  остальныхъ  членовъ  разсмат- 
риваемыхъ  скобокъ,  которые  распространяются  на  новыя  переменный, 
то  мы  будемъ  вычислять  ихъ  непосредственно. 

Такъ  какъ  уравнешя  первой  строки  системы  (10)  зависятъ  отъ  г' 
и  новыхъ  переменных!»  только  одного  класса,  то  легко  видеть,  что  долж- 
ны существовать  (\тЬдующ1я  тождества 

[Хг  Х4]  =  0,  [X.,  Я]  =  0,  (11) 

для  всвхъ  раяличныхъ  значенШ  указателей  г  и  ^,  оп.  1  до  п. 
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Для  составлен!  я  остальныхъ  скобокъ,  зам4чаемъ,  что  существу ютъ 
слЪдуюпия  символическая  равенства 

(I   __   д      ,     о  й I    __  б  д 

Поэтому,  приравнивая  нулю  скобки  Вейлера,   составленныя  изъ  л*Ьвыхъ 
частей  уравненШ  системы  (10),  получаемъ  равенства 

[Х"  РЛ — Г"1;  {Х  -^  +  ^-^(Х'-<)  =  0' 
^  ^-4  1к  (Я-^  +  ^-Х  С*-') -о, 

Г>  _*«      р     

о  •      Г    ■*    I. 


[Р,,  -*у  +  -0  Лг>рк     0-  л, 


'  ** 


1     </             <и    <1 
,  _    _  р    г    ■**  _      р о 

"о  "<&■;    '"г "о*  <&'  -г<  — и' 

[X,  Л]-~^г  (Х-х')  =  0, 


[Я,  Д] +  ./,(*_.*')  =  О, 


^д1+-1-Хт(л-в)-2-Х-<й-в)+ 


Какъ  легко  вид*ть  им*ютъ  м*сто  сл*дующ1Я  тождества 

Л  ___  дХ^  (  1,8  =  *, 

■^;(л'.—  ^^Ъ  (1~  \  о,*1:Л 

</  _  АХ, 
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их 


дг 


й  д% 


(I  дР.  ([  дР. 


ах 


дг 


№ 


Л  дК 


Лг 


дК 


На  основанш  посл-вднихъ  тождествъ  и  въ  силу  зависимостей  (8), 
предыдупця  равенства  приводятся  къ  следующему  виду 


[*,.  ^1  = 


о,1 2*,  > 


_^,г  =  А-. 


[2?,  Р4]  =  -^, 


ОХ 

[г,  в]  =  1-    -с, 

(А* 


(12) 


для  всЬхъ  ра.чличныхъ  значенШ  указателей  /  и  А\  отъ  1  до  п. 

Получениыя  равенства  (11)  и  (12)  предетавляютъ  основныя  тож- 
дества, характеризуюшдя  собой  касательное  иреобразоваше  (3). 

Легко  видеть,  что  тождества  (11)  и  (12)  предетавляютъ  не  только 
необходимый  но  вм1>егЬ  съ  гЬмъ  и  достаточный  условш  для  того,  чтобы 
формулы  (3)  определяли    касательное  преобразование.    Въ  самомъ  д^л*. 
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данныя  тождества  (11)  и  (12)  иоказываютъ,  что  уравнешя  (10)  образу- 
ютъ  замкнутую  систему.  Стало-быть,  на  основанш  уравненШ  (10),  удов- 
летворяется равенство  (9),  или  (5)  (см.  стр.  42 — 44),  которое  и  предста- 
вляетъ  аналитическое  опредЬлеше  касательныхъ  преобразовашй. 

Отм'Ьтимъ  особенно  одинъ  частный  случай  касательныхъ  преобра- 
зовали, когда  соответствуклщя  формулы  преобразования  (3)  таковы,  что  все 
функщи  Х8  и  Р8  не  зависятъ  отъ  переменной  величины  г,  которая  вхо- 
дить только  въ  выражеше  функщи  2  въ  следующей  форм* 

2=Аг  +  Р{х1,  х2,...хп<  />р  /л2,...ря), 

такъ  что  п+  1-ое  уравнеше  системы  (3)  становится 

*  —  Аг  =  Ъ\ 

Такимъ  образомъ  переменныя  г1  и  г  входятъ  .всего  въ  одно  изъ  урав- 
ненШ  формулъ  преобразовашя  и  только  въ  одной  совместной  комбинащи 

г?  —  Аг. 

Поэтому  соответствующее  настоящему  случаю  первое  уравнеше  систе- 
мы (7),  которое  разрешено  относительно  переменной  *,  становится 


где  функщя  ц  не  завнсить  отъ  каноническихъ  переменныхъ  второго 
класса.  Такъ  какъ  остальныя  уравнешя  разсматриваемаго  собрания  не 
заключаютъ  переменныхъ  г  и  г,  то,  чтобы  равенство  (5)  уничтожалось 
на  основанш  носледнихъ  уравненШ,  необходимо  должно  существовать 
следующее  равенство 

1 

т.  е.  при  преобразовали  разсматриваемаго  частнаго  случая,  множи- 
тель в  Оолженъ  представлять  постоянную  величину.  Не  нарушая  общ- 
ности разсужденШ,  возможно  положить  А  равнымъ  единице,  такъ  какъ 
для  зтого  стоить  только,  вместо  г\  принять  величину  ~  г  за  новую 
переменную. 

Въ   разсматриваемомъ    частномъ    случае    формулы   (11)   остаются 
безъ  изменешя. 

12 


—  178  — 

Что  касается   равенствъ    яервмхъ  трехъ  строкъ   системы  (12),  то 
они,  въ  разсыатриваемомъ  предположены,    принимаютъ  сл*дуюпцй  видъ 


Ъ'Ъ)=[ 


■1,1  =  *, 


[г,  Рк1=-Р„ 
О»,,  р„)=о, 

для  всЬхъ  разлнчныхъ  значешй  указателей  /  и  к,  отъ  1  до  п. 

Наконецъ,  остальныя  равенства  системы  (12)  въ  настоящемъ  сту- 
ча* уничтожаются  тождественно. 

3.  Приведенный  выше  формулы  (7)  показываютъ,  что  уравневия 
касательнаго  преобразовашя  яг-аго  класса  определяются  вполн*,  при 
помощи  т  +  1  зависимостей  между  переменными  г,  г'  и  каноническими 
переменными  перваго  класса  какъ  первоначальной  такъ  и  новой  системы 
пврем4нныхъ  величинъ. 

На  носледующихъ  строкахъ  мы  разсмотримъ,  следуя  С.  Ли,  задачу 
составлешя  общихъ  формулъ  касательныхъ  преобразовали,  исходя  изъ 
н*сколькихъ  ихъ  данныхъ  уравненШ. 

Пусть  имйемъ  п-\-\  разлнчныхъ  функщй  въ  инволющи 

Хр  Х2,...Хя,  Я,  (13) 

зависящихъ  отъ  перем*нныхъ  величинъ  х1У  х2,...#п,  ■?,  рх,  р.2,...рп* 
Въ  такомъ  случай  югЬютъ  м*сто  тождества 

[Х„  Х4]  =  0,     [X.,  2]  =  О, 

для  всЬхъ  разлнчныхъ  значенШ  показателей  I  и  к,  отъ  1  до  п. 

Легко  показать,  что,  при  помощи  элементарныхъ  операщй,  всегда 
возможно   найти    и   функщй   прежннхъ    переменных!,   хх,   ж.,, . .  .л?п,  *, 

р    р        р 

удовлетворяющихъ  равенству  (5),  т.  е.  выполняющих!»  вс*  услов1Я  (12). 
Подставляя   въ   равенство   (Г>)  значешя,  получаемый  изъ  первыхъ 
м—1  данныхъ  уравненШ  (3), 
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д2  дТ, 


^1  д2  д%  >А  д% 


,      ^дХ,  дХ$  АдХ, 


г-1 


8=]  ,  2,...п, 

получаемъ  слйдующШ  результата 


Предполагая,  что  переменный  величины  #р  #2, . . .  хп,  я,  рх,  р2,. .  .рп 
не  связаны  между  собой  никакими  зависимостями,  мы  приходимъ  къ 
заключенш,  что  коэффищенты  при  ихъ  дифференщалахъ  въ  посл'Ьднемъ 
тождеств*  должны  уничтожаться.  Такимъ  образрмъ  получается  атЬдуюгщй 
рядъ  новыхт,  равенствъ 


<)2        »        дХл        1 


Ог 


Ох 


дг 


■  У\р  -     =  — 

~      '    <)Х  б 


дХ        »        дХч 


1=1  ,  2, ...п. 


(11) 


Исключивъ   множитель  о  изъ   нервыхъ   п  -\- 1    равенствъ,   получаемъ  ч 
сл'Ьдующихъ  равенствъ 


ах 


(1.г 


г  .=  1  ,  2  , ...  и 


(15) 
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Легко  показать,  что  въ  сиистем*  2п  уравненШ,  образованные  сейчасъ 
полученными  п  равенствами  (15)  и  «  последними  равенствами  (14). 
существуютъ  только  п  различныхъ  между  собой  уравненШ.  Въ  самомъ 
д4л4,  мы  имЪемъ  п  следующихъ  тождествъ 


[г,  х4]-2Р,[х„  х,]=о. 


»—1 


Поел*  раскрытия  скооокъ  Вейлера  и  приведен1я,  написанныя  тождества 
приводятся  къ  виду 


<ык1дг 


дХ, 
~дг. 


г\орг     &    'орг1 


*=1,    2,..    )|. 


(10) 


Легко  видеть,  что,  вследствхе  условШ  инволющи  функщй  (13),  по 
меньшей  мере  одинъ  изъ  определителей  и-аго  порядка  следующей  ыат- 
риссы  долженъ  быть  отличнымъ  отъ  нуля  ]) 


АХ,      АХ, 


Ахх      Ах» 

ах2    ах2 

(1л\       Ах, 


ах. 


Лха 


с1Хх 

0Х} 

дХ, 

«ЭХ, 

Ах 

п 

"^7 

~<)р.. 

■  *^: 

ах2 
Тх~ 

йХ1 
0})х 

дХ, 
др.. 

дХ, 

Ох 

п 

дХ 

п 

д1*. 

•  -г"    ! 

Поэтому  равенства  (10)  иредставляютъ  п  различныхъ  уравнений 
относительно  выраженШ,  иредставляющихъ  л^выя  части  уравненШ  си- 
стемы, состоящей  изъ  последних!»  //  уравненШ  (14)  и  уравненШ  (15). 
Следовательно,  изъ  последней  системы  уравненШ  только  п  различны 
между  собой,  остальныя  же  п  уравненШ  уничтожаются,  на  основанш 
предыдущихъ,  въ  силу  зависимостей  (10). 

Кроме  того,  вследств1е  неравенства  нулю  но  меньшей  мере  одного 
изъ  упомянутых!,  определителей  матрпссы,    становится  очевиднымъ,  что 


Г)  См.  Е.  (Лоигаа!. — Ьм;ои^  $иг  Пп1^га1кт...  р. р.  271,  210. 
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соотв*тствующ1Я  ему  н  различныхъ  уравненШ,  разсматриваемой  совокуп- 
ности постЬднихъ  п  уравненШ  (14)  и  уравненШ  (15),  разрешимы  отно- 
сительно величинъ 

Р     Р         Р 

и  даютъ  ихъ  значены,  который,  совместно  съ  данными  функщями  (13), 
опред4ляютъ  касательное  преобразоваше. 

Такимтэ  образомъ,  по  даннымъ  п  +  1  функщямъ  въ  инволющи,  при 
помощи  элементарныхъ  онеращй  дифференцировашя  и  алгебраическаго 
р-Ьшешя  линейныхъ  уравненШ,  определяются  новыя  п  функщй,  который, 
совместно  съ  данными  функщями,  удовлетворяютъ  зависимостямъ,  выра- 
женнымъ  равенствами  (11)  и  (12). 

Какъ  эти  послйдшя  зависимости  такъ  и  только  что  разрешенная 
задача  разыскашя  упомянутыхъ  функщй  представляютъ  полную  аналоги) 
со  свойствами  канонической  системы  интеграловъ  каноническихъ  диффе- 
ренщальныхъ  уравненШ  и  съ  задачей  разыскашя  общаго  интеграла  по- 
следней системы  по  половинному  числу  ея  интеграловъ  въ  инволющи. 
Къ  этимъ  послйднинъ  вопросамъ  намъ  придется  возвратиться  на  послй- 
дующихъ  странидахъ  нашего  изслйдоватя. 

Возьмемъ,  наприм"Ьръ,  сл4дующ1Я  уравнешя 

х\=хх1  хг~Рл->  хъ  =  хъ> 
^=^  —  (х1  +  х2)Р2- 
Такимъ  образомъ  въ  разсматриваемомъ  случай  мы  имйемъ 
Х]=х1,  Х2  =  р2,  Х^хг? 

при  чемъ  соотв*тствую1щя  услов1я  (11)  удовлетворяются  тождественно. 
Въ  настоящемъ  случай  п  иоатЬднихъ  уравненШ  (14)  и  уравнешя  (15) 
образуютъ  систему  шести  уравненШ,  изъ  которыхъ  три  уничтожаются 
тождественно,  а  остальныя  три  даютъ  сл4дующ1я  равенства 

хх  +  х2  +  Р2  =  О , 

Поэтому  три  остальныя  искомыя  уравнения  разсматриваемаго  касатель- 
наго  преобразовашя  становятся 
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Р!=Р1—Р2,     !»«  =  *!—*».    Р3  =  ^3- 


4.  Пусть  им'Ьемъ  т  различныхъ  функщй,  выражевныхъ  въ  преж- 
ней систем*  переы'Ьнныхъ, 

г  =  1,  2,...  т. 

Назовемъ  соответственно  черезъ 

КЫ  х*>---хт*  *'*  Р'\*  Ра»  •••!>»)> 

значешя,  которыя  принимаютъ  функщй  (17)  въ  новыхъ  перевгЬнныхъ. 
Такимъ  образомъ,  на  основанш  формулъ  касательнаго  преобразовашя  (3), 
нм^ють  м^сто  слЪдуюпця  тождества 

Гг(х1Ч  х„...хп,  г,  р1%  р„...рл)  = 

=  2г;(х1,  х2,...х,  «рр  р2,...рй). 

Поэтому,  составляя  скобки  Вейлера  для  какой-либо  пары  функщй  Рз  и  &а1 
иолучаемъ,  на  основанш  изв'Ьстныхъ  формулъ  *),  следующее  равенство 

№..  Ш  =  2  2  о  (^ )  [х„  х,]  +  2  о  {Щ%)  IX,,  2] 

гд4  суммироваше  распространяется  на  всЬ  различный  значешя  я  и  о, 
отъ  1  до  п. 

Въ  силу  свойствъ  касательныхъ  преобразовали,  выраженныхъ  усло- 
В1ями  (11)  и  (12),  последнее  равенство  становится 


*)  См.  мое  сочниеше    п06ъ    интецмроваит   уравнсмй  съ  частными  производ- 
ными".... стр.  -И». 

К  Ооигяа!.— 1,е<;оп8  $иг  ГшЪ'^гаТюп...  р.  276. 


—  183  — 

[*;,*■,]-—[*•;,*;]  (18) 

о 

и  показываетъ,  что  скобки  Вейлера,  составленныя  для  каждой  пары  дан- 
ныхъ  функщй  (17),  обладаютъ  свойствами  ннваргатпности  по  отношенш 
къ  касательнымъ  преобразовашямъ. 

Полученное  равенство  приводить  къ  весьма  важному  заключенно,  что 
замкнутая  система  производныхъ  уравненгй  С.  Ли  преобразовывается,  при 
помощи  касательныхъ  преобразованы,  тоже  въ  замкнутую  систему  про- 
изводныхъ уравненгй  С  Ли;  такимъ  же  образомъ  нормальная  система 
преобразовывается  тоже  въ  нормальную  систему. 

Возьмемъ  следующую  замкнутую  систему  линейныхъ  уравненШ  съ 
частными  производными  одной  функщй  {  по  независимымъ  перемЪн- 
нымъ  хх,  *2,...*я,  г,  р1Ч  р2,...рй 

[^/]  =  о,  1  (19) 

г=1.2,...т,     ) 

гд*  всЬ  функщй  Тг  находятся  между  собой  въ  инволющи.  Преобразо- 
вываемъ  последнюю  систему  къ  новымъ  перем-Ьннымъ  х[,  22,...#н',  г\ 
р,\  Р21  •••?*.  ПРИ  помощи  формулъ  касательнаго  преобразовашя  (3). 
Назовемъ  соответственно  черезъ  Р'г  и  /"  значешя  функщй  Ъ\  и  [  въ 
новыхъ  перем*нныхъ.  На  основанш  предыдущаго,  легко  видеть,  что  си- 
стема уравнешй  (19)  преобразовывается  въ  следующую  систему  урав- 
нений, видъ  которой  аналогиченъ  предыдущему, 


[*-;,  п-о, 


Г .1-0,  I 

1,  2,...»и.       ) 


(20) 


Наконецъ,  въ  силу  равенства  (18)-аго,  становится  очевиднымъ,  что 
каждый  интегралъ  системы  линейныхъ  уравненгй  (19),  будучи  преобра- 
зован^ при  помогли  формулъ  касательнаго  преобразовангя  (3),  стано- 
вится, въ  новыхъ  перемпнныхъ  х8,  г\  р'к,  интеграломъ  системы  уравне- 
ний (20).  Поэтому,  система  мъеколькихъ  интеграловъ  въ  инволюцги  урав- 
нгнгй  (19)  представляет^  въ  указанныхъ  новыхъ  перемгънныхъ,  тоже 
•систему  интеграловъ  въ  инволюиги  преобразованныхъ  уравненгй  (20). 

Предыдугщя  разеуждешя  приводить,  наконецъ,  къ  следующему 
заключению: 

Пусть  имчъемъ  замкнутую  систему  производныхъ  уравненгй  С.  Ли 

КД*,,  *2,...*п1  *,  РрР2,...ря)  =  0,   | 

>  •  =  1  ,  2  , . . .  »я  ,  I 
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которую  преобразовываёмъ  къ  новымь  перелиъннымъ,  по  форму ламг  каса- 
тельныхь  преобразований  (3).  Въ  такомъ  случать  очевидно,  что  каждог 
полное  интегральное  собрате  данныхь  уравненгй  (21)  преобразовывается, 
при  помощи  тгьхь  же  формулъ  касательнаго  преобразоватя,  въ  полное 
интегральное  собранье  преобразованной  систем*  производныхъ  уравненш. 

При  этомъ  однако  сгЬдуетъ  обратить  внимаше  на  то  обстоятель- 
ство, что  классъ  полныхъ  интегральныхъ  собрашй  С.  Ли  вообще  изме- 
няется, при  замени  перем'Ьнныхъ,  связанныхъ  между  собой  формулами 
касательныхъ  преобразовали.  Въ  самомъ  д^тЬ,  классъ  преобразованнаго 
интегральнаго  собрашя  зависитъ  не  только  отъ  класса  первоначальнаго 
собрашя,  но  также  и  отъ  класса  разсматриваемаго  касательнаго  пре- 
образовашя. 

Пусть  им'Ьемъ,  наприм1фъ,  уравнеше 

р^^м+р^о-  (22> 

Преобразовываемъ  его  по  сл-Ьдующимъ  формуламъ  касательнаго  пре- 
образовашя 

х[  =  х{,     *:2  =  х2,     <=Р3.     г'  =  г  —  х3р3, 

Р[=Р^     Р-2  =  Р2>     Ръ  =  хъ- 
Разсматриваемое  уравнете  становится 

Р'г-г -*'М-**У  =  0  (23) 

'и  имЪетъ  сд'ЬдующШ  полный  интегралъ  Лагранжа 

Х\  ~  С  1 

или  полное  интегральное  собрате  С.  Ли  нулевого  класса,  составленное 
изъ  уравнешя  (23)  и  трехъ  сл'Ьдующихъ 

х[ , -7  =  С, ,     р'  —  .г.;  =  Ся>     /—  х'[р'  —  х')  —  хьРь  =  С:Г 

/>2  —  х* 

Возвращаясь  къ  прежнимъ  перем'Ьннымъ,  приводимъ  последнюю  систему 
къ  совокупности  уравнешй  (22)  и  сл'Ьдующихъ 

Л  —  «-_.;  =С1>    -'з  — •г2  =  с2»    *  —  *«(Р*+Р*)  =  Сь- 


—  185  — 

Носл*дтя  равенства   определяют!»   сл&дующШ  полный  интегралъ  С.  Ли 

перваго  класса 

хл 


"2 


1*Т^        Х*—Х*-\-С*- 


х- С, 

Для  второго  примера  возьмемъ  следующее  уравнете 

р  + ^  ~  2Х^)Р*  +  '-Ъ+'ш'ЬРп  =0  (,4) 

х\  Рл  х\ 

Последнее  уравнете,  при  помощи  формулъ  касательнаго  преобразоватя 

Ух  =  хх,  х!2  =  Р„  хг  —  хг^  *'  — *  — *я/>2,  Р[=Р\    Р*  =  —Хг<  Ръ^Рг* 

приводится  къ  следующему  виду 

(г  ~\-  х!7 р' ) х'        г  —  г.; х ' 
р  -г  — г  .^-±  -I т1^  =  0.  (25) 

Х1Р*  '  *. 

Полное  интегральное  собрате  нулевого  класса  посл*дняго  уравнетя  пред- 
ставляется совокупностью  уравнения  (25)  и  трехъ  следующихъ 

-*;л-ср   х;(1  +  Д)-^  (^^  +  '^-о5-с„     (26) 

которыя   опред^ляють    сл4дующШ    полный    интегралъ    Лагранжа   урав- 
нетя (24) 


с,  К 

С,*,  +  ЦСЛ 

1  п 

~х[-Сг 

х'\ 

1  ч 

Обратная  замена  иерем*нныхъ  преобразовываетъ  уравнете  (25)въ(2  4) 
и  найденное  полное  интегральное  собрате  нулевого  класса  въ  собрате 
перваго  класса  уравнетя  (24),  представляемое  совокупностью  этого  по- 
следний) уравнетя  и  трехъ  ел1иующихъ, 

которыя  опредйляють  полный  интегралъ  Г.  Ли  перваго  класса  даннаго 
уравнетя  (24) 


'•А 


х,       +6-   ^=а-х,- 
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Разсмотримъ,  наконецъ,  следующую  систему  уравненШ 

(2~ХаР±У  Х±    Ра 

Формулы  касательнаго  преобразовашя 

Х\ Х\->    Х2 Х2 '    ^8  ==  ^3 ч    ^4  ~         ^4 '    2   =  г         ^4   Ра  ' 

Р,'в?р  ^—  ^2»    Рв—Р»»  Л™*4» 

приводятъ  уравнешя  (27)  къ  следующему  виду 

'в  .' 

Р,'  +  Аг=о,   ,;—^,;-о.  (28, 

Эти  посл4гдшя  уравнешя  им*Ьюта  полный  интегралъ  С.  Ли  перваго  класса 

1  -_  с« 

'""(ГТ*'"1-''  *4~*Т 

°2      ' 

Соответствующее  полное  интегральное  собрате  представляется  совокуп- 
ностью уравненШ  (28)  и  слЪдующихъ 


1         х\  р\        г'  хч 

•ш/ — Г    2  *         /-.'       '  «'2        ~  л/ — Т 


Г4     '  *2  ~  0|  >      77=Г   =  *Л>  >      "Т7"  "I         ^2  Ь  ^Т^^  =  ^3 " 


Совершая  обратную  замену  перем-Ьнныхъ  получаемъ  данныя  уравнешя 
(27)  и  слЪдукпщя 

я  —  хА  -рл  1  ^!  рх 

—  Р±  *хэ   —  С,  ,  ,,-  —      =•  С, , \- гг,  Л- 

4  2  !  Урх  2  *~  *4Р4  (*  —  Х<РАУ 

(,_  х4р<)Хг_^ 

У/Л 

представляю1щя  полное  интегральное  собрате  С.  Ли  нулевого  класса 
данныхъ  уравненШ  (27).  Результата  исключенья,  изъ  послЪднихъ  трехъ 
уравненШ,  величинъ  р{  и  р4  приводить  къ  полному  интегралу  Лагранжа 
системы  (27) 


V** 
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4*4       , 


^3  ^Г  С2  Х2 


Въ  приведенных!,  прим'Ьрахъ  мы  совершали  касательныя  преобра- 
зовали, чтобы  указать,  какъ  видоизменяется  классъ  полныхъ  интеграль- 
ныхъ  собранШ,  при  преобразованы  переменныхъ,  связанныхъ  между  со- 
бой формулами  касательныхъ  преобразовали. 

Само  собою  разумеется,  что  приходится  возвращаться  къ  раз- 
смотр*Ьнному  случаю  преобразовашя  интегральнаго  собран1я  всякШ  разъ. 
когда  мы  преобразовываемъ  полный  интегралъ  Лагранжа  какого-либо 
уравнешя  съ  частными  производными  перваго  порядка.  Действительно, 
пусть  им*емъ  дифференщальное  уравнеше  съ  частными  производными 

Г  (х[,  х'„  .  . .  <,  г',  р[%  р^..  .р^)  =  О 

и  его  полный  интегралъ  Лагранжа 

г'=Г(х'г,  х!2,...х^  Ср  С2,...СП). 

Чтобы  получить  отсюда  полный  интегралъ  уравнешя,  въ  которое  пре- 
образовывается данное  уравнеше  заменой  входящихъ  въ  него  переменныхъ 
черезъ  яр  .г2, . .  .  #п,  гл  рх,  р2, . .  .рп,  при  помощи  формулъ  (3),  мы  пре- 
образовываемъ къ  новымъ  неременнымъ  не  только  данный  интегралъ 
изсл*дуемаго  уравнешя,  ной  его  первыя  производный  уравнешя  по  пере- 
меннымъ  х'х,  х'2, . . .  х^.  Такимъ  образомъ  задача  приводится  къ  преобра- 
зование полнаго  интегральнаго  собрашя  С.  Ли  нулевого  класса.  Поэтому 
классъ  того  собрашя,  которое  получается  въ  результате  преобразовашя 
переменныхъ,  зависитъ  отъ  класса  разсматриваемаго  касательнаго  пре- 
образовашя и  вообще  отличенъ  отъ  нулевого.  Следовательно,  исходя  изъ 
полнаго  интеграла  Лагранжа  даннаго  уравнешя,  мы  не  имеемъ  вообще 
возможности,  при  помощи  касательныхъ  преобразованШ,  найти  полный 
интегралъ  Лагранжа  преобразованнаго  уравнешя. 

Съ  другой  стороны,  какъ  мы  видимъ,  въ  последнемъ  изъ  приведен- 
ныхъ  примеровъ,  касательныя  преобразовашя  даютъ  въ  некоторыхъ  слу- 
чаяхъ  способъ  получать  интегралы  классической  теорш  дифференщаль- 
ныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  перваго  порядка  одной  не- 
известной функцш,  исходя  изъ  интегральныхъ  собранШ  С.  Ли.  Въ  этомъ 
отношенш  наилучшШ  примеръ  представляетъ  известное  обобщенное 
уравнеше  Клеро 

*  =  *Р+т  +  Г(р,  0)  (29) 
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гд*Ь  (  некоторая,  какая  угодно  функщя  перем*нныхъ  р  и.  ^^  Вводя  но- 
выя  переменный,  по  формуламъ  касательнаго  преобразовашя 

х'  =  Р,  У=-<Л  г'  =  г  —  хр  —  у(1,р'=.  —  х,  </'=  —  «/, 

преобразовываемъ  данное  уравнеше  къ  следующему  виду,  въ  форм* 
функциональной  зависимости, 

*'«Л*\  у).  (30) 

Легко  разрешить  следующимъ  образомъ  последнее  равенство,  разсматри- 
ваемое,  съ  точки  зрЪшя  С.  Ли,  также  какъ  производное  уравнеше.  Исклю- 
чая  значете  дифференщала  Лз\ 

^^дх'^  +  О,/*1^ 
изъ  услов1я  соединенности  поверхностныхъ  элементовъ 

<1.?' =  2>' с1х' +  <]' (1у\ 
получаемъ  равенство 

Последнее  равенство  имеетъ  три  различных!»  решешя.  Первое  изъ 
нихъ  следующее 

х'=СГ     //-С2, 

где  Сх>  С2 — две  произвольный  постоянный  величины.  Второе  решете 
им*еп>  видъ 

^-5  +  («'-^)у/(^-0' 

где  <р  (х1)  представляетъ  произвольную  функщю.  Ыаконецъ,  третье  ре- 
шете представляется  сл'Ьдуюишмъ  образомъ 

/  =  -"/      <'=-? 
*'         Ох' '     <1        <);/  ' 

Соответственно  иоеледннмъ  решешямъ,  мы  получаемъ  три  различныхъ 
р*шен1Я  преобразованная  уравнения  130).  Первое  изт>  выше  найденныхъ 
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р-ЬшенШ  приводить  къ  полному  р'вшенш   второго  класса  уравнешя  (30) 

-'  =  /*(С,,  С2),    х'  =  С1,    у'=С2. 
Второе  р'вшеше  представляется  въ  сл'Ьдующемъ  вид* 
*'-А*\  <р(х')),     »'-*(*'), 


*-{<-%)*•<»■ 


Если,  иаприэгЬръ,  положить  въ  последнем!»  р*шенш  у  (х)=Сх'+  С\ 
гдЬ  С',  С — две  произвольный  иостоянныя,  то  мы  получаемъ  полное 
р'Ьшеше  С.  Ли  перваго  класса  уравнешя  (30).  Наконецъ,  последнее  р*- 
шеше  уравнешя  (30)  представляется  въ  виде 

/  =  Я*',У),    р'-^,    *'-$. 

Совершая  обратную  замену  перем'Ьяныхъ,  мы  находимъ.  соответственно 
пзъ  приведеннаго  выше  перваго  рЪшешя  иреобразованнаго  уравнешя. 
полный  интегралъ  Лагранжа  даннаго  уравнешя  (29) 

е=Схх-гС$-т№Л1  С2). 

Второе  р*шеше  уравнения  (30)  приводить  къ  общему  интегралу  урав- 
ненхя  (29) 

*  =  .г/>  +  //'/-г  Нр,  7)- 


:  *'(/>)« 


Ор 


(,+*),■(,)-.. 


где  р  и  (\  представляютъ  переменные  параметры.  Наконецъ,  последнее 
р1>шен1е  уравнешя  (30)  даетъ  особенный  интегралъ  обобщеннаго  урав- 
нешя Клеро 

()р  0(] 

гд*  р  и  7 — переменные  параметры.  Такимъ  образомъ,  какъ  следуетъ 
также  н.ть  нашихъ  предыдущихъ    изследованШ.   относительно  существо- 
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ваш  я  поляыхъ  интегральныхъ  собранШ  С.  Ли,  обобщенное  уравнен1е 
Клеро  не  им4етъ  полныхъ  интеграловъ,  отличныхъ  отъ  нулевого  класса, 
и  все  интегральный  собрашя  различныхъ  классовъ  преобразованная 
уравнешя  (30)  переходятъ,  при  помощи  касательныхъ  преобразованШ, 
въ  р+>]пен1Я  нулевого  класса  обобщеннаго  уравнешя  Клеро. 

Въ  своихъ  изслЪдовашяхъ  С.  Ли  не  останавливается  на  сравненш 
между   собой   преобразованныхъ   интегральных!,  собранШ,   не  различая 
ихъ  по  классамъ.  Съ  точки  зр'Ьшя  С.  Ли.  полныя  интегральный  собравия 
различныхъ  классовъ  являются  совершенно   эквивалентными  аналитиче- 
скими элементами.  Устанавливая  однако  въ  нашемъ  изсл-Ьдованш  суще- 
ственное различ1е  между   интегралами  Лагранжа  и  С.  Ли,   намъ  прихо- 
дится такдае  принимать  во  внимаше  классы  разсматриваемыхъ  интеграль- 
ныхъ собранШ  въ  обеихъ   системахъ   нерем*нныхъ,   связанныхъ  между 
собой  формулами  касательныхъ  преобразованШ.  На  это  последнее  обстоя- 
тельство я  им'Ьлъ  случай  указывать  въ  своемъ  сочиненш  „  Обь  интегри- 
ровании урапненгй  съ  частными  производными  перваго  порядка  одной  не- 
извгъстной    функции    и   въ   двухъ    сообщешяхъ    Парижской    Академш 
Наукъ  1)  „СопяШгаНот  тг  /&>  (гаь-аих  Ле  М.  М.  8.  Ые  е1  Л.  Мауег*, 
по  поводу  такъ  называемаго  усовершенствовашя  С.  Ли  способа  интегри- 
ровашя  Якоби — Майера   уравненШ  съ  частными   производными  перваго 
порядка  одной  неизвестной  функщи.  Въ  посл1>дующемъ  изложенш  намъ 
придется  возвратиться  къ  этому  последнему  вопросу  съ  более  общей  точ- 
ки зр'Ьшя. 

5.  Гурса  2)  разематриваетъ,  какъ  приложеше  теорш  касательныхъ 
преобразованы,  известный  способъ  А.  II.  Коркнна  интегрировашя  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  перваго  порядка 
одной  неизвестной  функщи  3).  На  последующих!»  строкахъ  мы  изложимъ 
эти  соображешя  въ  несколько  обобщенном!,  виде. 

Пусть  имеемъ  нормальную  систему  разсматриваемыхъ  уравненШ 

Рг(х) ,  х2, .  .  .  ./н,  *,  рх ,  р2, . .  .  рп)  =  0,  ^ 


Возьмемъ  полный  интегралъ  иервыхъ  к  уравненШ  последней  системы, 
где  к<т.  Соответствующее  ему  полное  интегральное  собрате,  представ- 
ленное уравнен1ями  въ  инволющи,    составляется    при   помощи    операций 

')  Сошр1ез  геп(1иб  с1е5  .чгапсез  (1е  ГАсасЬ'ппе  (1сй  Всчепсеа,  2(5  ^шп  е13,)иШе*  18У9. 
'-)  Е.  Ооигза!.— Ьеуопа  зиг  ГшЪ'^гаНоп...  р.  302. 

:])  А.  Н.  Коркинъ. —  О   совокупным   уравнгш'я./ъ    съ    частными    производными 
первою  порядка.  С. П.  П.  18(57. 

Сопф1ея  г«п(1ия  (1с*  е^апсе*  с!с  ГАгасЬ'ипе  (1е*«  Ягчепсея,  1.  ЬХУШ,  р.  14  60. 
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дифференцировашя  и  алгебраическихъ  исключешй  (см.  стр.  54 — 57). 
Предположим^  что  это  последнее  собрате  представляется  следующей 
системой  уравненШ  въ  инволюцш 

г  =  1,  2,... А, 

Ф.(хх,  х„...хя,  *,  *4+1,  />*+2,.../>п)  =  Сг 

гд*  вс*  С. — произвольныя  постоянный,  при  чемъ  классъ  этого  собрашя 
можетъ  быть  нулевымъ  или  какимъ  угодно,  такъ  какъ  вс1>  посл*дуюшдя 
разсуждешя  прилагаются  къ  собрашямъ  любого  класса. 

Принимая  выражения  Ъ\  и  Ф^  соответственно  за  функщи  Хр 
Х2,  ...ХщЧ  2,  составляемъ  формулы  касательнаго  преобразовашя  (см. 
н°3   настоящей  главы) 

*=1,  2....Н. 

Преобразованный   къ   новымъ   переменным!»  х'а,  г\   р'ш  уравнешя  (31) 
очевидно  становятся 

*;  =  (),     г=1,  2,...А«, 

Такъ  какъ  система  данныхъ  уравненШ  (31)  нормальная,  то  полу- 
ченный преобразованный  уравнешя  представляютъ  также  нормальную  си- 
стему. Поэтому  скобки  Вейлера 

должны  уничтожаться   тождественно  для  вс*хъ   различишь  значешй  г, 
отъ  1  до  А*,  и  значешй  /,  отъ  1  до  т — к. 

Отсюда  сл*дуетъ.  что  вс*  функщи  7^+<  не  зависятъ  отъ  нерем*н- 
ныхъ  р[,  р$,  -  •  -  р'к*  и  преобразованная  нормальная  система  уравненШ 
представляется  въ  сл*дующемъ  вид* 

^л+Д'а  +  р  ^+2--<'  г'*  Рк+х*  Рк+г*--Рп)  =  0>\         (32) 

1  =  1,  2,... т-к.  I 

Такимъ  образомъ  система  (31;,  составленная  изъ  т  уравненШ  съ  п 
частными  производными,  преобразовывается  въ  аналогичную  систему  (32), 
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число  уравненШ  которой  и  частныхъ  производныхъ — каждое  меньше 
на  к  единицъ,  сравнительно  съ  первоначальной  системой.  Продолжая 
повторять  те  же  самыя  действгя  съ  полученными  уравнешямя  (32),  при- 
ходимъ,  наконецъ,  къ  одному  дифференщальному  уравнению.  Такъ  какъ 
интегрироваше  одного  уравнешя  проводится,  на  основанш  Якоби-Майе- 
ровскаго  способа,  къ  интегрировашю  системы  уравненШ,  то  изложенный 
способъ  приводитъ  въ  результат*  интегрирован^  данныхъ  уравненШ  къ 
одному  обыкновенному  дифференщальному  уравнение). 

Приведенный  способъ  изложешя  обобщенной  теорш  А.  Н.  Коркина 
даетъ  место  двумъ  существенным!,  возражешямъ: 

Во-первыхъ,  всл*дств1е  введешя  общихъ  формулъ  касательныхъ 
преобразовали,  становится  неизв*стнымъ  классъ  полнаго  интегральнаго 
собрашя,  которое  должно  получаться  въ  результат*  выполненная)  инте- 
грировашя. т.  е.  вводится  таже  неопределенность,  относительно  искомап» 
решешя,  которая  характеризуем  все  способы  интегрировашя  С.  Ли. 

Во-вторыхъ,  приведенное  изложеше  упускаете  изъ  виду  одну  осо- 
бенность, которая  является  весьма  существенной  при  н*которыхъ  при- 
ложешяхъ  способа  интегрировашя  А.  II.  Коркина.  Действительно,  этотъ 
последшй  требуетъ,  сравнительно  съ  другими  ир1емами  интегрировашя 
частныхъ  уравненШ,  наиболынаго  числа  оиеращй  интегрировашя.  ГЬмъ 
не  менее  въ  некоторыхъ  вопросахъ,  которые  находятся  въ  связи  съ  ра- 
зыскашемъ  н-Ьсколькихъ  неизв*стныхъ  функцШ  многихъ  независимыхъ 
перем*нныхъ,  какъ  показалъ  А.  Н.  Коркинъ  -1),  его  способъ  интегриро- 
вашя даетъ  простое  р*шеше  разсматриваемой  задачи. 

Новое  изложеше  разсматрнваемой  теорш,  которое  мы  дадимъ  ниже, 
основывается  также  на  касательныхъ  преобразовашяхъ,  при  чемъ  числа 
новыхъ  и  прежнихъ  нерем*нныхъ  различны  между  собой.  Поэтому  не- 
обходимо предварительно  остановиться  на  нескольких!*  теоретических!» 
соображешяхъ. 

6.  Пусть  прежн1Я  переменный 


ХГ    *<>'•'  'Хп>    *'    /'р   Рт 

и  новыя  переменный 


])  Коркинъ. — О  сочокц пны.гъ  уравнст'я.гъ... 

8иг  1еу  ш^гаК^  <Ь\<  «^иаПопз  (1и  шоигенн'п!  сГии  рот*.  ша(епе1  (Ма(Ьеша- 
1к<гЬе  АинаЬ-п.  15(1.   II,    1^;;),  $.   13;. 

Н.  Н.  Са.нныконъ.  —  Рпзыгкангс  ниннчрп.юн».  общихъ  задачамъ  о  равношан 
ап!ко1)ч  нсрапняжнмпн  нит\'  (Сооощенш  Харьк.  Математическаго  Общ.,  т.  VI). 
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связаны  между  собой  зависимостями 

г'  =  2(хг  х^...хп,  г,  рх,  р^, 


(33) 


в  =  1,  2,  ...т. 

Если  между  разсматриваемыми  переменными  существуете  равенство 


в=1 


в=1 


(34) 


то    об^    системы    перемЪнныхъ    опред-Ьляютъ    собой   касательное  пре- 
образоваше  *)• 

Предположимъ,  что  т<и.  Такъ  какъ  наименьшее  число  уравнетй 
р*шен1я  уравнен1я  (34)  равняется  п  +  т+2,  то,  чтобы  последнее  ра- 
венство им*ло  м*сто,  очевидно  необходимо  должны  существовать,  кро- 
м*  2т +1  уравненШ  (33),  еще  п  —  т  +  1  зависимостей.  Изънихъ  « — ж 
связываютъ  прежшя  перем*нныя  между  собой,  а  последняя  зависимость 
опред-Ьдяеть  черезъ  нихъ  значеше  переменной  о.  Предиоложимъ,  что  эти 
зависимости  выражаются  следующими  уравнешями 


г=1,  2,...я  — »м, 

а  =  В(х1Ч  х„...хл,  г,  рг  р„...ри). 


(35) 


На  основаши  свойствъ  рЪшевШ  равенства  (34),  разсуждая  ана- 
логично тому,  какъ  мы  это  д*лали  въ  и°2  настоящей  главы,  мы  заключаемъ: 

Во-первыхъ,  что  ураенснгя  (35)  обризуютъ  замкнутую  систему,  и 
во-вторыхъ,  что  существуютъ  смъЪующъл  равенства 

[Х„  Х4]  =  0,    [Хо2]  =  0, 


[*,.*»]- 


Рш 


О,  1^*, 


[*  р»]  — Т'  ^р^  =  0' 


(36) 


х)  Ср.  Е.  6оиг8а1.—1л<;оп&  зиг  ПлИдгаНоп...  р.  825. 
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[*„■«]  =  ■ 


дг 


[2,  Д]  =  1— -^-0,     ^  (36) 

дР. 

[*,  *]--*> 

для  всгьхъ  различныхъ  значенгй  гик,  отъ  1  до  п.  При  этомъ  написан- 
ных равенства  выполняются,  вообщеУ  на  основами  уравнений  (Во), 

Однако  въ  н'Ькоторыхъ  частныхъ  случаяхъ  равенства  (36)  иагбютъ 
м*сто  тождественно,  аналогично  тому  случаю,  когда  числа  новыхъ  и 
прежнихъ  перем'Ьнныхъ  равны  между  собой.  Предположимъ,  наприм'Ьръ, 
что  уравнен1я  (35)  зависятъ  явно  отъ  величинъ 

Рх>  Р2>- ••?«-„, 

и  разрешимы   относительно   посл'Ьднихъ,  такъ  что  сл4дующШ  функщо- 
нальный  определитель  отличенъ  отъ  нуля 


\   Рц    Р2"--Рп-т    1 


Если  функцш  Х$,  2,  Ря  не  зависягь  отъ  перем'Ьнныхъ 

Рр  Ру-Рп-п» 

то  становится  очевиднымъ,  что  равенства  иервыхъ  трехъ  строкъ  фор- 
мулъ  (36)  должны  удовлетворяться  тождественно.  Наконецъ,  если  функщя  В 
не  зависигь  отъ  гЬхъ  же  перем'Ьнныхъ,  то  тогда  и  остальныя  равен- 
ства (36)  тоже  удовлетворяются  тождественно. 

Предположимъ,  что,  разр'Ьшивъ  уравнешя  (33)  и  (35)  относительно 
прежнихъ  перем'Ьнныхъ,  получаемъ  стЬдуюпия  ихъ  п  +  т-{-1  значешй 
въ  новыхъ  перем'Ьнныхъ  и  остальныхъ  п — т  прежнихъ 


г  =  п  —  ш  4-  1 ,  и  -  м  -\-  2 , . . .  п ,  *  =  1 ,  2 , . . .  гм . 


(37) 
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На  основанж  разсужденШ  л°4-аго  настоящей  главы,  легко  вывести 
следующее  заключеше: 

Если  уравненгя  замкнутой  или  нормальной  системы,  будучи  пре- 
образованы къ  новымъ  переменными  при  помощи  форму лъ  (37),  не  за- 
висят* отъ  прежнихъ  перемпнныхъ  хх,  х2. . .  хп_т,  то  преобразованная 
къ  новымъ  перемпннымъ  система  является  также  соответственно  замкну- 
той  или  нормальной. 

7.  Пользуясь  приведенными  соображешями,  легко  изложить  теорш 
А.  Н.  Коркина.  Пусть  им*емъ  систему  т  дифференщальныхъ  уравненШ 
съ  частными  производными  перваго  порядка  одной  неизвестной  функции 

/;(*,,  х2,...хп,  г,Рх,  рш*...рн)  =  0<  } 

г=1,  2,... т.  ) 

Предположим^  что  первыя  А:  изъ  посл*днихъ  уравненШ  образуютъ  нор- 
мальную систему  и  разрешимы  относительно  перем*Ьнныхъ  рр  р2...р4, 
такъ  что  сл*ЪдующШ  функцюнальный  определитель  отличенъ  огь  нуля 

Я    -  ! -— -    >'0.  (39) 

\    Рр   Р*У'Рк    I 

Напишемъ  полный  интегралъ  разсматриваемых^  к  уравненШ 

я=У{хх%  х„...хи,  *\  х'1%  х^...хщ^к),  (40) 

гд*  величины  г\  х[,  х§^...хп__ь  обозначаютъ  п — к-\-1  различныхъ  про- 
извольныхъ  постоянныхъ,  при  чемъ  выполняется  услов1е 

п (  _ '  **»+«'  *•»+«""«»*. ) 2 °-  <41> 

2  ,    Хх ,    Х2 ,  .  .  .  Хн     к  / 

Составляемъ  уравнешя,  представляюиця,  совместно  съ  (40)-ымъ,  общее 
интегральное  собрате  проинтегрированныхъ  уравненШ, 


дУ 


дУ    ,    ОУ    , 
дх 


■'  +^7"/,«==0,    /=1,  2'--",4— *' 


(42) 


при  чемъ  21  разсматривается  какъ   функщя   остальныхъ  произвольныхъ 
постоянныхъ  х[л  х\у г^_А,  и  выражсшя  //.  обозначаютъ  частныя  про- 
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изводныя  перваго  порядка  функщи  я'  соответственно  по  независимой  пе- 
ременной х{,  такъ  что  им-Ьетъ  место  равенство 

1=1 

Дифференцируя  уравнеше  (40),  получаемъ  следующее  равенство 

#=1  1=1 

Поэтому,  если  ввести  обозначение 

то  становится  очевидныиъ,  что  равенство 

<**  —  2  Л  <**.  =  « (<**'  —  2* #  *0 

«=1  1=1 

удовлетворяется  тождественно,  на  основанш  уравненШ  (40),  (42)  и  (43), 
т.  е.  поигЬдшя  определяют^  касательное  преобразоваше  между  прежними 
переменными 

*р  *2,...*п,  *,  ^р|Э  р2,...рн 
и  новыми  переменными  величинами 

На  основанш  неравенства  (41),  уравнен1я  (40)  и  (42)  определяют^ 
выражешя  следующихъ  прежнихъ  переменныхъ 

въ  новыхъ  переменныхъ  и  А  прежнихъ 

Преобразовывая  къ  новымъ  переменнымъ  данныя  уравнешя  (38),  т.  е. 
подставляя  въ  нихъ  указанный  значешя  переменныхъ  (44),  замечаема 
что  иервыя  к  уравненШ  (38)  уничтожаются  тождественно,  такъ  какъ 
значеше  (40)-ое  функщи  г  представляетъ  ихъ  интегралъ.  Вместе  съ 
темъ  следуетъ  заметить,  что  эти  *  первыя  уравнешй  (38)  представляют. 
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въ  силу  условШ  (39)  и  (41),  результата  исключены  яовыхъ  переагЬнныхъ 
изъ  уравнешя  (40)  и  п  дервыхъ  уравнений  (42).  Такимъ  образомъ  раз- 
сматриваемыя  к  уравненШ  являются  въ  настоящею  случае  гЬми  зави- 
симостями! между  прежними  переменными,  который  им*ютъ  м4сто  въ  фор- 
мулахъ  касательныхъ  преобразование  когда  число  новыхъ  перем4нныхъ 
меньше  числа  прежнихъ.  Наконецъ,  предположимъ,  что  остальныя  т — к 
уравненШ  (38)  принимаютъ  видъ 

т.  е.  зависятъ  вообще  огь  к  прежнихъ  перемйнныхъ. 

До  сихъ  поръ  мы  не  дАлали  никакихъ  предположен^  относительно 
интегрируемости  изсл*дуемыхъ  уравнений  (38).  Но  если  предположить, 
что  посл*дн1Я  имАютъ  интегралъ,  то  въ  такомъ  случа*  легко  доказать, 
что  уравнешя  (45)  приводятся  къ  новой  систем*,  уравнешя  которой  не 
зависятъ  отъ  прежнихъ  перем*нныхъ.  Въ  самомъ  дАл*,  пусть  рАшеше 
данныхъ  уравненШ  (38)  представляется  равенствомъ 

*—«(*,,  х2,...хп).  (46) 

Въ  такомъ  случай  рАшеше  преобразованной  системы  (45)  получается 
какъ  результатъ  рсключешя  п-\-1  величинъ 

х\>  х*  •  •  •  ХП1  & 

изъ  системы  /е+2  уравненШ  (40),  (46)  и  п  сл*дующихъ 

дФ  _  дГ 
дх.        дх.  ' 

«  =  1,  2,.. .п. 

Отсюда  сл-Ьдуетъ,  что  рАшеше  преобразованныхъ  уравненШ,  какого-бы 
класса  оно  ни  было,  во  всякомъ  случа*  не  зависитъ  отъ  значенШ  ве- 
личинъ хр  х2*...хк.  Поэтому  рАшеше  системы  (45)  утождествляетъ  ея 
уравнешя  при  какихъ-угодно  значешяхъ  хх,  х2, . .  .хк.  Следовательно, 
то  же  рАшешо  утождествляетъ  также  уравнешя 

-     г  =0,- — ^-  =  0,... 
охк  дхк  дх{ 

которыя  получаются  дифференцировашемъ  уравненШ  (45)  по  вс*мъ  пе- 
рем*ннымъ  Хр  х2,...хк.  Увеличивая  такимъ  образомъ  число  уравненШ 
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системы  (45)-ой  прибавлешемъ  ея  указанныхъ  производныхъ  уравненШ,  мы 
иолучим'ь  въ  результат*  систему  уравненШ,  не  зависящихъ  отъ  прежнихъ  пе- 
рем'Ьнныхъ. Если  бы  получилось  число  уравненШ,  которое  больше  п — 4+1, 
то  вътакомъ  случа*  разсматриваемыя  уравнешя  не  им*ютъ  интеграла.  Если 
же  число  уравненШ  вновь  полученной  системы  меньше  п—  к-\-1,  то,  поступая 
съ  ней  какъ  съ  первоначальной  системой,  мы  продолжимъ  наши  вычисдешя 
до  гЬхъ  поръ,  пока  не  сведемъ  задачу  къ  интегрированш)  обыкновенные 
уравненШ,  или  пока  не  убедимся,  что  данныя  уравнешя  несовместны. 

Изложенный  способъ  разсуждешя  А.  Н.  Коркина  представляетъ  то 
преимущество,  что  не  основывается  на  приведенш  данныхъ  уравненШ 
къ  замкнутымъ  системамъ  и  позволяетъ  такимъ  образомъ  приступить  къ 
интегрированш  безъ  предварительнаго  вычислешя  всЬхъ  доподнительныхъ 
уравненШ  или  неизв'Ьстныхъ  коэффищентовъ  и  функщй,  которые,  при  из- 
в'Ьстныхъ  задачахъ,  входятъ  въ  данныя  уравнешя.  Это  последнее  обстоя- 
тельство обусловливаете  усиЪхъ,  съ  которымъ  применяется  разсматривае- 
мый  способъ  интегрировашя  въ  указанныхъ  выше  вопросахъ  (см.  стр.  133,). 

Въ  частномъ  случай,  если  данныя  уравнешя  (38)  образуютъ  замк- 
нутую систему,  то  въ  такомъ  случае  очевидно,  что  преобразованный 
уравнешя  (45)  приводятся  къ  ж  —  к  различнымъ  уравнешямъ,  независя- 
щимъ  огь  прежнихъ  перем'Ьнныхъ  #х,  х2, . . .  хк.  Въ  самомъ  д^л*.  во-пер- 
выхъ,  известно,  что  уравнешя  (45)  им^ютт»  интегралъ,  независящШ  отъ 
посл'Ьднихъ  перем'Ьнныхъ,  и,  во-вторыхъ,  число  уравненШ  (45)  не  долж- 
но превосходить  числа  т  —  к,  такъ  какъ  ихъ  полный  интегралъ  долженъ 
заключать  и  —  м+1  различныхъ  ироизвольныхъ  постоянныхъ.  Поэтому 
единственное  возможное  заключеше.  которое  остается  сделать,  состоигь 
въ  томъ,  что  всЬ  переменный  х1Л  х.2,---хк  исключаются  изъ  уравненШ 
(45)  и  результатъ  посл4дняго  исключения  представляется  совокупностью 
т — к  различныхъ  уравненШ  въ  новыхъ  перем'Ьнныхъ.  Само  собою  ра- 
зумеется, что  эти  уравнешя  образуютъ  замкнутую  систему,  такъ  какъ 
по  условш  им4ютъ  полный  интегралъ  съ  н — т  4-1  различными  произ- 
вольными постоянными. 

Наконецъ,  если  данныя  уравнешя  (38)  образуютъ  нормальную  си- 
стему и  преобразованный  уравнешя  (45)  не  зависятъ  отъ  хх,  .г2,...#А, 
то  очевидно,  что  эта  система  (45)  также  нормальная.  Въ  частномъ  слу- 
чае, если  к  =  1 ,  то  въ  своемъ  изсл^дованш  А.  Н.  Коркинъ  доказываете, 
что  данныя  уравнешя,  преобразованный  къ  новымъ  неремйннымь,  не 
зависятъ  отъ  прежнихъ  перем'Ьнныхъ. 

Итакъ,  выиолнивъ  преобразоваше  А.  Н.  Коркина,  мы  получаемъ 
систему  уравненШ,  заключающую  меньшее  число  перем'Ьнныхъ,  сравни- 
тельно съ  данными  уравнешями.  Продолжая  ирежшя  преобразовашя,  мы 
приходимъ,    наконецъ,  къ  интегрирование   обыкновенныхъ  уравненШ,  и 
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тогда,  для  получешя  искомаго  интеграла,  остается  выполнить  обратную 
замену  перем'Ьнныхъ.  При  этомъ  необходимо  отметить  то  существенное 
обстоятельство,  что  обратная  замена  нерем'Ьнныхъ  всегда  приводить  къ 
полному  интегралу  Лагранжа  или  къ  полному  интегральному  собрашю 
нулевого  класса  данныхъ  уравненШ.  Въ  самомъ  дШ,  въ  основу  каждаго 
преобразования  кладется  общШ  интегралъ  Лагранжа.  Хотя  посл*днШ  и 
представляется  совокупностью  уравненШ,  заключающихъ  вспомогательные 
параметры,  которые  принимаются  за  новыя  независимыя  переменныя, 
гЬмъ  не  менее  результатъ  исключешя  посл*днихъ  изъ  разсматриваемой 
системы  уравненШ  всегда  приводить  къ  интегралу,  представляемому 
однимъ  уравнешемъ.  Последнее  обстоятельство  находить  теоретическое 
подтверждеше  въ  известной  теорелт  Коши,  доказывающей  существова- 
ло общаго  интеграла  уравненШ  съ  частными  производными  1). 

Въ  своемъ  изложенш  А.  Н.  Коркинъ  совершаетъ  каждое  последо- 
вательное преобразоваше,  исходя  изъ  интеграла  одного  только  уравнешя, 
а  загЬмъ  преобразовывает!»  къ  новымъ  перем'Ьннымъ  все  остальныя  из- 
сл*дуемыя  уравнешя.  Что  касается  изложенныхъ  выше  соображенШ,  то 
они  позволяютъ  сократить  число  всЬхъ  преобразовашй,  необходимыхъ  для 
интегрирования,  и  приводить  такимъ  образомъ  быстрее  къ  окончательному 
результату.  Кроме  того,  приведенное  изложеше  позволяетъ  уменьшать  число 
преобразовываемыхъ  уравненШ  даже  въ  томъ  случай,  когда  каждое  новое 
преобразоваше  совершается  какъ  у  А.  Н.  Коркина,  при  помощи  инте- 
грала одного  только  изъ  разсматриваемыхъ  уравнешй.  Действительно, 
при  каждомъ  посл*довательномъ  преобразованы  нерем'Ьнныхъ,  нить  на- 
добности преобразовывать  къ  новымъ  перем'Ьннымъ  все  разсматриваемыя 
уравнешя,  но  достаточно  преобразовать  только  одно  изъ  нихъ  или  не- 
сколько, съ  гЬмъ  чтобы  принять  ихъ  полный  интегралъ  за  основаше 
новаго  преобразовашя  перем*нныхъ  и  т.  д. 

Проиятегрируемъ,  наприм*ръ,  нормальную  систему  уравненШ 

(47) 


Полный  интегралъ  первыхъ  двухъ  уравненШ  представляется  въ 
сл*дующемъ  вид* 

*)  См.  мое  БзелЪдоваше:  9Объ  интегрированги  уравненш...  стр.  45  и  статью: 
„8иг  Гех1§1епсе  ёей  т1е^га1е8  (Тип  зузЬёше  сотрЫ  с1  ециаИопз  аих  Йбпг^ез  рагИеИез 
<1и  ргеипег  огйге  сГипе  зеи1е  Гопсйоп  тсоппиец  (ВиПеип  с1е  1а  Зосгёи*  МаМёшай^ие 
<1е  Ргапсе,  I.  XXXI). 


%-1  Х'Л 
?4 

Х2 

Рз- 

■  —  0. 

р*                  1 

200 


X  л  х~  х . 

*=*1*1  +  —ф К. 


гд1»  х[  и  г'  обозначаютъ  дв4  ироизвольныя  постоянные  величины. 

Похагая  х3=х2  и  принимая  х[  и  х[>  за  новыя   независимы*  пе- 

рем*нныя,  а  я'  за  новую  неизвестную  функщю,  составляемъ  формуды 

преобразования  къ  новьшъ  перем'Ьннымъ,  обозначая  черезъ  р'[У  р2  новыя 

дж1       да1 
частныя  производный  — ?  и  -  - , 
ох{        дх2 

х±ххх% 

2  =  х\х{-\ --, 1-  г' , 

х\ 

Преобразованное  къ  новьшъ  перем4ннымъ  последнее  уравнен1е  (47) 
становится 

л-г^;==°1 

т.  е.  не  зависитъ  отъ  прежнихъ  перем'Ьнныхъ.   Полный   интегралъ  по- 
следняя) уравнешя  им*Ьетъ  значеше 


,'  =  с,:1-ьс;, 


х2 


где  Сх,  С2 — дв*  произвольный  постоянный. 

Обратная  замена  перем'Ьнныхъ  приводить  къ  следующему  полному 
интегралу  данныхъ  уравненШ  (47) 

*  -  2  Ух^х^-тС')  +  с2 . 


ГЛАВА  VI. 
Те ор1я   характеристикъ. 

1.  До  сихъ  иоръ  мы  занимались  изследовашемъ  общихъ  положенШ 
теорш  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  и  про- 
изводныхъ  уравненШ  С.  Ли.  Что  касается  полныхъ  интегральныхъ  собра- 
шй  С.  Ли  различныхъ  классовъ,  отличныхъ  огь  нулевого,  то  мы  вид*ли,  что 
они  существуютъ  только  для  уравненШ  опред'Ьленныхъ  типовъ.  Нагае  даль- 
нейшее изследоваше  посвящается  способамъ  разыскашя  полныхъ  инте- 
гральныхъ собранШ.  Какъ  было  выше  показано,  во  Н-ой  главе,  каждое 
полное  интегральное  собрате  С.  Ли,  въ  пространств*  п-\-\  изм*ренШ, 
представляется  замкнутой  системой  п-\-1  уравненШ,  которая  въ  свою 
очередь  вполне  определяется  уравнен1ями  геометрическаго  места  соот- 
ветствующая интегральнаго  собрашя.  Последнее  геометрическое  место 
выражается  въ  классической  теорш  однимъ  уравнешемъ,  а  въ  теорш 
С.  Ли — несколькими  равенстами.  Поэтому  способы  интегрирования  раз- 
сматриваемыхъ  уравненШ  приводятся  къ  разыскание,  или  посл^днихъ 
геометрнческихъ  месть,  или  опред*ляемыхъ  ими  интегральныхъ  собранШ 
непосредственно. 

Изъ  нашихъ  изсл^дованШ  (см.  стр.  66)  вытекаетъ,  что  не  всякое 
производное  уравнеше  С.  Ли  им'Ьетъ  полные  интегралы  любого  класса. 
Поэтому  становится  вполне  понятнымъ,  почему  обвде  способы  интегри- 
рован1я  С.  Ли  отличаются  неопределенностью  въ  томъ  смысл*,  что  не 
даютъ  возможности  заранее  установить  классъ  того  интеграла,  который 
долженъ  получиться  въ  результат*  производимыхъ  вычисленШ.  Действи- 
тельно, каждое  решете  даннаго  класса  допускается  только  производными 
уравнешями  определенная  типа.  Такъ  какъ,  въ  своихъ  изследоватяхъ, 
С.  Ли  не  принималъ  въ  расчетъ  все  эти  соображетя,  то  естественно, 
что  классъ  получаемыхъ  имъ  решенШ  является  совершенно  случайными 

Намъ  не  представляется  Ц'Ьлесообразньшъ  сохранять  последнюю 
точку  зрен1я  С.  Ли,  которая  однако  проводится  въ  современныхъ  трак- 
татахъ  теорш  уравненШ  съ  частными  производными,  т*мъ  более,  что 
мы  уже  получили  въ  иредыдущихъ  главахъ   рядъ   результатовъ   относи- 
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тельно  существовали  полныхъ  решений  С.  Ли  разлнчныхъ  классовъ. 
Намъ  представляется  также  недостаточнымъ  въ  теоретическому  науч- 
номъ  отношенш  удовлетвориться  результатами  С.  Ли,  поел*  того  какъ 
мы  установили  простое  аналитическое  различие  между  разематриваемыми 
р*шешями  равличныхъ  классовъ,  выражаемое  при  помощи  функцюналь- 
ныхъ  определителей  и  ихъ  уничтожающихся  миноровъ  (см.  стр.  44 
и  50 — 51).  Бол4е  того,  мы  считаемъ  невозможнымъ,  поел*  всего  ска- 
занная), смешивать  полные  интегралы  различныхъ  классовъ,  какъ  это 
д*лаютъ  друпе  авторы,  на  что  было  уже  указано  на  предыдупшхъ  стра- 
ницахъ  (см.  стр.  35).  Удовлетвориться  рйшешемъ  С.  Ли,  излагая  теорш 
интегрироватя  дифференщальныхъ  уравненШ,  равносильно  признашю 
въ  несостоятельности  излагаемой  теорш  давать  искомые  интегралы  во 
всЬхъ  различныхъ  случаяхъ,  которые  могутъ  представиться,  при  прило- 
жены теорш  на  практик*. 

При  разысканш  разематриваемыхъ  интеграловъ.  представляются 
нисколько  различныхъ  случаевъ  оиредйлешя  искомыхъ  фуякцШ,  на  ос- 
новами различныхъ  аналитическихъ  элементовъ.  р]сли  известно  несколь- 
ко новыхъ  уравненШ,  заключающихъ  равное  число  различныхъ  произ- 
вольныхъ  постоянныхъ  и  образующихъ  замкнутую  систему,  совместно 
съ  данными  уравнешями,  или  если  известно  несколько  интеграловъ  въ 
инволющи  линейныхъ  уравненШ,  соотв*тствующихъ  даннымъ  интегриру- 
емымъ,  то  задача  интегрироватя  постЬднихъ  выполняется  при  помощи 
способа  Якоби — Майера.  Если  известные  интегралы  посл*днихъ  линей- 
ныхъ уравненШ  не  находятся  въ  инволющи,  то  въ  такомъ  случа*  зада- 
ча интегрироватя  разематриваемыхъ  уравненШ  совершается  при  помощи 
р*шен1Я  такъ  называемой  задачи  С.  Ли.  Наконецъ,  если  известна  пол- 
ная система  интеграловъ  посл*днихъ  упомянутыхъ  линейныхъ  уравне- 
ний, то  задача  разыскашя  интеграловъ  данныхъ  уравненШ  выполняется 
при  помощи  алгебраическихъ  исключенШ,  на  основанш  такъ  называемой 
теорш  характеристпкъ. 

Эта  теория  получила  свое  нааваше,  благодаря  изсл*дован1Ямъ 
Монжа  *),  который  положилъ  основаше  геометрическому  способу  изложе- 
ния задачи  интегрироватя  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными 
производными.  Второе  аналитическое  решете  разематриваемаго  вопроса 
было  дано  Коши2),  для  разыскатя  общихъ  интеграловъ  пзсл*дуемыхъ 
уравненШ.  Получаемый  отсюда  способъ  составлетя  полныхъ  интеграловъ 
Лагранжа  равно  и  такъ  называемый  первый  способъ  Якоби3)  пред- 
ставляютъ  однако  случаи  исключешя,  когда  не  получаются  искомые  ин- 

1)  Мопде.—АррИсаНоп  (1е  ГЛпа1уве  а  1а  6еоте1пс. 

2)  Санску.—Елепчсев  (ГАпа1уве  с1  (к  РНувщие  та1Нёта11дие8,  1841,  р.  238. 

3)  .Тоита!  СгеПе,  I,  XVII,  8.  97,  иди  ОсмттеНе  Мгегке,  В(1.  IV,  8.  59. 
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тегралы.  Эти  посл^дше  случаи  были  наследованы  Майеромъ,  Бертра- 
номъ  и  Дарбу1).  Почти  одновременно  С.  Ли  опубликовалъ  также  свои 
изсл*доватя,  при  чемъ  изб*жалъ  необходимости  разсматривать  упо- 
мянутые случаи  исключешя,  вводя  поштя  о  своихъ  интегральныхъ 
собрашяхъ. 

Излагая  теорш  характеристику  на  страницахъ  МаШетайзсЬе 
Аппа1еп,  Вй.  IX3),  С.  Ли  приводить  также  доказательство  существова- 
ли своихъ  интеграловъ.  Но  такъ  какъ  С.  Ли  не  различаетъ  классовъ 
интегральныхъ  собранШ.  то,  съ  развиваемой  въ  настоящемъ  изсл*дова- 
Н1И  точки  зр*н1я,  указанное  доказательство  не  представляетъ  интереса, 
такъ  какъ  доказываетъ  только  существовате  системы  интеграловъ  въ 
инволющи  линойныхъ  уравнений,  соотв*тсвующихъ  разсматриваемымъ 
производнымъ.  Наконецъ,  для  симметричности  вычисдеяШ,  С.  Ли  вс* 
разсматриваемыя  уравнешя  представляетъ  въ  вид*  однородныхъ.  Впро- 
чемъ  вычислешя,  которыми  мы  будемъ  пользоваться,  являются  настолько 
простыми,  что  намъ  представляется  излишнимъ  придавать  изсл*дуемьшъ 
уравнешямъ  какой  либо  спещальный  видъ,  т*мъ  бол*е,  что,  благодаря 
нодобнымъ  искусственнымъ  преобразовашямъ,  усложняются  вычислешя, 
при  переход*  отъ  общей  теорш  къ  приложешямъ. 

На  предыдущих!,  страницахъ  мы  въ  достаточной  м*р*  уже  вы- 
яснили и  установили  нашу  точку  зр*шя  на  сущность  идей  С.  Ли. 
Поел*  того  какъ  изв*стенъ  обицй  видъ  вс*хъ  уравненШ,  допускающихъ 
полные  интегралы  даннаго  класса,  задача  разыскашя  посл*днихъ,  для 
нагъ,  не  представляетъ  бол*е  интереса,  съ  точки  зр*нгя  общей  теорш 
интегрировашя  дифференщальныхъ  уравненШ.  Поэтому  въ  дальн*йшемъ 
изложенш  мы  сосредоточимъ  наше  внимаше  на  разысканш  полныхъ  ин- 
теграловъ Лагранжа. 

Не  смотря  на  господство  въ  наук*,  въ  последнее  время,  идей  С.  Ли, 
т*мъ  не  мен*е  посл*днШ  вопросъ  классической  теорш  дифференщаль- 
ныхъ  уравненШ  не  переставалъ  привлекать  внимаше  ученыхъ.  Въ  этомъ 
направленш  сл*дуетъ  отметить  изсл*довашя  Майера3),  Морера4)  и  лекг 


1)  Мауег.—Ма1кета1иске  Аппакп,  Вй.  III,  8.   13о. 
Вег1гапв.-  -Сотр1ез  гепйиз,  1.  1>ХХХИ,р.  611. 

ВагЪоих.—Сотр1е*    гепвш,  1.    1АХ1Х,  р.   1188;  I.    ЬХХХ.  р.  160:  ВиШНп  Лея 
{Менее*  тМкётаНциех  е(  аМгопоти/иея,  1-ге  $ёпе.  1.  VIII,  р.  219. 
'-')  5.8.  261-261. 

3)  ХаскпсН1сп  го»  (Тег  К.  ОенсШека{1  дег   ЛЪвсняскафен    ипд   (1сг    Оеогд- 
Аиди*1   Ь*пюегягМ1.  ОбШп^ен  1873,  р.  291). 

Ма^кетаИнеке  Аппа\еп,  ВЙ.  VI,  1873,  р.  192. 

4)  Неа1е  1яШи1о  1мтЬагЛо  (И  8с1епге  е  ЬеШгеч  КпнНсопМ,  2-е  вепс,  го/.  XVI, 
1883,  р.  р.  637.  691. 
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щи  Е.  Вебера  по  теорш   дифференщальныхъ   уравнешй    съ   частными 
производными  ')• 

Съ  бол*е  общей  точки  зр'Ьшя  теор1я  характеристик  разсматри- 
вается  въ  моихъ  сообщешяхъ  Парижской  Академш  Наукъ2),  въ  сочи- 
нены: Объ  интеърировант  уравненгй  съ  частными  производными  пертю 
порядка  одной  неизвтьстной  функщи,  и  въ  мемуар*:  Мётогге  зиг  Пп1е- 
дгайоп  Лев  ёдиаНапв  аих  Лёг&ёез  рагНеОез  Ли  ргетгег  огЛгё*).  Въ  этихъ 
посл'Ьднихъ  изслЪдовапшхъ  разсматриваемый  вопросъ  решается  для  диф- 
ференщальныхъ уравнешй  съ  частными  производными  перваго  порядка, 
представленных!»  въ  сл*дующихъ  двухъ  частныхъ  случаяхъ,  или  когда 
данныя  уравнешя  разрешены  относительно  частныхъ  производныхъ,  или 
когда  эти  уравнешя,  не  будучи  разрешены  относительно  производныхъ, 
вм*сгЬ  съ  гЬмъ  не  зависятъ  отъ  неизвестной  функщи  г.  На  посл*ду- 
ющихъ  строкахъ  распространяются  предыдупця  соображешя  на  системы 
уравнешй  общаго  вида,  какъ  было  мною  указано  въ  засЬданш,  19  де- 
кабря 1900  г.,  ЗосьёЬё  МаИгёта^ие  Ле  Ргапсе,  въ  ПариягЬ,  и  загЬмъ 
опубликовано  въ  издавзяхъ  того  же  Общества  въ  стать*:  8иг  1ез  гпМдгак* 
Ле$  ёдиаНопз  аих  <Л&1гёез  рагИеИев  Ли  ргетьег  огЛге  Л'ипе  8ви1е  {опсйоп  А) 

2.  Пусть  им*емъ  систему  т  уравнешй  съ  частными  производными 
въ  инволюцш 

Р%(хх,  х2,...хп,  *,  рр  Я2,...РИ)  =  0,|  ^ 

|  =  !,2,...я1.  ) 

Предположимъ,  что  поатЬдшя  уравнешя  разрешимы  относитель- 
но перем'Ьнныхъ  р19  р2, . .  .рт9  такъ  что  им*етъ  м*сто  следующее, 
неравенство 

д=д   _!_- - 2 -    20.  (2) 

Составляемъ  соответствующую  даннымъ  уравнешямы  (1)  замкну- 
тую 5)  систему  линейныхъ  уравнешй  съ  частными  производными  пер- 
ваго порядка  одной  функщи  /" 

1  =  1,  2,. ..т.      ) 


1)  УоНевипден    ыЪсг   (1т   Р{а((%асНе   РгоЫет   ипЛ  Лье    ТНсопе   Лег   рагШИгн 
Ш((егсп(1(11д1е1сИиндс)ь  еШсг  ОгЛныпд,  1900,  Я.  8.  438.  468. 
'-)  Сотр1ея  гепЛи*,  16  ]апьчег  с!  24  }иИШ  1899. 

3)  <Гонпш1  (1с  Ма1№ти11дис8  ригсв  с1  иррИциее$у  5-с  «те,  I.  V,  1899,  р.  435. 
■»)  ВиИеПп  (1е  1е  8осШё  МаИи:таИ(ще  Ас  Ггапсе,  I.  XXIV,  1901,  р.  86. 
й)  Смш  стр.  55  настоящаго  изстЬдовашя. 
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ПослЪдшя  уравнетя  называются  дифференцгальными  уравненгями 
характериетикъ.  При  геометрическомъ  изложейи,  выводъ  ихъ  совер- 
шается на  основание  геометрическихъ  свойствъ  разематриваемой  задачи 
интегрирование.  Что  касается  аналитическая  изложешя  теорш  харак- 
териетикъ, то  въ  этомъ  случа*  дифферетцальныя  уравнен1я  (3)  явля- 
ются непосредственнымъ  сл*дств1емъ  основной  идеи  такъ  называемаго 
второго  способа  Якобн  ннтегрировашя  разематриваемыхъ  уравненШ  ]). 
Тогда  вся  задача  теорш  характериетикъ  представляетъ  ничто  иное,  какъ 
р^шеше  посл-Ъдняго  изъ  трехъ  различныхъ,  указанныхъ  выше  аналити- 
ческихъ  вопросовъ,  представляющихся  при  интегрированш  дифференщ- 
альныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  перваго  порядка.  По- 
этому мы  не  станемъ  останавливаться  на  вопроси  о  составленш  диф- 
ференщальиыхъ  уравненШ  характериетикъ,  а  перейдемъ  непосредственно 
къ  вычислетю  искомыхъ  полныхъ  интеграловъ  изсл*дуемыхъ  уравненШ. 

Предположимъ,  что  известна  полная  система  2  л — т-\-1  различ- 
ныхъ интеграловъ  уравненШ  (3),  которая  представляется  следующими 
функщями 

Задача  разематриваемой  нами  теорш  характериетикъ  приводится 
къ  р*шенш  сл*дующаго  вопроса: 

Составить  при  помощи  данныхъ  функщи  (4)  значенья  перемгьнныхъ 

*,  Рг,  Р„..-Рн* 

въ  функцьяхъ  независимыхъ  перемпнныхъ  хх,  аг2,...:гп,  при  томъ  такъ, 
чтобы  поелгьдтя  функщи  удовлетворяли  елгьдующимъ  условгямъ 

дг_ дг  дг  

дх~Рхч  дх~Рг  ' ' '  дх~~Рп 

и  утождествляли  данныя  дифференцгальныя  уравнешя  (1). 

Приравниваемъ  т  первыхъ  функщй  (4)  нулямъ,  а  всЬ  осталь- 
ныя  функщи  соответственно  произвольнымъ  постояннымъ  величинамъ 
Ср  С,,. . .  С2п_2т_^_1 ,  и  получаемъ  такимъ  образомъ  следующую  си- 
систему  уравненШ 

1г{хх%  *,,...*.,  *,  рг  р2Чт..рщ)=Сг 

г  =  1,  2,...2п-2м  +  1  • 


*)  См.  мое  изслЪдоваше:  Метоггс  8иг  Ггп1ёдга1гон  йе&  ёдыа(юп8  а  их  йегхгёе* 
рагНеИса  Аи  ргепшг  огйгг  («/ом  г  «я/  ве  МаНьёта^иея  ригеё  е1  аррИдиёез,  5-е  зепе 
1.  V  р.  435). 
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ВсгЬдств1е  условш,   представленнаго  неравенствомъ  (2),  последняя  си- 
стема уравненШ  разрешима  относительно  переменныхь 

Предположимъ,  что  определяемый  такимъ  образомъ  значения  ихъ   пред- 
ставляются равенствами 

г  =  <р(х1,  х>,...хт,  Ср  Сг 


а 


2м  — 2го  + 


4=1,  2, ...и—  м,  5=1,  2, ...п. 


(5) 


Составим!),  наконецъ.  систему  уравненШ  въ  полныхъ  диффереяща- 
лахъ,  соответствующую  линейнымъ  уравнен1ямъ  (3),  для  которой  урав- 
нешя  (5)  являются  интегральными.  Съ  этой  целью  зам^тимъ,  что  нашъ 
определитель  Л  выражается  следующимъ  образомъ,  въ  явной    форме, 


Д  = 


д!\  д1\ 

д*\ 

др{    др2 

дРт 

д!\  дГг 

дЪ\ 

дрх    дрг 

"  ^ 

ф,    др.г 

Обозначимъ  соответственно  черезъ 

Ар  А„,  Л? 

те  значешя,  которыя  принимаетъ  последнШ  определитель  д,  при  за- 
мене въ  немъ  элементовъ  ь — аго  столбца  соответствующими  частными 
производными  функщй 

взятыми  соответственно  по  переменнымъ 

Разрешая  уравнешя  (3)  относительно  частныхъ  производныхъ 
дхх     дх2  '    "  дхм ' 
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получаемъ  следующую  якоб1евскую  систему 


дх, 


п — ш 


т+к 


^•.Ъ+я  *,=«■ 


*=1 


1  =  1,  2,...т, 

коэффициенты  которой  имйютъ  слЪдуюпця  значенш 

х»    =    А" 


,_д?+д,/>. 


р„'= 


д» 


*=1 


Соотв*тствующ1я  уравнешя  въ  полныхъ  дифференщалахъ  представляютъ 
именно  искомую  систему 

т 
1=1 

Ф.-2р,.йг.' 


1  =  1 


(6) 


1=1 

к—  1,  2, ...и—  и»,    «=1,2, ...п. 

Очевидно,  что  значетя  (5)  утождествляютъ  уравнешя  (6).  Потому, 
на  основанш  равенствъ  (5),  система  п — т  первыхъ  уравненШ  (6)  и 
последнее  изъ  нихъ  приводить  къ  следующему  тождеству 

Аг  =  2Р*  ^  +  2  *>»+*  **.+*• 

1=1  *=1 

Отсюда  вытекаетъ  весьма  важное  заключеше:  Если  возможно  вывести 
изъ  уравненШ  (5)  значешя  г,  Рш+р  Рт+г->-  •  -Рп->  въ  Функшяхъ  пере- 
мЪнныхъ  хх,  я?2 , . . .  дри ,  удовлетворяются  услов1ямъ 


&Г 


=  Р    .1.,     А*=1,  2,...  и — 


/и, 


(7) 


ш  +  * 


то  должны  им^ть  м4сто  также  слйдуюипя  равенства 
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бг_ 


—  р^     *=1,  2,...м, 


такъ  какъ  въ  уравнен1яхъ  (5)  перем*нныя  величины  х{,  #2,. .  .хт  явля- 
ются независимыми.  Такимъ  образомъ  рассматриваемая  задача  приво- 
дится къ  разыскатю  указанныхъ  значенШ  ^ирж+4,  удовлетворяющихь 
услов1ЯМЪ  (7).  Для  этого  необходимо  и  достаточно,  какъ  доказано  въ 
моихъ  упомянутыхъ  выше  изсл'Ьдовашяхъ 1),  исключить  изъ  перваго 
уравнешя  (5)  п — т  проиввольныхъ  постояяныхъ,  при  помощи  и — т 
уравненШ  хт+к  =  фк,  такимъ  образомъ,  чтобы  уничтожались  тождест- 
венно слйдуюпця  выражения 

дг      V  дхт+к 


^=^~2л+* 


дС 


*  =  1 


соотв*тствуюпия  вскмъ  исключаемымъ  произвольнымъ  постояннымъ  ве- 
личинамъ  С.  Если  кром*  того  вс4  функщи  II с,  соотв'Ьтствуюпуя  всЪмъ 
п  —  т-\-1  остальнымъ  произвольнымъ  постояннымъ  С,  отличны  отъ 
нуля,  то  въ  такомъ  случай  полученный  результата  исключешя  представ- 
ляетъ  полный  интсгралъ  Лагранжа  наследуемой  системы  уравненШ  (1). 

Само  собою  разумеется,  что  въ  нЪкоторыхъ  частныхъ  случаяхъ 
самый  видъ  уравненШ  (5)  указываете  непосредственно,  каюя  произволь- 
ный постоянный  сл*дуетъ  исключить,  чтобы  получить  искомый  интегралъ. 
Что  касается  общаго  случая  то,  для  решетя  разсматриваемаго  вопроса 
зд*сь  слйдуетъ  изслйдовать  свойства  функщй  17е,  которыя  доказываютъ 
существоваше  ц*лаго  ряда  произвольныхъ  постоянныхъ,  удовлетворяю- 
щихъ  всЬмъ  услов^ямъ,  необходимымъ  для  р"Ьшен1я  задачи,  и  предста- 
вляютъ  обобщеше  нашить  предыдущихъ  изслЪдовашй. 

3.  Мы  начнемъ  съ  вычислешя  производныхъ  по  х1,х2,...хш 
функщи  II с,  которая  зависитъ  только  огь  посл'Ьднихъ  перем4нныхъ,  въ 
силу  уравненШ  (5).  Легко  видЬть,  что  искомыя  производный  приводятся 
къ  следующему  виду. 

дИ        д  (дг      V  дхш 


' Ь\    дС"    дх~         дх,       дС  Г 

*)  Объ  интегрированы  уравненш...,  стр.  80 — 82, 
Мётогге  виг  ПчМёдгаНоп  йев  ^иаНою...,  р.р.  111 — 443. 


бх .       дС  \  дх{ 

+ 
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Обозначимъ  черезъ  Мк{  мнноръ  определителя  Д ,  соответствующей 
его  элементу  -  — ,  со  включешемъ  своего  знака.  Въ  такомъ  случае  по- 
лучаемъ  следующая  равенства 


Л-1  *  '  А-1 

т  т 


и  ~  * 


дР.  =.у  __.дР, 

А  = 


А-1  '  т+*  А=1  * 


Подставляя  въ  последнее   выражеше  — %    вместо    ироизводныхъ 

ох* 

Ох.'         Ох.    '         &с    ' 
соответственно  ихъ  значешя,  изъ  уравненШ  (0), 

иолучаемъ,    въ    силу    предыдущихъ   выраженШ   определителей   Д,  Д{, 
Дц,  Д*,  следующШ  результата 


Д  Ь1т+к     ос    ' 

*=1 

Такъ   какъ    данныя    уравнешя  (1)  утождествляются    на  основанш 
равенствъ  (5),  то  иэтЬють  место  следуюцця  тождества 


п-  т 


»      | 


Л-1,  2....Я1, 

14 
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для  каждой    изъ    производьныхъ  иостоянныхъ    С.  Поэтому  предыдущее 
выражеше  пронзводныхъ  становится 

Х~       е  Л  ' 

и  мы  иолучаемъ  сл4дующ1я  равенства 

()  Д. 

-_^&т  «  —  -=!-, 

.    о*,       с  д 

для  всЬхъ  значенШ  *,  отъ  1  до  т.  Отсюда  сл4дуютъ  новыя  равенства 

_^_  Д,-  _    д_  Ду 
^)    Д"        <Ц    д"' 

для  всЬхъ  различныхъ  значенШ  показателей  ]  и  ?',  отъ  1  до  ш,  которыя 
показывают!.,  что  выражеше 

"  А,- 


*гг1 


представляетъ  точный  дифференщалъ1),  въ  силу  уравненШ  (5).  Обозна- 
чимтэ  этотъ  точный  дифференщалъ  черезъ  йУ.  Вел"Ьдств1е  предыдущих!. 
выраженШ  пронзводныхъ  1д  Г/.,  получаемъ,  при  помощи  квадратуры, 
следующее  равенство 

17е=Ц°ее    Ч     ,  (м 

гд*  1Р   Уо  обозначать  начальный  значены  функщй  1тс  и   V. 

Предыдущая  зависимость  упрощается,  когда  разсматриваемыя  урав- 
нешя  не  зависятъ  отъ  переменной  г.  Какъ  известно,  къ  последнему 
случаю  преобразовываются  также  и  данныя  уравнешя  (1)  увеличешемъ 
числа  иерем'Ьнныхъ.  Въ  самомъ  д^лЪ,  введемъ  вместо  2  новую  функщю  '\ 
всЬхъ  иерем'Ьнныхъ  др  .г,, . .  .^,  г,  связанную  съ  ними  следующей 
зависимостью 

1)  Последнее  выраженк»  представлнетъ  обобщеше  изсдйдованнаго  мною  раньше 
точнаго  дифференциала  (см.  Объ  июпарнроваюи  уравнение...  стр.  83.) 
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Обозначимъ  черезъ  </,  и  %  соответственно  частныя  производный  ---  и  — . 

В'ь  силу  данной  зависимости,  определяющей  новую  функщю,  преж- 
Н1я  производныя  выражаются  сл*дующимъ  образомъ  черезъ  новыя 
производныя 

Преобразованный  уравнешя  (1)  остаются  также  въ  инволюцт,  такъ  какъ 
им*ютъ  место  сл*дующ1я  равенства  между  скобками  Пуассона,  для  пре- 
образованные уравненШ,  и  скобками  Вейлера,  для  данныхъ  уравнений  (1), 

при  чемъ  значки  обозначают^  результатъ  подстановки,  выполненной  надъ 
выражешями,  при  которыхъ  поставлены  эти  значки. 

Такъ  какъ  производная  ц  отлична  отъ  нуля,  то  ограничивая  на- 
ши изсгЬдованш  областью  изменешя  переменныхъ,  внутри  которой  част- 
ная производная  (I  сохраняете  конечное  значеше,  заключаемъ  изъ 
предыдущаго  равенства,  что  услов1я  инволюцш  данныхъ  уравненШ  (1) 
влекутъ  за  собой  услов1я  инволюцш  преобразованныхъ  уравненШ.  Та- 
кимъ  образомъ  система  уравненШ  въ  ннволющи  (1)  преобразовывается 
въ  новую  систему  уравненШ  въ  инволюцш,  которыя  не  заключаюгь  бо- 
лее зависимой  переменной  величины. 

Для  последнихъ  уравненШ  очевидно  формула  (8)  принимаетъ  сле- 
ДУЮЩ1Й  видъ 

где  1т°с  обозначаетъ  начальное  значеше  изследуемой  функщи  1!е. 

Мы  ограничимъ  наши  изследовашя  областью  изменешя  перемен- 
ныхъ  величинъ,  внутри  которой  интегралъ  дифференщала  Л  V  сохраняет!» 
конечную  определенную  величину.  Такъ  какъ,  при  этомъ  условш,  выра- 

женю  е  ^о  никогда  не  можетъ  ооратиться  въ  нуль,  то,  въ  разематри- 
ваемой  области  изм4нешя  нашихъ  переменныхъ.  функщи  Гс  обраща- 
ются въ  нуль  или  отличны  отъ  нуля  одновременно  со  своими  началь- 
ными значешями  Р'.  Такимъ  образомъ  задача  составлешя  полныхъ 
интеграловъ  даннныхъ  уравненШ  (1)  находится  въ  непосредственной 
зависимости  отъ  значешя  выражонШ   6гс°. 

4.  Чтобы  удовлетворить  всемъ  указанным*!,  услов1ЯМЪ,  примемъ  въ 
разематриваемомъ  интеграле  (5)  за  произвольный  постоянный  величины 
начальный   значешя  а{,  Ь.  и  Ь  соответственно  с.гЬдующихъ  выраженШ 
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п  —  »< 

к  =  \ 

Пусть,  въ  этомъ  предположение  уравнетя  (5)  приводятся  къ  виду 
*.,+*  в  **  <*■ Ь— ->' 

Л  =  *.(*!' Ь— .)• 

*1=1,  2,...п  —  м,        «=1,2,.    .н. 


(9) 


Очевидно,  что  п  —  т  уравненШ,  отъ  второго  до  п  —  т  -{- 1  включительно, 
разрешимы  относительно  величинъ  ах,  я2'---а*-пг  Кроме  того  нмЪютъ 
место  сл*дующ1я  тождества 


ц*=о,  &;=«*.  ^-ь 
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*=1,  2....П— т. 


Следовательно,  результатъ  исключешя  произвольныхъ  постоянныхъ  аг, 
а2У'-ап-т  изъ  пеРваго  уравнешя  (9),  на  основаши  следу  ющихъ  за 
нимъ  п  —  т  уравненШ,  представляетъ  искомый  полный  иятегралъ ') 
данной  системы  (1). 

Предположимте,  во-вторыхъ,  что   въ  уравнетяхъ   (9)  постоянная   Ь 
обозначаете  начальное  значеше  переменной  г,  т.  е. 

Ь  =  *<\ 

и  что  п — т  уравненШ  (9),  отъ  второго  до  п  —  ж+1  включительно, 
разрешимы  относительно  всЬхъ  постоянныхъ  Ьх,  Ь2,...Ья_т.  Въ  та- 
номъ  случае  очевидно,  что  результатъ  исключен1я,  изъ  перваго  уравне- 
Н1Я  (9),  ихъ  значенШ,  определенныхъ  последними  уравнешями,  пред- 
ставляетъ также  искомый  полный  интегралъ. 

Пусть,    наконецъ,  въ  уравнешяхъ  (9)  постоянная   Ь    имеетъ    сле- 
дующее значеше 


6-,о_2;а46„ 


где  суммироваше  распространяется  на  показатели  всехъ  техъ  посто- 
янныхъ Ьк,  относительно  которыхъ  разрешимы  и — т  уравненШ  системы 
(9),  отъ  второго  до  п  —  ш-\-1  включительно.    Въ  такомъ   случае     оче- 


1)  Ср.  мое  сочпнеше:  Объ  гштегрироват'и...  стр.  85—80. 
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видно,  что  результата  исключения  изъ  нерваго  уравнения  (9)  указанныхъ 
значешй  Ьк  и  всЬхъ  а{,  для  которыхъ  1~у?к,  представляегь  также  иско- 
мый полный  интегралъ. 

5.  Аналогично  разысканш  полныхъ  интеграловъ  изсл-Ьдуемой  си- 
стемы уравненШ  (1),  легко  вывести  также  законъ  составлешя  ихъ  об- 
щаго  интеграла.  Представимъ  интегральный  уравнения  (Г>)  въ  сл$- 
дующемъ  вид* 


*«+»=**(*,. Р1)> 

А  ~  *.(*! Рп), 

к  -  1  ,  2 , . . .  п  —  1н ,        8  =  1 ,  2 ....  и . 


(10) 


Предположимъ  далее,  что  произвольный  постоянный  величины  х^,к,  г, 
Рт  +  к  связаны  между  собой  следующими  зависимостями 


г*=*о-. 


дв„ 


Рш+к 
*  =  1  ,  2  , . . .  и  --  т  , 


иг+к 


(И) 


где  60  обозначаетъ  начальное  значеше  функцШ  в  (хГ  х.„...хн),  со- 
ответствующее начальнымъ  значемямъ  ея  переменныхъ  #<[,  х^.-.х^. 
Кроме  того  необходимо  должно  удовлетворяться  также  услов1в,  чтобы 
определяемый  формулами  (11)  значешя  -г0.  /»°+1,  Рп+2>  •••1}п  лежали 
внутри  разсматриваемой  нами  области  изменешя  нашихъ  переменныхъ 
величинъ. 

Уравнешя  (10),  въ  силу  значенШ  (11),  становятся 


*-1,  2 , .  ..п-м, 


(12) 


Очевидно,  что  н —  т  уравненШ  последней  системы,  отъ  второго  до 
п  —  т  —  1  включительно,  разрешимы  относительно  постоянныхъ  вели- 
чинъ х(*т_^1,  #Ц,  +  2, .  .  .  хЦ,  такъ  какт>  функцш  гР'к  принимаютъ  посмьдшя 
значенья  для  значен  1  й  а-у,  х\,...х1%  независимыхъ  переменныхъ  х1} 
х2....хш,  и,  следовательно,  функцюнальный  определитель 


214 


1а;»,,  #у    .„...х°/  ' 

*      »п  +  1  '       т  -г  2 '  и  ' 


для  посл4днихъ  начальныхъ  значетй,  становится  равнымъ  единиц*. 
Наконецъ,  вс*  функщи 

Со     ,     1  =  1,2,...»  —  ш, 

уничтожаются  тождественно,  въ  силу  уравнетй  (11).  Поэтому  исключая 
хт+\^  ^т+г'-'-^и  изъ  иеРваго  уравнен1я  (12),  при  помощи  » —  т  ио- 
слйдующихъ  за  нимъ  уравнешй,  мы  получаемъ  рЪшешс  данной  системы  (1). 
Легко  убедиться,  что  полученное  рЪшеше  представляетъ  общш 
интеьралъ  Каши.  Обозначимъ,  въ  самомъ  д'Ьл*,  черезъ 

значеше  функщи  в,  для  начальныхъ  значетй  я°,  х?2'---хт  перем*н- 
ныхъ  хх,  х.г...хш.  Въ  такомъ  случай  очевидно,  что,  для  поел'Ьдннхъ 
начальныхъ  значетй,  функщя  г  и  ея  частныя  производный 


дг 

дг 

дг 

дх    ,  . 

'     дх    .    '  '  "  "  гАг 

то +  2                    п 

иринимаютъ 

соответственно   значетя 

функщи  ' 

водныхъ  но  X 

|#|  4-  1 '  Хт  +  2 '  *  '  *  Хп  > 

то -+- 1 

дЬ 

дЬ 

"  "  Ох' 

п 

Такимъ  образомъ  полученное  решете  представляетъ  действительно  об- 
ицй   интегралъ  Коши. 


ГЛАВА     VII. 

Интегралы  дифференщальныхъ  уравнений  характеристикъ  и  кано- 

ничеснихъ  уравненш.  Усовершенствованный  С.  Ли  способъ  Якоби- 

Майера  интегрироватя  уравнетй  съ  частными  производными. 

1.  Каноничесюя  дифференщальныя  уравнешя  обыкновенный  и  въ 
полныхъ  дифференщалахъ  представляютъ  частный  случай  дифференщаль- 
ныхъ уравненШ  характеристикъ,  соотв'Ьтствующихъ  частнымъ  дифферен- 
щальнымъ  уравнешямъ  перваго  порядка,  представленнымъ  въ  вид*,  раз- 
р*шенномъ  относительно  частныхъ  производныхъ.  Поэтому  теорхя  диф- 
ференщальныхъ уравненШ  характеристикъ  представляегь  полную  ана- 
логию съ  теор1ей  каноническихъ  уравненШ.  Какъ  хорошо  известно,  су- 
ществуетъ  тесная  взаимная  зависимость  между  задачами  интегрироватя 
дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  перваго  по- 
рядка и  соответствующими  дифференщальными  уравнешями  характе- 
ристикъ *).  Въ  предыдущей  глав*  мы  занимались  вопросомъ  о  составле- 
ны полнаго  интеграла  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  про- 
изводными, исходя  изъ  общаго  интеграла  дифференщальныхъ  уравненШ 
характеристикъ.  Въ  настоящей  глав*  мы  им4емъ  въ  виду  привести  не- 
сколько соображений  по  поводу  обратной  задачи  составлешя  общаго  инте- 
грала дифференщальныхъ  уравненШ  характеристикъ,  поел*  того  какъ  про- 
интегрировано соответствующее  уравнеше  съ  частными  производными.  Съ 
решешемъ  этой  последней  задачи  также  гЬсно  связаны  имена  Гамильтона, 
Якоби  и  „Нувилля,  которые  подошли,  независимо  другъ  отъ  друга  и  съ  раз- 
личныхъ  точекъ  зр^шя,  къ  р*шенш  разематриваемой  задачи,  какъ  объ 
этомъ  можно  судить,  сопоставляя  сочинен1Я  этихъ  знаменитыхъ  геометровъ. 

ВсЬ  первоначальные  труды  ихъ  относятся  къ  дифференщальнымъ 
уравнешямъ  динамики.  Первыми,  но  времени  своего  опубликования,  явля- 
ются изеледоваше  Гамильтона:  Оп  а  депегаХ  теНюд.  т  душится  2)  и 
письмо  Якоби  Парижской  Академш  Наукъ:  Инг  1е  тоиъетепЬ  А'ип  роШ 
е1  &иг  ин  саз  рагНсиНег  сЫ  ргоЫёте  (1ез  1го1з  согрз  8). 

1)  См.  мои  изсдЪдовашя:  Объ  интегрировании  уравненШ  съ  частными  производ- 
ными.... Методе  8нг  Г1н1едга(1'оп  (1ех  сцпаНонн...  (.1оигка1  «/огг/ш?.  1Н90),  8иг  1е$ 
1кёогёте«    (к    ЗасчЫ    с1    Ыоих'Шс    (Ян11е1п1   г/сч  хпенгс*   та1ЪётМщис8  е1   ая(гопо- 

2)  РЫ1оаор1иса1  Тги^наЫишх,   1831—1835. 

3)  Сотр1е*  гсн(1нх,  I.  III,  р.  51) — (П. 
>ГасоЫ.  —  Сгмтни'11е   1Усгкеч  13(1.  IV*,  ^.  33. 
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Въ  указанномъ  изслйдованш  Гамильтон?»  выражаегь  общШ  инте- 
гралъ  системы  обыкновенныхъ  каноническихъ  уравнений  при  пожоши 
полнаго  интеграла  соответствующая  уравнешя  съ  частными  производ- 
ными, при  чемъ  произвольными  постоянными  служатъ  начальный  зна- 
чен1Я  перем'Ьнныхъ.  Что  касается  упомянутаго  письма  Якоби,  то  онъ 
показываетъ  въ  немъ,  какъ,  при  помощи  дифференцироватя,  состав- 
ляется общШ  интегралъ  канонической  системы  дифференщальныхъ  урав- 
ненШ движешя  точки  на  плоскости,  для  которой  известны  интегралъ 
живой  силы  и  второй  интегралъ,  независящШ  отъ  времени.  Въ  своихъ 
дальн'Ъйшихъ  изслйдовашяхъ  1)  Якоби  развилъ  точку  зр*н1я  Гамильтона, 
принимая  произвольный  величины,  не  представляюпця  начальныхъ  зна- 
чений перем'Ьнныхъ,  за  постоянныя  интегрировашя  и  распространяя  рас- 
сматриваемую теорш  на  одно  уравнеше  съ  частными  производными  об- 
щаго  вида.  ЗатЪмъ  въ  1853  году  ЛНувилль  опубликовалъ  свою  зам*тку2): 
N0%  тг  ГШёдгаНоп  вез  ёдиаИопз  в'ф&епИеИез  ве  1а  Вунапицие  ргё- 
зеп(ёе  аи  Вигеаи  вез  Ьопд'йивез  1е  29  ]нт  1853.  Сущность  последней 
представляетъ  распространеше  перваго  вышеуказаннаго  предложещя  Якоби 
на  каноническую  систему  обыкновенныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ 
общаго  вида.  Въ  этой  стать*  Лувилль  показываетъ,  какъ  составляется 
общ1й  интегралъ  обыкновенныхъ  каноническихъ  уравненШ,  когда  из- 
вестна половина  вс^хъ  интеграловъ,  при  условш,  что  посл^дше  нахо- 
дятся въ  инволюцш.  Кром*  того  Лувилль  дополняетъ  свою  зам*тку 
весьма  ц*ннымъ  зам4чан1емъ  относительно  того  случая,  когда  данные 
интегралы  разсматриваемой  канонической  системы  неразрешимы  отно- 
сительно каноническихъ  перем*нныхъ  одного  и  того  же  класса.  При 
этомъ  Лувилль  указывает!»,  что,  въ  своихъ  лекщяхъ  въ  СоШде  ве  Рмшее, 
онъ  изсл'Ьдовалъ  посл4днШ  случай  во  всей  его  общности.  Бол*Ье  подроб- 
ное разсмотр1>н1е  этого  носл*дняго  случая  находится  въ  диссертащи 
Лафона  3).  Наконецъ,  мы  считаемъ  необходимым!»  поставить  въ  гЬсную 
связь  съ  послйднимъ  воиросомъ  изсл^дован^я  Майера,  Бертрана  и  Дарбу, 
упомянутый  нами  выше,  при  изложенш  теорш  характеристикъ  и  къ  ко- 
торымъ  намъ  придется  еще  разъ  возвратиться,  устанавливая  ихъ  вза- 
имное соотношеше  съ  теор1ей  полныхъ  интегральныхъ  собрашй  С.  Ли. 


х)  ЖюоЫ.—'иеЪсг  (Не  НЫис1юн  (кг  и^едтИоп  (1ег  раг1(е11еп  1Я((егсп1\а1- 
д1с1сЬиш/сп  сп$1ег  ОгНннпд  гн'ЫсЬсн  и-г/аи!  сшсг  гаЫ  Уаг1аЬе}п  ям/  (Не  т1едга1тп 
ешса  е1н;1(ц'п  *ун1етех  ден'бпИсНег  1)1Негеыг1а1д1еи'Ъпщ1Сп  (ОезаттеИе  ЦТегке, 
Вс1.  IV.  3.  57). 

ЖсиЫя  —  \ог\с&ипцип  иЬег  1)упанпк  .  /иске.  ге\1сИг1е  Аи8#аЬе.  ВегИп,  1881, 
2\\а1Ш{^1е  \*ог1е$Ш1#,  8.   157. 

-)  Жшпш1  1/тптШ,  X.  XX,   1855,  р.   1.37. 

л)  Ь(фуи,  А.—  8ш*  Гш1Г'^га*кш  с1е^  СчщаМонз  (ИДОгепМеПез  йе  1а  Месатцие. 
Т1н'йе.  Рапа  1851. 
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Что  касается  двухъ  различныхъ  точекъ  отправлешя,  которыя  мы 
зд-Ъсь  отметили,  при  составленш  общаго  интеграла  каноническихъ  диф- 
ференщальныхт»  уравненШ,  то  оба  разсматривасмыхъ  предложешя  Гамиль- 
тона-Якоби  и  Якоби-Лувилля  не  представляютъ  существеннаго  различ1я. 
Въ  самомъ  деле,  первая  теория  исходить  изъ  полнаго  интеграла  урав- 
нешя  съ  частными  производными,  тогда  какъ  Лувилль  принимаетъ  за 
основаше  интегралы  въ  инволющи  соответствующей  канонической  си- 
стемы, число  которыхъ  равно  порядку  последней.  Легко  видеть  однако, 
что  какъ  посл4дн1е  интегралы  такъ  и  полный  интегралъ  соответству- 
ющая частнаго  уравнешя  представляюгь  эквивалентные  элементы,  въ 
смысл*  интегрирования  последнего  уравнения.  Кроме  того  мы  установимъ 
дал'Ье  такое  же  аналогичное  соотв'Ьтсв1е  между  отм^ченнымъ  выше  част- 
нымъ  случаемъ  Лувилля  и  полными  интегралами  С.  Ли. 

2.  Мы  начнемъ  съ  изложешя  новаго.  весьма  простого  доказатель- 
ства разсматриваемыхъ  прсдложенШ  о  составленш  общаго  интеграла 
дифференщальныхъ  уравненШ  характеристика  ВсЬ  хорошо  изйстныя 
доказательства  последнихъ  предложенШ  представляютъ  непосредственную 
поверку  формулъ,  видъ  которыхъ  дается  предварительно.  Легко  однако 
иначе  поставить  вопросъ,  задавшись  целью  вычислить  искомые  интег- 
ралы, не  предполагая  напередъ  известнымъ  ихъ  видъ. 

Пусть  им4емъ  следующее  уравнеше 

р-\-Н((,х^  х^...хн%  р^  р2,...рп)=*Оч  (1) 

где  перем'Ьнныя  р,  />,,  р2,---Рп  обозначаютъ  частныя  производный  пер- 
ваго  порядка  функцш  з  соответственно  но  независимымъ   переменным!» 

I ,   X 1 ,    Х^ ,  .  .  .  Х^ . 

Составляемъ  соответствующую  каноническую  систему  обыкновен- 
ныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ 


(2) 


Предположнмъ,  что  полный  интегралъ    уравнешя    (1)    представля- 
ется уравнешемъ 

г=  К(/,  хг  хг..  .хп,  6р  Ь,,. .  .Ьп)--Ъ,  (3) 

где  Ъх,  &2, . . .  6и,    Ь    обозначают^    п+1    различныхъ    ироизвольныхъ 
иостоянныхъ,  при  чемъ  следующШ  функцюнальный  определитель 


йх{        ОН 

*. 

ОН 

ЧГ=  ор^ 

А  ~ 

с*х( 

1  =  1 

,2,. ..и. 
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/  дГ     дУ         дУ\ 
дх{  '  дх.л  ' '  '  дхи  (4) 

отличенъ  отъ  нуля.  Въ  такомъ  случае,  какъ  известно,  уравнеюя 

дУ 

I 

разрешимы  относительно  произвольныхъ  постоянныхъ  Ьр  62---.Ьж  и 
приводить  къ  п  различнымъ  интеграламъ  въ  инволющи  конической 
системы  (2) 

•  =1,  2,...*.  ] 

Обратно  эти  последов  интегралы  разрешимы  очевидно  относительно 
всЬхъ  иерем'Ьнныхъ  />, ,  р2, . . .  рп . 

Такимъ  образомъ,  благодаря  известному  полному  интегралу  част- 
наго  уравнеюя  (1),  становятся  известными  п  интеграловъ  канонической 
системы  (2).  Поэтому  задача  интегрироватя  последней  приводится  къ 
составленш  п  различныхъ  дифференщальныхъ  зависимостей,  интегриро- 
ваше  которыхъ  приводило  бы  къ  п  остальнымъ  искомымъ  интеграламъ. 
Съ  этою  д^лью  составляем!»  тождество 

дУ  (  дУ     дУ  дУ\ 

которое  получается  изъ  даннаго  уравнешя  (1),  при  помощи  подстановки 
его  р^шен^я  (3). 

Дифференцируя  последнее  тождество  но  Ъ{,  Ь.„...ЬН,  получаемъ 
рядъ  слФауютихъ  новыхъ  тождествъ 

#  V       ^  <Ж     &  V 

.О-  > =  п 

01  ОЬ     '   1л  др.    0л\.  0Ьи 

8         !(— |     *  к  к       8 

я  =  1,  2, ...п. 

Въ  силу  уравненШ  интегрируемой  системы  (2),  последил  тождества 
преобразовываются  въ  систему  и  сл'Ъдующихъ  дифференщальныхъ  урав- 
ненШ 
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д*  V 

у    г)2  V    <1хк 
•   1а  йЬ.  дх..    (И 

'дЬй~0Т 

=  0, 


8=^1,  2,...м. 


Какъ  легко  видеть,  первыя  части  посл'Ъднихъ  уравенШ  представля- 
ютъ  точныя  производный,  и  мы  приводимъ  разсматриваемыя  уравнешя 
къ  следующему  виду 


г// 

Интегрирование  посл'Ъднихъ  уравненШ  даетъ  искомый  интегральный  урав- 
ненш  наследуемой  канонической  системы  (2) 

_  =  а„     ,=  1,2,...», 

гд*  «и  а>->-  —  ап  обозначают!,  и  пронзвольныхъ  ностоянныхъ  величинъ. 
Легко  видеть,  что  получаемые  отсюда  интегралы  различны.  Это  сл*- 
дуетъ  изъ  того,  что  послЪдшя  уравнешя  не  зависятъ  отъ  каноническихъ 
перем*нныхъ  второго  класса  и  разрешимы  относительно  перем'Ьнныхъ 
г,,  х2,...тп,  всл,Ьдств1е  введеннаго  предположешя  о  неравенстве  нулю 
определителя  (4). 

Въ  изложенномъ  сейчаеъ  доказательств*  мы  исходили  изъ  нолнаго 
интеграла  уравнешя  (1;.  Мы  дадимъ  еще  второй  способъ  разыскания 
общаго  интеграла  канонической  системы  (2),  принимая  за  основаше  ея 
п  интеграловъ  въ  инволющи  (Г>).  Съ  этою  целью  начнемъ  съ  разсмотр*- 
Н1Я  свойствъ  искомыхъ  интеграловъ. 

Заметимъ  прежде  всего,  что  функщи 

Р  +  Н,  Гх,  Г„...Гп  (6) 

находятся  въ  инволющи.  Поэтому  следую  иия  п  \- 1  уравнешй  съ  част- 
ными производными  функщи  /' 

(р  +  Нч  Л  =  о, 

I  1,  /  =  *, 

образуютъ  нормальную  систему,  допускающую  п  разлйчныхъ,  отличныхъ 
отъ  функщи  (6)  интеграловъ,  которые  обозначимъ  соответственно 
черезъ 

/ !  >    /о  *  •  •  •  /п • 
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Вместе  съ  гЬмъ  отсюда  уб)ьждаемся   также   въ   существовант    п   сл*ь- 
дующихъ  интеграловъ  канонической  системы  (2) 


гдгь  всгь  а&  обозначаютъ  произвольным  постоянныя  величины.  Каждый 
изъ  этихъ  интеграловъ  находится  въ  союзъъ  (сощидиёе)  съ  однммъ  изъ 
интеьраловъ  (о)  и  въ  инволюцт  съ  остальными  изъ  нихъ. 

Убедившись  въ  существованш  посл-Ьднихъ  интеграловъ,  легко  ихъ 
вычислить,  исходя  изъ  того,  что  каждая  функщя  /^  определяется  урав- 
нешями 


(1,    1  =  3. 


(Т) 


Такъ  какъ,  согласно  съ  сделаннымъ  нредположешемъ,  интегралы  ('*) 
разрешимы  относительно  переменныхъ  р^  р.„. .  .рп,  то  фушщюналь- 
ный  определитель 


(ч) 


долженъ  быть  отличнымъ  отъ  нуля.  Преобразовываемъ  уравнешя  (7)  къ 
новымъ  неременнымъ,  принимая  Ь},  Ь2,...Ьм  за  новыя  переменный 
вместо  рр  р2,-../>н,  и  обозначимъ  черезъ  6,  значеше  преобразованной 
функщи  }'в.  Въ  силу  свойствъ  функщи  (6),  преобразованная  система 
уравненШ  (7)  становится 

дЬч      Д  ОН  М 

__*_:_> 8-  —  о 

61     '  ^  г)».    Ох.  ' 

^0рк  дхк        \1у  1  =  Нш 

Съ  другой  стороны   зиачешя   переменныхъ  р,  рг  р2, ..  ,рн ,  опре- 
деляемый уравнешями  (1)  и  (5)  какъ  функщи  величинъ 

I,  хх,  х.,,.  .  .д>4,  6р  &2,.  .  .6п, 

утождествляютъ  эти  послЪдшя  уравнешя.  Дифференцируя  полученныя  та- 
кимъ  образомъ  тождества  по  величинамъ  йр  &,,...  Ьп,  получаемъ   рядъ 

новыхъ  тождествъ 
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др    ,  чпдН  дР 


к 


у  дГ.  д^ ГО,  »2>, 

2а~др~к  дЪ~~ ^  ,=8_ 

Вычитая  посл'вдшя   тождества  соответственно   наъ  предыдущихъ, 
получаемъ  тождества 

°Ь,       дР      V дН  1дЬ.      дРк\ 


1  =  1,  2....П, 


для  всЬхъ  значенШ  8,  отъ  1  до  п.  Отсюда,  ватЬдстше  неравенства  нулю 
определителя  (8),  вытекаютъ  сл'Ьдующгя  тождества 


01        ()Ь/     дхк       дЬ9  ' 


*  =  1.  2,...п, 


(9) 


для  вс*хъ  значенШ  5,  отъ  1  до  и.  Такъ  какъ  определяемый  уравнешями 
(1)  и  (Д)  значешя  перем*нныхъ  р,  рх,  р2,-.-рн  удовлетворяюгь  по- 
парно услов1ямъ 

то,  дифференцируя  последуя  по  йр  Ь^...Ьн,  получаемъ  новыя  услов!Я 
которыя  показываютъ,  что  уравнешя  (9;  интегрируемы.  Поэтому  функщи 
О,  определяются  при  помощи  сл"Ьдующихъ  квадратуръ 

й        Г  (др  л,  •    д/'«  а     .  ■    др*  л    \ 

*-        \         8  Я  $  ' 

а-\,  2,...п, 

при  чемъ  не  принимаются  въ  расчетъ  дополнительный  пронзвольныя 
постоянный  величины. 
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Какъ  легко  видеть,  найденныя  значешя  функцШ  Ь  выражаются 
также  следующим»  образомъ,  при  помощи  полнаго  интеграла  (3), 

дУ 

Чтобы  получить  отсюда  значешя  функщй  {9>  остается  совершить 
обратное  преобразоваше  перем*нныхъ.  зам'Ьнивъ  величины  Ьг,  &2, . .  .  Ьп 
соответственно  ихъ  функцюнальными  значениями  Р1,  Р2,. . .  Рп.  Нако- 
нецъ,  только  что  изложенное  доказательство  становится  бол*е  простымъ. 
всл4дств1е  симметричности  вычисленШ,  если  за  исходное  принять  сле- 
дующее дифференциальное  уравнеше  общаго  вида 

Р(х{,  #,,..  ..гп,  р1Л  р„...]>н)  =  0. 

Соответствующая  дифференщальныя  уравнешя  характеристикъ  становятся 

йхх        Лх^  йхп         (1}){  •       йрп 

^=  1Е^         ^  ==И^"=         =       дР  ' 
0р{         7ф2  дрп  Ъхх  дхп 

Пусть  им'Ьемъ  п  сл'Ьдующихъ  различныхъ  интеграловъ  въ  инволоцш 
последней  системы 

Р  (.гр  х2, .  ..хн,  р19  р2, . .  .рн)  =  Ъ„ 

•  ~0,  1,  2,...п-1, 

гд*  Р0,  Ь0  условно  обозначаясь  значешя  Р,  Ь  и  &,  Ь, ,  Ь2, . . .  Ья1 
представляють  п  различныхъ  ироизвольныхъ  постоянныхъ.  Уравнешя, 
служапця  для  опред^летя  остальныхъ  искомыхъ  п  —  1  интеграловъ 
А  I  /*>  •  •  •  /п_ . ,  1  принимают?»  видъ 

(Р    ^)=={°'  '  =  0,  1,  2 в — 1,     в+1,...л— 1, 

''      '  1  1,    /  =  $, 

для  всЬхъ  значенШ  в,  отъ  1  до  п —  1.  Предполагая  существоваше  сл*- 
дующаго  неравенства 


/Р    Р     Р         Р      \ 


нринимаемъ  величины  Ъ,  Ьр  Ь2,...Ьп__г  за  новыя  переменный,  вместо 
рх,  />2,.../>и.  -Мы  нриходимъ  такимъ  образомъ  къ  двумъ  различньшъ 
системамъ  сл*дующихъ  равенствъ 
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у  Щ 

к** 

*>.    I 

0,    1'2«, 

дхк 

1,  ;  =  *. 

кд^ 

дрк 

дЬ, 

о,  »2*, 

1,    1  =  8. 

Вычитая  равенства  второй  строки  соответственно  изъ  равенствъ  первой 
строки,  получаемъ  стЬдуюидя  уравнешя 

&~дрк\<>гк        дЪ,}~    ' 

1=0,  1,  2,...п  -1  , 

для  всЬхъ  различныхъ  значенШ  «,  отъ  1  до  м  —  1.   Въ   силу   неравен- 
ства нулю  нредыдущаго  определителя,  получаемъ  новыя  уравнешя 


дх.        дЬ,  ' 


*=1,  2,...п,        *=1,  2,...я~1, 

который  и  определяютъ  искомые  интегралы  при  помощи  'квадратуръ. 

3.  Последнее  доказательство  распространяется  также  на  случай, 
отмеченный  Лувиллемъ,  когда  известные  интегралы  (5)  канонической 
системы  (2)  разрешимы  относительно  каноническихъ  перем*нныхъ  раз- 
личныхъ классовъ,  но  при  этомъ  различныхъ  значковъ.  Такъ  предполо- 
жимъ,  наприм^ръ,  что  уравнешя  (5)  разрешимы  относительно  иеремен- 
ныхъ  величинъ 

такъ  что  сл4дующШ  функщональный  определитель 

\    />.,  »„...и        ,  х         ,,,...  х     I 

\     I  1  1   1  2 '  ■*  п  —  т  '       »»  —  т  4- 1  '  н     ' 

отличенъ  отъ  нуля.  Возвращаясь  къ  уравнешямъ  (7),  оиредЬляющимъ 
искомыя функщи  /а ,  вводимъ  Ь, ,  Ъ2,...Ън  какъ новыя  переменныя вместо 
величинъ  /^,  р2, . .  .^я_т,  ^м_1Я  +  11  •  •  •  ^л-  Преобразованныя  уравнешя 
(7)  становятся 
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п  —т  . 


дЬ      уГдЯ    дЬ        А      дН  дЬ 

01       &хдрк  дхк      г&й*п-я+гдрп_т+г 


п  — И» 


дР.   дЬ        А       дР.  дН  (О,  !'2«, 


у     «    "     у 

^    ф.     (>.Г.  ^  дх 

1. .1  *  * I 


Кром*  того  мы  им*емъ  еще  рядъ  агвдующихъ  тождествъ 

у"3  »»    ,  у      ^      дхп_и+г_\0,  «2», 
Отсюда  слЪдуютъ  новыя  равенства 


«Ч,— ,+г      <*,  м,  ,-  =  *. 


~д!         66 


^2лЪ1с     7  [о!)    7~ +    "оь    ')  =  °' 

Г^Т|        **  —  т  +  г   \    *  п  —  т  +  г  я        / 

%п" <^  /  «Ю         дв.  \       ^       дР.      I      дЬ  дх        .   \ 

У  -11 1 1 111—  У  '—  | — ! и     —  »+г)  ==0 

4^1       ^*     \         *  в  '  Г^Г-         я-м  +  г    \   ^н-ш  +  г  в         ' 

г  =  ),  2, ...я, 

которыя  им'Ьютъ  м!>сто  для  всЬхъ  значенШ  .5,  отъ  1  до  п.  ВслЪдств^е 
неравенства  нулю  предыдущаго  определителя,  последняя  система  приво- 
дить къ  следующим!»  равенствамъ 

*  =  1,  2,...п  —  т,         г-1,  2,...ш, 

для  всЬхъ  значенШ  я,  отъ  1  до  /?. 

Какъ  известно  изъ  теории  касательныхъ  преобразованШ,  система 
уравненШ  (1)  и  (5;  остается  также  въ  инволюцш,  если  каноничесмя 
переменный  подразделить  на  два  класса,  изъ  которыхъ  каждый  соотв^т- 
ствуетъ  одной  изъ  двухъ  с\тЬдующихъ  строкъ 
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агр  #2, . .  -хп_т,      Рп-,я+\ч      Р„-П1+2'  •  •  •       Р*' 

Отсюда  слйдуеть,  что  посл'Ьдшя  написанныя  уравнешя,  служащ1я 
для  опред4лен1я  функщй  6в,  образуютъ  интегрируемую  систему.  Это  за- 
ключеше,  независимо  отъ  теорш  касательныхъ  преобразован^,  сл4дувтъ 
также  непосредственно  изъ  самаго  факта  существовашя  функщй  6^,  до- 
казаннаго  выше  для  соотв*тствующихъ  имъ  значешй  функщй  /\  Такимъ 
образомъ  искомыя  функщй  определяются  при  помощи  сл*дующихъ 
квадратуръ 


Ч& 


а  а 


ОХ  .  , 


8—\  ,  2,.  ..п, 

гд1>  не  принимаются  въ  расчетъ  дополнительный  произвольный  постоян- 
ныя  величины. 

Легко  представить  посдЪдшя  выражешя  при  помощи  одной  функции. 
Въ  самомъ  д^тЬ,  проинтегрируемъ  точный  дифференщалъ 

йг-—))й1-\-р  хйх  л^-  . . .  +Р        Лх        — х         ,,<1р         ,, — ... — х  Ар  , 

гд*  р,  рг  . .  .рп_ш,  хп__т  ,  р  . .  .хп  обозначаютъ  значешя,  определяемый 
уравнен1ями  (1)  и  (5).  Напишемъ  интегралъ  посл*дняго  дифференщала 
въ  сл"Ьдующемъ  вид* 

*=СГ(/,  хх,  х2,...хп__т,  ри_т  +  г....рп,  ЬР  Ь„а..Ъы)^-Ь, 

гд*  Ь  обозначаетъ  произвольную  постоянную  величину.  Въ  такомъ  случа* 
функщй  Ь9  выражаются  счтЬдующимъ  образомъ 

Поэтому  искомыя    интегральный    уравнения    канонической   системы    (2) 

становятся 

дГ 

0Ь\ 


=  яв,     5=1,  2,...м; 


гд4  ар  а2,...«п   обозначаютъ  п   различныхъ    произвольныхъ  постоян- 
ныхъ  величинъ. 

Возьмемъ,  наприм*ръ,  следующую  каноническую  систему  третьяго 
порядка 

15 
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Аг.      дН      ф,  дН 

Ий^^)/    ИГ  ~  ~  ~дх{ ' 
'=•.  2.  я. 
соответствующую  частному  дифференщальному  уравнению 

р-т-Я=0, 
где  функщя  Я  иы4егь  следующее  значеше 

х2*.—хх       ,   х*х*  Р\       4  Р1Р3 


я=-:  <-,--' Р1~ 


'      V*         *      Р2 


Рассматриваемая    каноническая    система    им'Ъетъ    три    интеграла    въ 

инволющи 

1р>  Р*  Ф1 

— 2  =  Ь„     /(1 -•-)  =  &„    -    —  Ь,. 


Последш'е,  совместно  съ  нашимъ  дифференщальнымъ  уравнешемъ,  опре- 
деляютъ  значешя  нерем'Ьнныхъ  р,  р{,  рг,  х3  слъдующимъ  обраломъ 

ь]р*—  ЬЛЬ\Х1+КХ\) 


Р  = 


ЬМ-К)* 


Ь  I  6,  Ь, 


Стало-быть,  въ  настоящемъ  случае,  функщя  V  получаетъ  значение 

1~      ~   ьг((-ьу  '    +ь- 

Поэтому  сл'вдукшия  три  уравнешя 

д1'__         дЬт  _         611 

определяют*!,     искомые     три     интеграла     интегрируемой    канонической 
системы 

--(*|*»1-!--ГзР.)-^7=в1' 


•    Х*Р\ 

(.с,  />,  -|-  *,/*2  —  лул,)  — -  =  а,, 


(*1Рх+ ЪРг) -,-*■  — «3- 


хвР1 
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Если  принять  за  исходные  интегралы  нашей  канонической  системы 
первые  два  данные  интеграла  и  послЪдтй  изъ  трехъ  только  что  полу- 
ченныхъ,  которые  образуютъ  совместно  систему  трехъ  уравненШ  въ  ин- 
волющи,  разр-Ьшимыхъ  относительно  перем'Ьнныхъ  />р  х2,  х3,  то  соот- 
ветствующее значеше  характеристической  функщи  становится 

1  Ъ^Р* 

Въ  такомъ  случае  три  искомые  интеграла  опред'Ьляются  уравнении 


дГ' 
о1>. 


дО"  .    дС      . 


который  представляютъ  остальные  три  приведенные  уже  выше  интеграла 
наследуемой  канонической  системы. 

4.  Век  приведенный  доказательства  распространяются  весьма  легко 
па  системы  уравненШ  съ  частными  производными  и  на  соотв*тствующ1я 
дифференщальныя  уравнешя  характеристикъ. 

Начнемъ  съ  разсмотр-Ьшя  следующей  нормальной  системы  т  диф- 
ференциальных!, уравненШ 


Р{  +  Н.(хх%  г2, . . .  хпЧ  рт^  рт+й, . .  ./>п)  =  О,   | 

\ 


1  =  1,  2 , . . .  ж ,    (м  <  п) . 


(10) 


Составляемъ  соответствующую  поел'Ьднимъ  каноническую  систему   урав- 
ненШ въ  нолныхъ  дифференщалахъ 


(1.Г 


•  =1 


* -1,  2,...п  — т. 


(П) 


Пусть  полный  интегралъ  системы  (10)  представляется  равенством!» 

х=  У(хг  х„...хп,  6Р  Ь„...Ьп_т)  +  Ь, 

гд*  Ьг  &2...,  Ьпм,  Ь  обозначаютъ  п  —  т-\-\   различныхъ  произволь- 
ных!, постоянныхъ,  при  чемъ  им*етъ  м*сто  следующее  неравенство 


—  228  — 
дУ         дУ  дГ 


Какъ  легко  видеть,  производныя  уравнения 

__дУ_ 

к  -1,  2,...п-«, 

опред'Ьляютъ  п  —  т  различныхъ  интеградовъ  канонической  системы  (11). 
Ея   остальные  п  —  т   интеграловъ    получаются   сл*дующимъ   образомъ. 
Дифференцируя  по  всЬмъ  величинамъ  Ьр  Ь2,...Ьп_т  тождества 

получаемъ  рядъ  слйдующихъ  новыхъ  тождествъ 

дх.бЬ        Ал  др    .  .  дх    гъдЪ  ' 

I  =  1 ,  2 , . . .  т ,        »=1,2,,..и-«н. 

Умножая  посл4дн1я  уравнетя  соответственно  на  Лх{  и  складывая  ре- 
зультаты, соотв*тствую1ще  всЬмъ  различнымъ  значкамъ  *,  отъ  1  до  тч 
получаемъ  п  —  т  тождествъ 

^  сй>  дх{     *   '    Аа   дЬ  Ох    .  .  ^  ф    ,  .      • 

«  —  1 ,  2...  .п  —  т. 

При  помощи  иостбдннхъ  тождествъ,  цервыя  « —  >п  уравнешй  (11)  пре- 
образовываются въ  с.тЬдуюшдя  дифференщальныя  уравнешя 


&  V  у        &  V 

в  =  1  ,  2 , . . .  п  —  «и , 


лЬвыя  части  которыхъ  представляютъ  точные  дифференщалы 
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'(?)-•■ 

*=1  ,  2,...п  —  т. 

Интегрируя  послед Н1Я,  находимъ  искомыя  интегральный  уравнен!я 
—  =.а#,     5  =  1,  2,...п  — го, 

гд*  а,,  «31.  ..«„_„,  обозначаютъ  п  —  го  различиыхъ  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ  величинъ.  Полученныя  уравнен1я  разрешимы  относительно 
п — т  перем*нныхъ  х  }Ч  #ш+2,. .  >хн,  всл-Ьдствге  неравенства  (12),  и 
опред*ляютъ  такимъ  образомъ  систему  п  —  т  новыхъ  рааличныхъ  ин- 
теграловъ  канонической  системы  (11),  отличныхъ  отъ  прежнихъ,  ука- 
занныхъ  выше  интеградовъ. 

Распространимъ  последнее  доказательство  на  замкнутую  систему 
уравнешй,  зависящихъ  явно  отъ  функциональной  переменной  величины  г, 


Р<  +  Н.(х19  х2,...хп,  г,  рт+1,^да+2,...^и)  =  0,  | 

\ 


(13) 


1=1,  2, 


(т<*). 


КОТОрЫЯ   уДОВЛеТВОрЯЮТЪ   ИЗВ*СТНЫМЪ   уСЛОВ1ЯМЪ   1) 

дН,      дН.  дН.      дН. 


Ох. 


62 


дх. 


дг 


для  всЬхъ  различиыхъ  значенШ  А  и  *,  отъ  1  до  го. 

Составляемъ  соответствующую  обобщенную  каноническую   систему 
уравненШ  въ  долныхъ  дифференщалахъ 


^р    он 

ах,ь=  > -их., 

/=1        т+* 


к  =  1  ,  2 , . . .  п  —  ш  , 


т  н— 


Аг 


1=1  г^\  т+г 


Ах., 


(14) 


1)  См.  мое  изслйдоваше:  Объ  интегрироваши  уравнешй...,  стр.  48. 
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Пусть  полный  интегралъ  системы  (13)  представляется  уравнешемъ 

г=  V  (ххч  *2, ...*„,  Ь,  Ьр  Ь2,...ЬП.Я),  (15» 

гд*  Ь,  Ьх,  Ъг,...Ьн_т  обозначаютъ  п  —  т+1    различныхъ   произволь- 
ныхъ  постоянныхъ  величинъ,  при  чемъ 


в[      ■■?+■_  _  *-+?._  ,  'Ч^о.  Об) 

Очевидно,  что  совокупность  уравненШ  (15)-аго  и  его  первыхъ  нро- 
изводныхъ  уравненШ  по  х.  ,,  л*|И+2,- .  .*«  опред-кляеть  м  —  ш-р1  раз- 
личныхъ интеграловъ  системы  (14).  Для  разыскашя  остальныхъ  п  —  и* 
интеграловъ,  дифферснцируемъ  по  всЬмъ  величинамъ  Ь,  Ъх,  Ь2,...6я_м 
тождества,  который  получаются  изъ  данныхъ  уравненШ  (13),  всл*дствн> 
подстановки  въ  нихъ  рЪшешя  (15).  Такимъ  образомъ  получается  рядъ 
сл'Ьдующихъ  тождествъ 


к        $       $н-\-к 


ОЬ  дх.    '     дг     дЬ     '     ^  др    .  ь  дЬ  Ох 


»  -.  I  ,  2 , . . .  п  -  т , 

-  .    | _■ ь  > ! ■«  О 

для  всЬхъ  значенШ  ?,  отъ  1  до  п. 

Предположимъ,  что,  внутри  разсматриваемой  нами  области  изм*нен1я 

перемънныхъ  величинъ,  производная  -..-  сохраняетъ  конечное  значеше. 

Исключая  изъ  предыдущихъ  тождествъ  первой  строки  производную  — -  , 
въ  силу  посл*дняго  тождества,  и  разделяя  полученный  результатъ  на 
ириходимъ  къ  новымъ  тождествамъ 


№- 


Л  '         "  '  дЬ  ' 

%  —  \%  2 ,...»« ,        *  -  1 ,  2 , . . .  ч  —  1м  . 
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Умножая  соответственно  на  Ах.  тождества,  соотв*тствующ1Я  значку  г,  и 
складывая  ихъ,  получаемъ,  въ  силу  п  —  т  первыхъ  уравненШ  (14),  си- 
стему сл*дующихъ  дифференщальныхъ  уравнешй 

»~т  I  — —  1 

■  4-  У  -^ —   — -  \Лх  ■ .. =  о, 

"дЪУ 

а=.1.  2,...п  — т. 

Полученныя  уравнен1я  приводятся  къ  следующему  виду  уравнешй  въ 
точныхъ  дифференщалахъ 


Интегрируя  иосл4дн1Я  уравнешя,  получаемъ  интегральный  уравнешя, 
определяюпця  искомые  интегралы  обобщенной  канонической  системы  (14), 

дУ 

дЪв  дУ  дУ 

-  =  а  ,  или  --,-  =  а   -  т  , 
дУ        *  до8         *   до 

~дЪ 

*  =  1 ,  2,...п  —  т. 

где  ар  а2,...а||_т  обозначаютъ  различный  произвольный  постоянный 
величины.  Какъ  хорошо  известно  М,  полученныя  уравнен1я  разрешимы 
относительно  перем'Ьнныхъ  #т4,,  :Г„|+2'"--'ги,  въ  СИЛУ  неравенства  (16), 
и,  следовательно,  определяемые  ими  интегралы  системы  (14)  различны, 
а  также  отличны  отъ  прежнихъ  п  —  т  -\-  1  интеграловъ,  такъ  какъ  не 
зависятъ  отъ  переменныхъ  рт+к. 

Возьмемъ,  наконецъ,  систему  т  дифференщальныхъ   уравненШ  въ 
инволюцш,  не  зависящихъ  отъ  я  и  иредставленныхъ  въ  общемъ  виде 

1('р^-^л.^-^  =  °'  1  (17) 

Л  =  1,  2,...ш.  } 


г)  См.  мое  сочинеме:  М^тоьге  $иг  ГпМедгаНоп  (1е$  ёдиаИоп*  аил  йёгкесв  раг- 
НеПев  а*и  ргетгег  огвге  (.Тоигпа!  «1огс1ап,   181)9.  р.р.  1(50 — 161). 


—  232  - 


Предположим?»,  что  посл'Ьдшя  уравнения  разрешимы  относительно    пере- 
м4нныхъ  рг,  р2, . .  .рп,  такъ  что  ии'Ьетъ  вйсто  неравенство 


\?1-   Я».  •••!>■,/ 


Составдяемъ  соответствующую  систему  уравненШ  въ  полныхъ  диф- 
ференщалахъ  (см.  стр.  148) 

"   А,* 


А* 


т  +  к 


-  Х^*" 


т   лг 


<=1 


*=1  ,  2,. ..«•-»»,        г—  1,  2, ...и, 


(1*> 


ГД*  Да,  А?  обозначаюгь  прежнш  значешя  определителей  (см.  ст.  147). 
съ  тою  только  разницею,  что  здЬсь  функщи  1\  не  вависятъ  отъ  г. 

.    Предположимъ   извйстнымъ    полный    интегралъ    данныхъ    уравне- 
нШ (17)-ыхъ 

гд*  Ьр  Ь2,...Ьп__т,  Ь  обозначаюгь   п  —  т-\-1  различныхъ   производь- 
ныхъ  постоянныхъ,  при  чемъ  удовлетворяется  услов1е 

,    дГ  дУ  дУ^ 

I  дх    .  , '     дх    .  „ ' " " "     дх 


у  ьг,        К,     ...  ья„т 

Само  собою  разумеется,  что  уравнения 

Гк(х{,  х2,...хя,  Р|1  />2,.../0«Сл, 

А  =  1,  2, ...ж, 
*  =  1,  2....П-Я1, 

опредЬляютъ  п  различныхъ  интеграловъ  системы  уравненШ  въ  полныхъ 
дифференщалахъ  (18),  причемъ  С,,  С2,...Ст  обозначаютъ  т  различ- 
ныхъ произвольныхъ  постоянныхъ  величинъ.  Что  касается  остальныхъ 
п  —  т  интеграловъ  последней  системы  (18),  то  они  вычисляются  сл*- 
дующимъ  образомъ. 
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Мы  им'Ьемъ  тождества 


/  дУ     дУ  дУ\_ 


I 

*  =  1,  2, ...ж. 

Дифференцируя  ихъ  последовательно  по  6,,  Ь2, . . .  Ън_т,  получаемъ  рядъ 
новыхъ  тождествъ 

для  всЬхъ  значешй  5,  отъ   1   до  и  —  т.  Всл'Ьдс'те   неравенства   нулю 
определителя  Д,  разрешая  посл*дшя  равенства  относительно  проивводныхъ 

о2  V 


дЪй  дхл 


и  пользуясь  прежними  значешями  определителей  Ди,  преобразовываема 
наши  тождества  въ  сл*дующ1Я  новыя  тождества 


п— »м 


д'г    ;  уА«     *7    =  0> 


<=1,  2,...ш, 

для  всвхъ  значешй  в,  отъ  1  до  и  —  т.  Умножая  послъ\дн1я  тождества 
соответственно  на  <Ц.  и  складывая  результаты,  получаемъ,  въ  силу  пер- 
выхъ  м —  т  уравнешй  (18),  следующую  систему  дифференщальныхъ 
уравнешй 

у.    а*  V  "^Г    д°-  V 

для  всЬхъ  значешй  5,  отъ  1  до  п  —  т.  Поэтому  становится  очевиднымъ, 
что  остальные  искомые  и  —  ж  интеграл овъ  системы  (18)  определяются 
следующими  « — т  различными  уравнешями 


или 
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дГ 


дЬ 


=  а$,     8=1,   2,...  я —  иг, 


гд4  ах ,  а0, . . .  ап  _  м  обозначают^  п  —  т  различныхъ  произвольныхъ 
постоянныхъ  величинъ  х). 

Доказанный  предложенья  легко  распространяются  также  на  системы 
частныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ  въ  инволюцш  общаго  вида,  за- 
ключающихъ  явно  неизвестную  функщю  г. 

Возьмемъ,  въ  самомъ  деле,  систему  т  уравненШ  въ  инволюцш, 
зависящихъ  отъ  неизвестной  функщи  ^, 

А=1,2,...*м,  ) 

для  которыхъ  имйеть  место  неравенство 


Соответствующая  система  въ  полныхъ  дифференщалахъ   представляется 
совокупностью  прежнихъ  уравненШ  (18)  и  сл^дующаго   дополнительнаго 

г  *»„      ,  (20) 


*--2(*+2^'-4 

Л 1  ^  К  I 


1-1    ч  *-1 

при  чемъ  определители  Д ,  Дл  и  Д[  отличаются,  въ  настоящемъ  случае, 
отъ  предыдущихъ  ихъ  значенШ  темъ,  что  функцш  Ги  зависятъ  здесь  отъ 
переменной  г. 

Пусть  полный  интегралъ  системы  (19)  представляется  уравнетемъ 

г=У{хх,  *„...*„,  Ь,  Ьр  б,,...»,— )■  (21) 

где  Ь,  Ьх,  Ь2,...Ья-|||  обозначаютъ  произвольный  постоянный  величины, 
и  кроме  того  существуетъ  услов1е 

дУ        дУ  дГ 


!)  Этотъ  результата  былъ  опубликованъ  мною   въ   заагЬткЬ:.  8иг   1а    1Нёопе   е&\* 
ециа(10п*  аих  (1еги?е'е8  раг11с11е$  (Сотр1е.8  генйн$у  24  ^иИШ  1899). 
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Совокупность  уравнешя  (21)  и  п  слЪдующихъ 

А~1,  2,...я-т, 

дГ 


ихт±к 

к  =г  1 ,  2 , . . .  п  —  т , 

опредйляеть  н  +  1  интсграловъ  системы  уравненШ  въ  подныхъ  диф- 
ференщадахт  (18)  и  (20),  гд*  С^,  С2,...Сш  обозначаюгь  произвольный 
иостоянныя  величины.  Остальные  н  —  т  интеграловъ  последней  системы 
вычисляются  на  основаши  сл*дующихъ  соображенШ. 

Составляемъ  тождества,  который  им'Ьютъ  м*сто  для  всЬхъ  значенШ 
Л,  отъ  1  до  ?и, 

дРк   дУ    ,   ^1  №н     (У2  V     х  "^Г  дРк        д2  V     _ 

-  —  У) , 


дУ    ,    у^      д*У  у 

ж.  '  2{-^;  а^^  +  Л 


дг    дЬ&    '   ^  <Ц   <Ц<#»        ^.*«+*  <Ч.+Л 


и=\,  2  ... п  —  т , 


■ал  ог  .  Лд*;  ^гг    VIе  дк     <ру 


0  *    _-|-У  *!1*  _      у  ***     ' 

1  =  1         *         *  Ьг1    *«+*         ' 


»+*^ 


=  0, 


Предполагая,  что,  въ  рассматриваемой   нами  области  измънешя   пере- 
мънныхъ,  производная  -,-.-    сохраняетъ    конечное    значеню,   получаемъ 

аналогично    предыдущему    (см.  стр.  171)   новыя   тождества  для    всвхъ 
значений  *•,  отъ  1  до  и  —  ш, 


дЬ  дЬ' 


*  =  1.  «....я. 


Такъ  какъ  определитель  Д  отличенъ  отъ  нуля,  то,  разрешая   по- 
слйдтя  равенства  относительно  производныхъ 
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и  пользуясь  прежними  значешями  определителей  Д|А,  получаемъ  тождества 


для  всЬхъ  значешй  5,  отъ  1  до  и  —  т.  Совершенно  аналогично  преды- 
дущему умножаемъ  посл*дн1я  тождества  соответственно  на  Ах.  и  скла- 
дываемъ  полученные  результаты.  При  помощи  полученныхъ  такимъ  об- 
разомъ  тождествъ,  дифференщальныя  уравнешя,  соотв*тствующ1я  пер- 
вымъ  п — т  уравненгямъ  (18),  преобразовываются  въ  агЬдуюпця 


для  всЬхъ  значешй  5,  отъ  1  до  п  —  го.  Такимъ   образомъ   искомые   ин- 
тегралы определяются  уравнешями 

дУ  дУ      л 

«  — 1 ,  2,...н  — т, 

гд4    а,,    а2>щт'ам-т    обозначать    п  —  т  различныхъ   произвольныхъ 
ностоянныхъ  величинъ. 

Подобно  тому  какъ  мы  только  что  распространили  на  системы  урав- 
нешй  съ  частными  производными  первое  изъ  изложениыхъ  доказательствъ 
теоремы  Якоби,  такъ  совершенно  аналогично  возможно  обобщить  при- 
веденное нами  доказательство  предложешй  Ллувилля.  Это  обобщеше  не 
нредставляетъ  никакихъ  затрудненШ,  когда  разсматриваемыя  уравнешя 
явно  не  зависятъ  отъ  функциональной  переменной  я.  Что  касается  случая, 
когда  переменная  г  входить  въ  данныя  уравнешя,  тогда  равенства,  вы- 
ражакнщя  каноничесия  свойства  интеграловъ,  соответствующихъ  диф- 
ференщальныхъ  уравнешй  характеристикъ,  представляются  въ  более 
сложномъ  виде.  Для  выражения  этихъ  свойствъ  въ  разсматриваемомъ 
случае  оказывается  необходимымъ  составить  выражение  полнаго  инте- 
грала соответствующихъ  частныхъ  дифференщальныхъ  уравнешй.  То 
же  самое  замйчаше  относится  къ  случаю  Ллувилля,  когда  данные  инте- 
гралы въ  инволющи  разрешаются  относительно  каноническихъ  перем*н- 
ныхъ  съ  различными  значками  и   различныхъ   классовъ.   Этотъ  случай 
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очевидно  приводится  кл>  первому,  при  помощи  касательныхъ  преобразо- 
вашй.  Мы  приходимъ  такимъ  образом!»  въ  обоихъ  случаяхъ  къ  необхо- 
димости перейти  къ  гЬмъ  же  первоначальными  исходнымъ  условЫмъ,  на 
которыхъ  основывались  въ  первомъ  изъ  данныхъ  нами  доказательства 
Какъ  намъ  кажется,  последнее,  по  простоте  своей,  повидимому  не  оста- 
вляешь желать  ничего  лучшаго.  Мы  не  станемъ  входить  въ  виду  этого 
въ  дальнейшая  подробности  относительно  доказательствъ  изсл'Ьдуемыхъ 
предложетй  и  перейдемъ  къ  разсмотренш  полныхъ  интегральныхъ  со- 
братй  С.  Ли. 

5.  Какъ  видно  изъ  изложенныхъ  выше   соображений,   слйдуетъ   по 
справедливости  приписать  Л1увиллю   честь   первенства,   воспользоваться 
идеей  интегральныхъ  собран^  С.  Ли  !).  Действительно,  въ   своей   упо- 
мянутой выше  стать*:  N0(6  $иг  УтЬёдгаЫоп  Лев  ёцтНот  сНЯегепНеШз  Ое 
1а  1)упатщие...,  Л1увилль  предусмотр-Ьлъ  случай  полныхъ  интегральныхъ 
собранШ  С.  Ли,   представляющихъ   систему  интеграловъ  въ   инволюцш 
канонической   системы,   которые   неразрешимы  относительно   канониче- 
скихъ  перем'Ьнныхъ  второго    класса.    При   этомъ   Л1увилль,    и   затЬмъ 
Лафонъ,  разрешали  представляющШ  здесь  вопросъ  въ   самомъ  общемъ 
виде,  т.  е.   не   ограничивались    предиоложешемъ,    подобно    С.    Ли,    что 
данные  интегралы  въ   инволюцш  не  должны  разрешаться   относительно 
какихъ  либо  другихъ  перем*нныхъ  кроме  техъ,   относительно   которыхъ 
эти  интегралы   разрешимы,   согласно   съ   сд4ланнымъ   предиоложешемъ. 
Такимъ  образомъ  Л1увилль  предр*шилъ  вопросъ  объ  усовершенствованы, 
внесенномъ  С.  Ли  въ   сиособъ   интегрирования  Якоби-Майера,   еще   за 
долго  до  его  создашя  и  до  развитая  общей  теорш  разсматриваемыхъ  урав- 
нен1й.  Только  втимъ  поеледнимъ  обстоятельствомъ  и  возможно  объяснить 
тотъ  фактъ,  что  значеше  результатовъ  Л1увилля  не  было  оценено  раньше 
и  что  потребовался  долпй  промежутокъ  времени,  съ  50-ыхъ  до  70-хъ  го- 
довъ  прошлаго  столепя,  т.  е.  двадтатилетнШ  нер1одъ  въ  развитш  теорш 
дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными,  пока  С.  Ли  не 
пришелъ  къ  аналогичнымъ  результатами  Если  я  не  ошибаюсь,  то  въ  лите- 
ратуре разсматриваемой  области  математическаго  анализа  только  здесь,  на 
этихъ  страницахъ  моего  изследовашя,  приводятся  впервые  настояпця  исто- 
рико-критическ1я  соображешя,  устанавливаюпця  сравнительную  оценку  тру- 
довъ  Л1увилля  и  С.  Ли.  Этому  последнему  факту  я  также  нахожу  истолко- 
ваше  и  объясняю  его  1емъ,  что  С.  Ли  облекалъ  въ  столь  сложную  форму 
изложеше  своихъ  результатовъ,  что  ихъ  практическое  значеше,  сущность 
и  взаимная  связь  съ  трудами  предыдущихъ  изследователей  ускользаютъ 
отъ  внимашя  читателя. 


*)  См.  мое  сообщеш е:  8иг  1е  гарроП  вев  {гаг'аих  Ле  8.  Ыс  а  сеих  ве  ЫоиьчИе 
(Сошр1ез  геш)и8.  17  аой*  1903) 
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Чтобы  восполнить  отмеченный  проб*лъ  и  установить  преемствен- 
ную зависимость  между  классической  теор1ей  уравнешй  съ  част- 
ными производными  и  изслЪдовашями  С.  Ли,  мы  продолжимъ  на  посл*- 
дующихъ  страницахъ  изучеше  полныхъ  интеграловъ  С.  Ли. 

Начнемъ  съ  разсмотр*шя  вопроса  о  составлении  общаго  интеграла 
дифференщальныхъ  уравнешй  характеристику  на  основаши  изв*стнаго 
полнаго  интеграла  (\  Ли  соотв'Ьтствующихъ  производныхъ  уравненШ  и 
перейдемъ  загЬмъ  къ  задач*  о  переход*  отъ  полнаго  интеграла  С.  Ли 
къ  полному  интегралу  Лагранжа. 

Если  ироизводныя  уравнешя  данной  системы,  въ  пространств* 
п  -р  1  изм*ренШ,  находятся  въ  инволюцт,  то  въ  такомъ  случае  поста- 
вленный нами  вопросъ  разрешается  на  основаши  изложенной  выше 
теорш  касательныхт>  преобразован^.  Действительно,  приводя  полное  ин- 
тегральное собрате  С.  Ли,  соответствующее  данному  полному  интегралу,, 
къ  совокупности  я  -•- 1  уравнешй  въ  инволющи,  при  помощи  соображе- 
Н1Й,  аналогичныхъ  изложеннымъ  на  страницахъ  54 — 57,  легко  затЬзгь 
получить  искомый  общШ  интегралъ,  какъ  это  показано  у  бошгва!:  Лцон* 
аиг  ПпкугаНоп...  (п1)  10Н,  р.  р.  276—277).  Составивъ  общШ  интегралъ 
дифференщальныхъ  уравнешй  характеристикъ,  мы  получаемъ  затемъ 
известнымъ  образомъ  полный  интегралъ  Лагранжа  соответствующихъ 
производныхъ  уравнешй,  разсматриваемыхъ  какъ  дифференц1альныя 
уравнешя  съ  частными  производными.  Такимъ  образомъ  оба  намечен- 
ные вопроса  разрешаются  при  помощи  алгебраическихъ  исключенШ. 
Ходъ  последнихъ  вычислешй  однако  упрощается  и  распространяется 
также  на  замкнутый  системы  уравнешй,  если  принять  во  внимаше  свойства 
полныхъ  интеграловъ  С.  Ли,  аналогичный  свойствамъ  полныхъ  интегра- 
ловъ Лагранжа,  къ  разсмотренш  которыхъ  мы  и  приступаемъ. 

Пусть  имеемъ  уравнеше 

р1  +  Я(г1,  .г2,...^п,  р„  рл,...рп)  =  0.  (22) 

Составляемъ  соответствующую  ему  каноническую  систему  обыкновенныхъ 
дифференщальныхъ  уравнешй 


г~1,  2....И-  I. 


(23) 


Предположим^  что  данное  уравнеше  (22)  имеетъ  полное  решеше 
С.  Ли  г/-аго  класса,  которое  представляется  сгЬдующимъ  образомъ 
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•  =1,  2,...?,        *=1,  2,. ..«»-?, 


+  <* 


(24) 


при  чемъ  Ьр  К,...Ъп  обозначаютъ   п   различныхъ   произвольныхъ   по- 
стоянныхъ  величинъ,  и  пусть  им4етъ  мЪсто  следующее  неравенство 

А    и. »„...*,,  *,+„... О*       (  } 

гд*  обозначешя  гр  имЪютъ  лрежшя  указанный  выше  значения 

Легко  показать,  что  общгй  интегралъ  канонической  системы  (23) 
опредуьляется  совокупностью  уравненги 


•  ^=1,  2,.. .у, 


^  дер        ^   д(р( 


•  -.  1 
4  =  2,  З....П-9. 


1=1 
*=1.  2....П-1. 


(26) 


м)/ъ  ар  «2'---Г1и--1   представляютъ  н  —  1  новыхъ  различныхъ  произволь- 
ныхъ постоянны хъ  величинъ. 

Во-первыхъ,  нетрудно  убедиться,  что   посл-Ьдшя   п  —  1    уравненШ 
(26)  разрешимы  относительно  переменных!* 


Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  вводимъ  обозначешя 


(27) 
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•—  дъв    и  бЪ'шр«-1+* 


4=1 


и  составляемъ  слйдующШ  функцюнальный  определитель 

Въ  силу  значенШ    функщй    Ьв  и  ^А,   становится  очевиднымъ,  что 
им^ють  м*сто  сл^дующ^я  тождества 


дЬа  _  ду>к 


дЬ_ 


дц>{ 


дх, 


*-«*.'    *._,+,-     л.' 


(28) 


для  всЬхъ  значенШ  я,  отъ  1  до  и  —  1,  значенШ  А-,  отъ  1  до  «  —  д  и 
значенШ  /,  отъ  1  до  </.  Поэтому  определитель  Д'  принимаегь  агЬду- 
ющее  значеше 


Д'= 


<>Ч>2    _дРз 
~дЬ~ 


дЬ 


1  ""1 


др.,      дря 


дЬ     ,  дЬ     , 

и  — 1         и  -  1 


д^ 


~дЬл" 


дф 


-ж; 

"Ж" 


дЧ>1 


дЬ„ 


д<Р. 


дЬ. 


•»-  ■  ; 


Поел*  перестановки  столбцовъ  въ  послъднемъ  определителе,  легко  ви- 
деть, что  онъ  выражается  сл-Бдующимъ  образомъ  черезъ  определитель  Д 

Д'  =  (—  1) («-«>*  Д. 

Поэтому,  въ  силу  неравенства  (2о),  разематриваемый  определитель  д' 
также  отличенъ  отъ  нуля 

Следовательно,  последшя  и — 1  уравнешя  (26)  разрешимы  относительно 
переменныхъ  (27),  и,  стало-быть,  система  уравненШ  (26)  определяетъ 
значешя  всЪхъ  переменныхъ  величинъ 
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*2>    *5Г  •••**>  Р»   Р^-Рп 


(29) 


въ   функщяхъ   независимой  переменной  хх   и   2(п  —  1)   произвольныхъ 
постоянныхъ  величинъ 

Ьр  Ь2,..  .Ъп_1%  ар  а2,...ам  _}. 

Наша  задача  приводится  такимъ  образомъ  къ  доказательству,  что 
посл-Ьдшя  значешя  представляютъ  общШ  интегралъ  канонической  си- 
стемы (23).  Убедиться  въ  этомъ  легко  различными  способами.  Мы  нач- 
немъ  съ  изложения  доказательства,  аналогичнаго  такъ  называемому  пер- 
вому способу  Якоби,  въ  классической  теорш  частныхъ  дифференщаль- 
ныхъ  уравнешй. 

Функщональныя  значешя  перем4нныхъ  (29),  определяемый  систе- 
мой уравнешй  (26),  будучи  подставлены  въ  эти  посл^дтя  уравнешя, 
обращаютъ  ихъ  въ  тождества.  Полученный  такимъ  образомъ  тождества 
дифференцируемъ  по  хх  и  приходимъ  къ  новымъ  тождествамъ,  которыя, 
въ  силу  равенствъ 

&9 у       <^.  =  #а 


Ох^дхи 


{=1 


"с""  к 


дЧ>« 


и  'дх  дЬ   р»-я+<—  дЬ    ' 


0х3  дЬа 


принимаютъ  сл*дующ1й  видъ 


(1х 


»-?+»' 


(1х% 


.Л  Л 
()Х1      ' 


и  —  д  —  1 


<Ъ,      <**,  +  ! 


дхг+1    с1хх 


(1хг       бхк         ^        дхк       <^-,        1^  дх,.      Лхх 

г=\  1—1 

,  _"  у" '  <Ч  + ,  й*г±1  _ у  ^  АК ^ч±<  =  0 
,"    'и        дЬг      (1х{        ^  дЪг       (1х1 


дц> 


1=1,  2, ...?,        1  =  2,  3,... и  —  ;,        »=  1 ,  2,. ..»  —  1. 


(30) 


Съ  другой  стороны  уравнешя,  соотв-Ьтствуюпия  первымъ  двумъ 
строкамъ  системы  (26),  и  уравнеше  р1=^ц>1  утождествляютъ  данное  урав- 
неше  (22),  разсматриваемое  какъ  производное  уравнеше  С.  Ли,  и  мы 
им*емъ  поэтому  следующее  тождество 

1С 
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/>„_,  +  ,>   Р„_,  +  2,  •••-?„)  =  О,  I 

справедливое  для  всвхъ  значешй  перем'внныхъ 

я,,  ж2,. .  -хн_я,  рл_ч+х,  Ря_г+2'-  •  *Р» 

и  произвольныхъ  постоянныхъ  величинъ  Ь1,  Ь2,...Ън_1.  Поэтому  диф- 
ференцируя написанное  тождество  по  всбмъ  посл'Ьднимъ  величина»  я 
принимая  во  внимаше  сл'вдуюпия  тождества 


д*я     _       дЪ 


,     0=1,  2,...п  — д, 


дРп-,+1  дхв 

получаемъ  въ  результате  рядъ  новыхъ  тождествъ 


II  V  '     V  г+л  =  0 

■к       дхк      ^дхя_,_ндхк~г  ^    дрг+1    дхк 

—     *  л \      _ — _  _  о 


(32) 


*  =  2,  3,...я-?,        ^=1,2,... у,        #=1,  2....И-1. 

Сопоставляя  тождества  системъ  (30)  и  (32),  соотв4тствуюш1я   однимъ  и 
гЬмъ  же  значкамъ  г,  &,  5,  легко  приходимъ  къ  сл4дугощимъ  тождеспшъ 

**.-,+«  Ш     _"3г'    ^    /<*гг+1 АН_ч 

<  =  1,  2....1, 

Ф,    ад   ^,/»^      ля  \  У-г>г+,/<Ц-и дн_\   0 

<Ц         д*4        ^*Д       ЙХ1  Й*— Ж/         ^        ***     \    **!  ^Рг+1/ 


1—2,  3,. ..*-», 


в^1,  2,..  *-]. 
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Въ  силу  неравенства  (25),  изъ  посл*днихъ  п — 1  тождествъ  вытекаютъ 
сл4дующш  тоадества 

г=1,  2,...и-у-1,        <  =  1,  2%,..у. 

На  основанш  последнихъ,  предыдущая  две  системы  тождествъ  даютъ 
остадьныя  искомый  тождества 

<=1,  2, ...у,        *  =  2,  8, ...и-*. 

Такимъ  образомъ  полученныя  тоадества  показываютъ,  что  значенья  пе- 
рем*нныхъ  (29),  определяемый  уравнешями  (26),  утождествляютъ  кано- 
ническую систему  (23)  и  представляютъ,  стало-быть,  ея  обпцй  интегралъ. 
Легко  дать  еще  другое  новое,  отличное  отъ  предыдущаго  доказа- 
тельство разсматриваемаго  предложен1я,  приводящееся  къ  тому,  чтобы 
показать,  что  разсматриваемая  нами  система  уравненШ  (26)  определяете 
вс*  2п— 2  интеграловъ  каноническихъ  уравненШ  (23).  Въ  силу  нера- 
венства (25),  п — 1  уравненШ  первой  и  второй  строки  системы  (26)  раз- 
решимы относительно  произвольныхъ  постоянныхъ  Ьр  Ъ2,...Ъп_11  и  мы 
подучаемъ  такимъ  образомъ  п — 1  сл*дующихъ  интеграловъ  уравненШ  (23) 

Р$(х{,  х2,...хп,р2,  рл,...рн)  =  Ьш,  | 

1=1,   2....П-1.  ) 

Эти  уравнешя  представляютъ  систему  п — 1  интеграловъ  въ  инволющи, 
какъ  это  сл4дуетъ  изъ  общихъ  свойствъ  полныхъ  интегральныхъ  собращй 
С.  Ли,  разсмотр*нныхъ  во  второй  глав*.  Поэтому  скобки  Пуассона,  со- 
ставленный изъ  вс*хъ  функдШ  2^,  1\,. .  .}\_х  попарно,  уничтожаются 
тождественно,  т.  е.  существуешь  рядъ  тождествъ 

(Гг*^  =  0,  (34) 

для  всгъхъ  различныхъ  значенгй  8  и  о,  отъ  1  до  п — 1. 

Внося  функцюнальныя  значешя  Ьв,  определяемый  у равнетями  (33), 
въ  последшя  п — 1  равенствъ  (26),  получаемъ  уравнешя 

ГМ:    Х^.-'Хп,   Рг,Р^---Ри)  =  а,1     )  (35) 

•  =1,  2,.,.п-1.  | 
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Мы  приводимъ  доказательство  разсматриваемаго  предложения  къ 
тому,  чтобы  показать,  что  посл4дн1я  уравнения  представляюгь  п— 1 
остальныхъ  интеграловъ  системы  (23),  отличныхъ  огь  интеграловъ  (33). 

Такъ  какъ  уравнения  (33)  и  (35)  являются  преобразовая1емъ  си- 
стемы (26),  разрешимой  относительно  перем4нныхъ  (29),  то  само  собою 
разумеется,  что  уравнешя  (35)  представляюгь  систему  п — 1  различныхъ 
равенствъ,  отличныхъ  отъ  (ЗЗ)-хъ.  Кром*  того  легко  видеть,  что  функщи 
/а  представляюгь  интегралы  линейнаго  уравнешя  съ  частными  нроиз- 
водными  функщи  /*,  соответствующий)  обыкновеннымъ  уравнешямъ  (23), 

(Л  +  Я,  Л  =  0,  (36) 

гд4  посл'Ьдшя  скобки  Пуассона  распространяются   на  вс*   перем-кнныя 
хх,х„...хп,  рх,  р2,...рн. 

Действительно,  замечая,  что  функщи  /в  имйють  значешя 

приводимъ  выражешя  скобокъ  Пуассона 

(Л  +  *Л  О 

къ  следующему  виду 

дЬ8      п^я  дН  М,      А       дН  дЪл 


"-1  ле 


I 

г=1 


Такъ  какъ   функщи   Ъ\  представляюгь    интегралы    уравнешя    (36),  то 
им4ютъ  м4сто  тождества 

(р,  +  Я,  *;)  =  0, 

для  всЬхъ   значенШ    г,   отъ  1  до  п — 1.  Поэтому  предыдупця  равенства 
становятся 

,  _  дЬа    (  н^  дН  АЬ9      А       дН  №, 

(л + н,о= *-  -г  I  -()Рк  -дх-  ~1  ^^  ^-^ 

и,  на  основами  тождествъ  (2<ч),  принимаютъ  следующее  значенье 


_^г>, 


—  245  — 
"-*  дН  дфк 


*  *  =  2  *  *  »=1 


дН       дц>1 


Легко  вид4ть,  что  правыя  части  посл*днихъ  равенствъ  представляютъ 
тождественный  нуль.  Действительно,  такъ  кавъ  уравнешя  (24)  предста- 
вляютъ полный  интегралъ  С.  Ли  даннаго  уравнения  (22),  то  существуетъ 
тождество 


"—,* 


дц>1 
~дЪ 

Я 

+2 

<  =  1 

,  2,...» 

-2 

*  =  2 
—  1. 

дН  ду>к 
дРк  дЪ, 

=  0, 

Дифференцируя   последнее    по  Ьв,   получаемъ    рядъ    новыхъ  тождествъ 
(представленныхъ  последнею  строкою  системы  (32)) 


(37) 


Поэтому  предыдунця  равенства  принимаютъ  видъ 

(р,  +  Я,  0  =  0, 

для  всЬхъ  значешй  5,  отъ  1  до  п — 1,  и  показываютъ,  что  фунщш 
/п  /2'  •  •  -Д»-1  слУжатъ  интегралами  линейнаго  уравнешя  (36).  т.  е.  урав- 
нения (35)  представляютъ  п — 1  интеграловъ  канонической  системы  (23) 
и,  вм*ст4  съ  уравнешями  (33),  представляютъ  полную  систему  ея  2п — 2 
различныхъ  интеграловъ. 

Мы  приведемъ  еще  одно,  третье  по  счету,  и  самое  простое  дока- 
зательство разсматриваемаго  предложенья,  представляющее  распростра- 
неше  на  полные  интегралы  С.  Ли  даннаго  нами  доказательства  теоремы 
Явоби-Лувилля,  въ  начал*  настоящей  главы. 

Съ  этою  д'Ьлью  возвращаемся  къ  тождествамъ  (37),  представляю- 
щимъ  непосредственное  сл"Ьдств1е  существовали  полнаго  интегральнаго 
собрания  С.  Ли  (24)  даннаго  уравнешя  (22).  Въ  силу  сл'Ьдующихъ  изъ 
уравненШ  канонической  системы  (23) 


*-!  +  «. 


дН 


Ах. 


дН 


Ах 


дхш 


1  =  1,  2,.. .9, 


Ах{        дрк ' 

к  =  2,  3,...п  —  д, 


тождества  (37)  приводятъ  къ  дифференщальнымъ  уравнешямъ 
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*.       Г"   <>&,       ^        ^  -2-   дЬ,  <Ц  ' 


<=1  *  =  « 

*=1,  2....И-1. 


Принимая  во  внимаше  отмЪченныя  выше  равенства 

мы  преобразовываемъ  послъдшя  уравнешя  къ  такому  виду 

<?'У  '      *»?«  '    ау<  ^«-г-н  ■ 

для  всЬхъ  значеяШ  5,  отъ  1  до  л— 1.  Легко  вид*ть,  что  .тЬвыя  части 
написанныхъ  уравнешй  представляютъ  точные  дифференщалы,  такъ  что 
изслйдуемыя  уравнешя  становятся  въ  полныхъ  дифференщалахъ 


*(5~2^'^)-в. 


*=),  2,...п-  1. 

Итакъ  искомыя  интегральных  уравнешя  импютъ  значенья 

*=1  ,  2, ...и-  1  . 

хдгь  а19  а2->  • '  -ап-\  обозначаютъ  произвольный  постоянныя  величины. 

6.  Какъ  известно,  каноничесйя  системы  дифференщальныхъ  урав- 
нешй  обыкновенныхъ  и  въ  полныхъ  дифференщалахъ  обладаютъ  такъ 
называемыми  каноническими  системами  интеграловъ  !).  Легко  показать, 
что  уравнешя  (26)  определяюсь  такую  каноническую  систему  интеграловъ 


1)  См.  мое  изсдгЬдоваше:  Метогге  виг  ГШёдгаИоп  Лев  ёдиаИопв    аих    &?ггёе« 
рагНеПев  йи  ргетгег  огйге  («Гоигпа!  .1ог(1ап,  1899,  р.  435). 
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уравненШ  (23),  совершенно  аналогично  Гамильтонъ-Якоб1евской  теорш, 
т.  е.  что  интегралы  (33)  и  (35)  системы  (23)  являются  каноническими, 
удовлетворяя  условьямъ  (34)  и  еще  слтьдующимъ 


(/;,  0=0, 


(38) 


для  всгьхъ  значенгй  указателей  г  и  з,  отъ  1  до  п — 1. 

Чтобы  убедиться  въ  существованш  посл'Ьднихъ  равенствъ,   соста- 
вляет» значешя  сл'Ьдующихъ  скобокъ  Пуассона 


и~'дГ    дЬ 

<*Рм  дхк 


<П. 


*_ 


дЬ 


+  2  ^,г  <*;,*;)> 


дЬ 


9=1 


котормя,  въ  силу  условШ  (34),  приводятся  къ  виду 


•-« 


(К,  0=2 


др.    <Ю 


4    др 

■2-      " 


дЬ. 


*=/Р*    дг"      й  ***-«*    *-*+« 


(39) 


Последнее  равенство,  на  основаши  тождества  (28),  преобразовывается 
въ  следующее 


чдР  дц>>       ч       дрк      да,. 


к=2 


дрк  дья 


,=1  Оля.ж  дь8 


Въ  виду  того,  что  уравнения  (33)  представляютъ  преобразование  пер- 
выхъ  п — 1  уравненШ  (26),  то  результата  подстановки  опред*ляемыхъ 
ими  значешй  переагЬнныхъ 

въ  уравнешя  (33),  представляетъ  рядъ  сл'Ьдующихъ  тождествъ 

*-Н-И  "■.*.)  =  *,.  [  НО) 

г  =  1,  2,...п-  I. 


—  248 


Дифференцируя  послЪдшя  по  любой  изъ  величинъ  &,,  получаемъ  рядъ 
новыхъ  тождествъ 

^  <Ч-,+«    Ч,  "Г^^*  "<*•       I   1,  «  =  г, 

для  веЬхъ  значешй  г  и  «,  отъ  1  до  я — 1.  Поэтому,  всл"Ьдств1е  полу- 
ченныхъ  тождествъ,  предыдущая  выраженш  скобокъ  (Гг,  /,)  даютъ  пер- 
вый рядъ  искомыхъ  нами  условШ  (38) 

Наконецъ,  для  разыскашя  значетя  скобокъ  (^,  /^),  составляемъ  сле- 
дующее выражеше 


дЬ„ 


и=1 

п— 1  м- 2 


дЪ. 


+  2  2^-1*'-^«»  *".)• 


и— 1  »=| 


л.  «. 


гдй  значки  при  6в  и  6г,  въ  первыхъ  двухъ  суммахъ,  обозначаютъ,  что 
функщи  Ь8,  6р,  при  составление  скобокъ  Пуассона,  дифференцируются 
только  по  гЬмъ  перем'Ьннымъ  х  и  р,  которыя  входятъ  въ  нихъ  непо- 
средственно. Поэтому  мы  им*емъ 


6  д*\  дЬ, 


дГ» 


дЬ. 


(Г     6')=  V— "-'--V 

<•   •'    >}-Ь  дРк  дхк       А,дхя_,+<дрп' 


*=2 

'       дГ. 


(V    р)  =  \  '  г У        *      * 


1_г        я  —  я  +  1 г'/'п  — д+» 


Первое  изъ  этихъ  выражешй  им4етъ  видъ  правой  части  равенства  (39), 
второе  же  отличается  отъ  посл-Ьдняго  обратнымъ  знакомь.  Поэтому,  на 
основанш  предыдущихъ  вычислений,  заключаема  что 


(*;,  Ю= 


0,  и^у$, 

1,  и  =  8, 


«•*••'- 1-1..-,. 


(41) 
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Въ  силу  последних!  равенствъ  я  условШ  (34),  выраясешя  разсматри- 
ваемыхъ  скобокъ  становятся 

Такъ  какъ  выражения  производныхъ,   въ  правой  части  посл4дняго  ра- 
венства, изгвютъ  соответственно  значешя 

дЬ,~дЬгдЬ,      2и  дЬгдЬ,Рп~<+*' 

•  =1 
Я 


то  мы  приходимъ  къ  остальнымъ  искомымъ  условЫмъ  (38) 

(/;,  0  =  0, 

который  справедливы  для  всЬхъ  значешй  г  и  $,  отъ  1  до  п — 1. 

Въ  дополнете  къ  выведеннымъ  равенствамъ  прибавимъ  еще  сл*- 

ДУЮПЦЯ. 

На  основанш  уравнений  (33),   первое  уравнеше    (24)   приводится 
къ  следующему  виду 

г  —  Р{хх,  х2,...хп,  р^  Р^---Рп)  =  Ьп,  (42) 

гд*  функщя  У  им4етъ  значеше 

Такъ  какъ  уравнешя  (24)  образу ютъ  замкнутую  систему,  то  предста- 
вляюпця  ихъ  преобразоваше  уравнешя  (22),  (33)  и  (42)  составляютъ 
также  замкнутую  систему,  при  чемъ,  кром*  условШ  (34)  и  (38),  им*ютъ 
м*сто  еще  сл*дующ1я  равенства 

[рх+Я,  *  —  Г]  =  0,  | 

[*;,*- Л -о,  («) 

Въ  виду  того,  что  л*Ьвыя  части  посл4днихъ  п — 1  равенствъ  не  зави- 
сятъ  отъ  величинъ  р,,  6Р  Ь2,...6п,  то  эти  равенства  не  могутъ  быть 
сл,Ьдств1емъ  разсматриваемыхъ  уравненШ  и,  стало-быть,  удовлетворяются 
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тождественно,  тогда  какъ  первое  равенство  (43)  является  сл-Ьдствгемъ 
даннаго  уравнешя  (22). 

Вычислимъ,  наконецъ,  значеше  скобокъ  Вейдера 

Очевидно  существуютъ  слЪдуюпця  равенства 

м=1        "  »=1         * 

я-и-1  чл 


2  2  йгж"^-1  2';)в 


«=1  .=1         "  ' 


Принимая  во  внимаше  условгя   (34),  (41),   значешя   сл^дующнхъ 
скобокъ  Пуассона 

и  тождества  (28),  приходимъ  къ  следующему  выражешю  разсматрива- 
емыхъ  скобокъ  Вейлера 

9  дФй       д<р 

с-*'.  ^=2^+^-^7+ 

1=1  *  * 

+  2  ^[ 2 -д^к~д^~^р^)- 

г=1  *=2        *  а=2 

Легко  видеть,  что  выражеше  въ  скобкахъ,  находящееся  въ  последней 
строк*,  на  основаяш  уравнешй  последней  строки  системы  (24),  приво- 
дится къ  следующему  виду 

2**М*Ъ 'р~Ж^У  (44) 

Возвращаясь  къ  тождествамъ  (40)  и  дифференцируя  ихъ  по  перем*н- 
нымъ  рп_я+1,  мы  получаемъ  новыя  тождества 
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""'**;   **ы 


дР. 


=  0. 


Поэтому  выражеше  (44)  уничтожается  тождественно.  Тавъ  вакъ  во  всвхъ 
нашихъ  вычисленшхъ  величины  Ьг  заменены  ихъ  функциональными  зна- 
ченшми  Г,,  то  очевидно,  что  искомыя  зависимости  им'вютъ  сл'Ьдуюаий  видъ 


с*-*.  /;]—/.. 


(45) 


для  вс*хъ  значенШ  5,  отъ  1  до  п — 1. 

7.  Воспользуемся  выведенными  каноническими  свойствами  (34), 
(38),  (43)  и  (45)  интеграловъ  (33)  и  (35)  канонической  сисмемы  (23), 
для  рйшешя  вопроса  о  переход*  отъ  в  полнаго  интеграла  С.  Ли  (24) 
даннаго  уравнешя  (22)  къ  его  полному  интегралу  Лагранжа.  Благодаря 
каноническимъ  свойствамъ  разсматриваемыхъ  интеграловъ,  является  воз- 
можность обойти  необходимость  составлешя  общаго  интеграла  системы 
(23),  для  р4шенш  поставленной  задачи.  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  вследствие  не- 
равенства нулю  определителя  (25),  существуете,  по  меньшей  мир*,  одна 
пара  его  сопряженныхъ  миноровъ,  соответственно  порядковъ  %  и  п — % — 1, 
которые  отличны  отъ  нуля.  Не  нарушая  общности  разсужденШ,  мы  мо- 
жемъ  предположить,  что  слйдугопце  два  определителя  отличны  отъ  нуля 


I  д9>, 
дЪ~ 


дЧ>2 
Ж 


дЪ2 


20, 


д<р,   д<р.г 


д<р, 


я  , 


дЪя    дЪя 

дЪч  ; 

ду.2      ду>я 

<**„-, 

^•+1     ^Г+1 

*н-« 

дЩ 
*»«.* 

-.1 
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Если  послъдтя  условгя  имгьютъ  мгъсто,  то  легко  доказать,  что  си- 
стема  п  уравненШ  въ  инволюцщ  опред^ьляюхцихъ,  при  помощи  квадратуры, 
полный  интегралъ  Лаграпжа  уравненгя  (22),  разсматриваемаго  какь 
дифференцхальное  уравненге  съ  частными  производными,  представляется 
совокупностью  уравненгя  (22)  и  п — 1  слпдующихъ 


4=1,  2,...я-9-1, 

1Т    (.Гр    Х«>  -  -  •  Хп,    Р2,    Р8'  •  '  '  Рп)  =  %> 
г- 1.  2.. ..д. 


(45) 


Такъ  какъ  указатели  </— |— Л:  и  г  им'Ьютъ  различный  значенш,  то  очевидно, 
что  посл4дн1е  интегралы  находятся  въ  инволющи.  Кроме  того  легко 
убедиться,  что  система  интеграл овъ  (45)  разрешима  относительно  всЬхъ 
перем'Ьнныхъ  р2,  р,,...рп.  Въ  самомъ  деде,  уравнетя  (45)  равносиль- 
ны сл*дующимъ  уравнешямъ,  которыя  представляютъ  ихъ  преобразо- 
ваше  и  составляются  такимъ  образомъ. 

Прежде  всего  зам*тимъ,  что  въ  силу  услов1я  Д^О,  первыя  ^ 
уравнений  системы  (26)  разрешаются  относительно  величинъ  Ь1Э  Ь2, . . .  Ьч 
и  определяют^  ихъ  значешя 


1  =  1,  2...    д. 


(46) 


Поэтому,  въ  силу  неравенства  нулю  определителя  (25),  первыя  п — ^ — 1 
уравненШ  (45)  получаются  изъ  уравненШ 

Р*  — Р*  =  °1      *  =  2,  3,...и— д, 

путемъ  исключены  изъ  нихъ  значенШ  Ь,,  Ь2,  ...Ь,  опред4ляемыхъ 
предыдущими  равенствами  (46).  Следовательно,  п — д — 1  первыхъ  урав- 
нений (45)  равнозначны  уравнешямъ 


Л  =  (**)1       к=2--  3- 


■9, 


(47) 


где  скобки  обозначаюсь  результата  указанной  подстановки.  Что  касается 
остальныхъ  уравненШ  (45),  т.  е.  ^  последнихъ,  то  они  равносильны 
уравнешямъ 

я 


( д1\  _  V  (??'  \         — 

г  *=1  г 


г=1,  '2,..^, 


(48) 
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где,  какъ  и  раньше,  скобки  отм'Ьчаютъ  результатъ  подстановки  значешй 
Ъх,  42,  ...й  ,  опред4ляемыхъ  уравнешями  (46).  Последняя  система  (48) 
линейна  относительно  переменныхъ  рж_д+1 ,  рп_  +2,. .  ,рп\  определитель, 
составленный  изъ  коэффищентовъ  при  посл*днихъ  переменныхъ,  пред- 
ставляетъ  выражете  (Д,),  где  скобки  им^ють  прежнее  значенге.  Та#ь 
какъ  посл4дн1й  определитель  неравенъ  нулю,  то,  следовательно,  урав- 
нетя  (48)  разрешимы  относительно  всехъ  переменныхъ  рп_9+г  Внося 
значешя  последнихъ  въ  уравнешя  (47),  мы  получаемъ  изъ  нихъ  выра- 
жетя  остальныхъ  переменныхъ  /?.  Такимъ  образомъ  получаются  выра- 
жен1я  всехъ  переменныхъ 

Р*>  Р^ •  •  -Л-,»  Рп-щ+1 >  Рп-я+1  >•••*>« 
въ  функщяхъ  величинъ 

*п  х29...хп,  «,,  а2,...ау,  Ьд+1,...Ьп. 

Присоединяя  сюда  значеше  переменной  рх,  определяемой  въ  виде 
функцш  техъ  же  самыхъ  величинъ.  при  помощи  даннаго  уравнешя  (22), 
мы  приводимъ  къ  квадратуре  вопросъ  о  разысканш  полнаго  интеграла 
Лагранжа  последняго  уравнешя,  разсматриваемаго  какъ  дифференщ- 
альное  съ  частными  производными. 

Однако,  благодаря  выведеннымъ  выше  услов1Ямъ  (43)  и  (44),  легко 
получить  искомый  интегралъ,  при  помощи  алгебраическихъ  исключенШ, 
воспользовавшись  уравнен1емъ  (42),  и  обойтись  такимъ  образомъ  безъ 
операщи  интегрировашя.  Въ  самомъ  деле,  составляемъ  выражение 

и  вычисляемъ  значения  стЬдующихъ  скобокъ  Вейлера 

[^4-  Н,Ф]  =  [Р1+Н,г-Р]-[-%  и(Р1.\-НлГ()  +  *\  С^+Я,/,)]  , 

соответствующихъ  значсшямъ  А",  отъ  1  до  п — </ — 1,  и  значешямтэ  г,  отъ 
1  до  ({.  Какъ  легко  видеть,  посгЬдтя  выражешя  уничтожаются  на  осно- 
ваши  условШ  (34),  (3^),  (43;  и  (Н),  и  мы  получаемъ  следуюпця  ра- 
венства 
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[/>1+Я,Ф]  =  0, 

[*.ун»]=о,  [*,/;] -о, 

*  =  1,  2,...*-?-1,        г  =  1,  2,..  .у. 

Такъ  какъ  равенства  (43)  удовлетворяются  на  основанш  уравнешя  (22), 
то  отсюда  следуете,  что  совокупность  уравненШ  (22),  (45)  и  агЬдующаго 

'  =  ^-^^  +  5,  (49) 

гд4  Ъ  обозначаете  произвольную  постоянную  величину,  образуете  замкну- 
тую систему  п+\  уравненШ,  разрЪшимыхъ  относительно  первм-Ьнныгь 
г,  рх,  р21 . .  ,рп.  Поэтому  определяемое  посл*дними  уравнешями  значете 
переменной  я,  функщей  перем'Ьнныхъ  *,,  я2,. .  .хп  и  п  произвольный» 
постоянныхъ  81Э  82>. .  ,Ьн _,,  Ъ,  представляеть  искомый  полный  инте- 
гралъ  Лагранжа  уравнешя  (22),  разсматриваемаго  какъ  дифференщаль- 
ное  уравнеше  съ  частными  производными.  Другими  словами  послЪдшй 
интегралъ  получается  какъ  результате  подстановки  въ  уравнеше  (49) 
значешй  величинъ  ря,  Ря,---Рн,  опред*Ьляемыхъ  уравнешями  (45).  Оче- 
видно, что  въ  результат*  последней  подстановки  функцш  /,,  /2,.../^, 
Я\+\1  •  •  •  Рп-\  тождественно  обращаются  соответственно  въ  ар  а2, . . .  а^ 
й?+1'  ^+2'""й»-р  и  мы  П0ЛУчаемъ 

*-=*[*!,  ^...х^^Е^,  (Г2),...(^),  6,+1,  Ья+^...Ъп^]- 

*  \  (50) 

1=1 

гд*  скобки,  въ  выражешяхъ  (.Р,),  обозначаютъ  результате  произведен- 
ной подстановки. 

Возьмемъ,  наприм'Ьръ,  уравнеше  1) 

р  п — , =  0.  (51) 

хх  ръ  хх 

Это  уравнеше  имеете  полное  интегральное  собрате  С.  Ли  второго  класса, 
представленное  совокупностью  уравненШ 

*  =  *4,  (52) 


1)  Поехиднее  уравнеше,  но  тохько  въ   другихъ    обозначен1ягь,   схужыо  пржх*- 
ромъ  также  въ  п°3  настоящей  главы. 
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хъ*=ьЛх\  —  ъ\)' 


Х\  %2 


*<  ~  *.--*. ' 


*-(т9-**)*+Ъ=ь?р» 


Р2  = 


*/>' 


(52) 


при  чемъ,  въ  настоящемъ  случае,   сд'Ьдтюпцй  функщональный  опреде- 
литель отличенъ  отъ  нуля 


"\  Ь1ЧЪ„  Ь3  }-Ъ3(х-Ъ1)  ^"' 


Поэтому  общШ  интегралъ  канонической  системы,  соответствующей  дан- 
ному уравненш  (51),  определяется  совокупностью  второго,  третьяго  и 
последняго  уравнеюя  системы  (52)  и  следующими  тремя  уравнешями 


—  (х1—Ь1)р3  =  <»„, 

ж,  х.г  1 


(53) 


где  о,,  а2  и  а3  обозначаютъ  три  новыхъ  произвольныхъ   постоянныхъ 
величины. 

Чтобы  составить  полный  интегралъ  Лагранжа  даннаго  уравнешя 
(51),  замечаемъ,  что  следующихъ  два  сопряженныхъ  минора  разсматри- 
ваемаго  определителя  неравны  нулю: 


дфх    д<р2 


хх—Ъ1 


:0, 


ч 


?^0. 
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Поэтому  второе  и  третье  уравнешя  системы  (52)  разрешаются  относи- 
тельно величинъ  *5р  Ь2  и  даютъ  ихъ  сл'Ьдуюпия  значешя 

х4  /  яг,  хЛ 

>'  =  Т9[*'  +  -ь-)- 

Въ  силу  этихъ  значешй  й,  и  6.,,  первое  и  второе  уравнения  (53)  опредвляють 
значения  р8  и  р4 

Наконедъ,  посл*Ьдшя  два  уравнешя  системы  (52)  даютъ  выражешя 

Р1  =  —  [а1-\ Щ-  )>     Л-  — -^■*1»4. 

Поэтому  искомый  полный  интегралъ   находится  при  помощи    интегриро- 
вашя  точнаго  диффсренщала 

ЛхА       а.,  Г  1 

йг  =  —  а1  гЦ  —  а1  # л  —г ~-    .г4  (.г2  их,  +  ^  й.г2)  +  #1  #2  Лха    — 

{12 


или 


йх4        «.,  а, 

Аз  =  —  а{  (1хх  —  а1  й8  -  , '-  й (^  х2  х4)  ~—  й (х3 #4) • 

х4  "з  3 

Отсюда,  при  помощи  квадратуры,  получаемъ 

*=в.(-!-;-*.)-\'«(^  +  -^)  +  в' 

гд*  а, ,  а.„  />3  и  Л   представляютъ   четыре   произвольныхъ   постоянныхъ 
величины. 

Прилагая  къ  настоящему  случаю  формулу  (50),  легко  составить  иско- 
мый полный  интегралъ  даннаго  уравнешя  (51),  исключительно  исходя  изъ 


—  257  — 

уравненШ  (52)  и  (53).  Действительно,  въ  настоящемъ  случа*  формула  (50) 
становится 

*  = -а,  (!-',) -в,  (/?)  +  *, 
и  функцш  }\,  Г2  им'вютъ  сл^дугоиия  значен1я 

-,  _      Л  Рг    V         г.  _,  ,  **Р* 

Подставляя  сюда  найденныя  выше  значешя  переагЬнныхъ  р2,  рг  к  р4, 
въ  функщяхъ  вс*хъ  перем4нныхъ  х  и  постоянныхъ  аг ,  а2,  #3,  получаемъ 

Итакъ,  искомый  полный  интегралъ  выражается  въ  прежнемъ  вид* 

8.  На  посл'Ьдующихъ  строкахъ  имеется  въ  виду  отметить  еще  два 
доказательства  предложены,  приведеннаго  въ  /*°5-мъ  настоящей  главы, 
которыя  отличны  оп»  прежнихъ  трехъ  доказательствъ. 

Такъ  какъ  полный  интегралъ  Г.  Ли  (26)  приводить  къ  п — 1  ин- 
теграламъ  въ  инволюши  (33)  канонической  системы  (23),  которые  раз- 
решаются относительно  перем*нныхъ р2<  р.л , . . .  рп_ч,  хп_  д+] ,  хп_ч+2 
хн  (и  неразрешимы  относительно  каноническихъ  перемённыхъ  второго 
класса),  то  вс*  разсуждешя,  которыми  мы  пользовались  выше  (см.  п°  3 
настоящей  главы)  для  доказательства  теоремы  Лувилля,  применяются 
также  и  въ  настоящемъ  случа*.  Поэтому,  сохраняя  наши  обозначешя, 
получаемъ,  применительно  къ  разсматриваемымъ  услов1ямъ,  следующая 
уравнешя 

^        дЬ/     "фи_9+/  "    дЪ9   ""'  (54) 

4=1,2,...*  —  д,        *  =  1  ,  2 , . . .  у , 

для  вс^хь  значешй  5,  отъ  1  до  п — 1.  Очевидно,  что  посл*дн]я  уравнения 
образуютъ  интегрируемую  систему.  Кром*  того  такъ  какъ  въ  разсма- 
триваемомъ  случа*  имйетъ  м*сто  полный  интегралъ  С.  Ли  (24),  то  по- 
этому существуютъ  равенства 

17 
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*  1  =  1         * 

для  всЬхъ  разсматриваемыхъ  значешй  А;,  отъ  1  до  п — ^ч  и  значешй  |\ 
отъ  1  до  д.  ВслЬдсше  этого  заключаемъ,  что  уравнешя  (54)  приводятся 
къ  следующему  виду 

к— А,  2,..   *-?,  *=г1  ,  2, ...9. 

для  вс*хъ  значенШ  5,  отъ  1  до  и— 1.  Отсюда  искомыя  функщи  Ья  опре- 
деляются при  помощи  квадратуръ 


*~1,  2,...п-1, 


при  чемъ  не  принимаются  въ  расчетъ  дополнительныя  произвольный 
постоянныя  величины.  Такъ  какъ  предыдущие  уравнешя  приводятся  къ 
следующему  виду 


*•=№%-*%*•-«')' 


г-1,  2....П-1, 

то  мы  получаемъ  прежнШ  результата 

*~1,  2....П-1. 

Къ  тому  же  самому  заключенно  мы  приходимъ  также,  прилагая 
въ  настоящемъ  случай  теорему  Якоби-Лувилля,  изложенную  въ  конце 
м°  3-ьяго  настоящей  главы.  Въ  самомъ  деле,  уравнешя  (23)  представимъ 
въ  виде  следующей  новой  канонической  системы 
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д*г+1       дН 

*(-?„_,+,)_     дН 

дхх       дрг+1' 

<**,                        <Ц,-,-М  ' 

йРр+1            дН 

<*»—«*<                  № 

<1хх             <7хр+1 ' 

«Ц               д(—Рп_9+4 

г=1,  «,...в  — в— 1, 

<  =  1,  2,...9. 

(55) 


Пусть  известна  для  последней  системы  совокупность  я — 1  различ- 
ныхъ  интеграловъ  въ  инволющи,  которые  разрешаются  относительно 
вскхъ  каноническихъ  перем'Ьнныхъ  второго  класса 

Рй»  Рз»  •  •  '  Р»-д*  xи-^+\•>  хп—а+2'>  •  •  •  х%* 
Поэтому  представляя  интегралъ  точнаго  дифферешцала 
*-«  я 

1=1  <=1 

въ  слЪдующемъ  вид* 

*  =  0ОР  »а,. -.*„..,•  Рп-«ж»---Р«'  *Р  **1---*,.-1)  +  Ь.      (56) 

гд*Ь  Ь— новая  произвольная  постоянная  величина,  мы  выражаемъ  общШ 
интегралъ  канонической  системы  (55)  при  помощи  уравненШ 


Рг+1  = 

4+1  ' 

X 
я 

"Ж" 

дН 

г=1,  2,.. 

.»-»-!. 

1=1, 

2,. 

.  ?, 

дЬ 

«.' 

(57) 


»=1,  2,...я-1, 

гдЬ  вс4  а#  обозначаютъ  и— 1  различныхъ  лроизвольныхъ  постоянныхъ 
величинъ. 

Предполагая,  что  интегралъ  (56)  удовлетворяетъ  условдо 


дП      ди 


д(/ 


ди 


ди 


в 


дхл 


дх.. 


<**„_,  '       4Р....4.,  '  "  '  *, 


'•»-?+-! 


I  Ь.,       6,,   ...Л 


О. 


(58) 


н-$-1' 


п—^1 


п-1  . 


заключаемъ,  что  посл-Ьдшя  и — 1  уравненШ  (57)  разрешимы  относитель- 
но перем'Ьнныхъ  величинъ 
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Х»    ^  ■  •  •  *-,'    Д-,+1'   Рп-д+*'  "-Рп- 

Подставляя  вместо  функщи    V  значеше   ея,   выраженное   при   помощи 
интеграла,  получаемъ 

п-д 


д1Т_?Г\1дР**      ,   V      дхп 
дЬ 


т?^+1г^--") 


Если  рассматриваемая  нами  система  интеграловъ  въ  инволющи 
представляется  уравнешями  (33),  который  получаются  изъ  системы  (24), 
то  очевидно,  что  аналогично  предыдущему,  последнее  равенство  ста- 
новится 

аС7_  р  Д  (дд>      у1  д<р1 
М- 


1Т-Г     (дд,      у?д<Р1п         \ 

Г1    ИГ2;ЧН' 


ИЛИ 


для  всЬхъ  значенШ  .5,  отъ  1  до  и— 1.  Такимъ  образомъ  оказывается, 
что  кзслпдованныя  нами  у  равненья 

*  =  1,  9,...я-1, 

тождественны  посмъднимъ  п — 1  уравнетямъ  (57)  и  заключаются,  стало- 
быть,  какь  частный  случай  въ  общихъ  формулахъ,  сооттътствующихъ 
предпюложетямъ  Льувилля,  по  отношенью  къ  котарымъ  условгя,  опреФъ- 
ЛЯЮЩ1Я  полное  интегральное  собрате  С.  Ли,  являются  лишь  частнымъ 
случаемъ. 

Какъ  известно,  уравнения  (57)  опредЬляютъ  каноническую  систему 
интеграловъ  и,  для  случая  С.  Ли,  обращаются  тождественно  въ  уравне- 
Н1Я  (20),  какъ  это  легко  видеть,  благодаря  только  что  выведенному  за- 
ключенш.  Поэтому  приведенное  нами  выше  предложегае,  что  уравнетя 
(26)  опредЬляютъ  каноническую  систему  интеграловъ  системы  (23),  яв- 
ляется также  частнымъ  случаемъ  общей  теорш  каноническихъ  уравненШ. 
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Чтобы  закончить  рассмотрите  вопроса  о  составленш  общаго  инте- 
грала каноническихъ  уравненШ,  исходя  изъ  полнаго  интеграла  С.  Ли 
соответствующая  производнаго  уравнешя,  сл*дуетъ  отметить,  что  выве- 
денное выше  выражеше  (50)  полнаго  интеграла  Л агранжа  у равнешя  (22), 
разсматриваемаго  какъ  дифференщальное  съ  частными  производными, 
представляетъ  обобщеше  упомянутыхъ  выше  результатовъ  Майера,  Дарбу 
и  Бертрана.  Легко  видеть,  что  выражешя  цолнаго  интеграла  уравнен1я 
(22),  полученный  последними  геометрами,  заключаются  въ  формул*  (50) 
въ  томъ  частномъ  случае,  когда  начальный  значения  перем*нныхъ  при- 
нимаются за  произвольныя  постоянный  величины  въ  общемъ  интеграл* 
канонической  системы  (23), 

9.  Мы  им*емъ  въ  виду  дал*е  распространить  только  что  полу- 
ченные результаты  на  общШ  интегралъ  каноническихъ  уравненШ  (23) 
въ  самомъ  общемъ  предположена  Л1увилля. 

Пусть  данные  п — 1  интеграловъ  въ  инволюцш  каноническихъ 
систем!»  (23),  или  (55)  разрешаются  относительно  каноническихъ  пере- 
м'Ьнныхъ второго  класса  по  отношенш  какъ  къ  первой  такъ  и  ко  вто- 
рой канонической  систем*.  Иредположимъ,  что,  въ  виду  простоты  вы- 
численШ,  мы  разр*шили  разсматриваемые  интегралы  относительно  пере- 
м*нныхъ  /;3,  рг, . .  .рп_д,  лгн_,+1,  **_«+:>>  ■  •  *хп-  Въ  такомъ  случа*  обпцй 
интегралъ  об*ихъ  разсматриваейыхъ  каноническихъ  системъ  одновре- 
менно представляется  уравнешями  (57). 

Очевидно,  что,  въ  силу  условш  (58),  уравнения  (57)  разр*шимы 
относительно  вс*хъ  перем*нныхъ  #а,  #3, . . .  д?ж,  р2,  р^, . . . рп.  Поэтому 
интегрировате  уравнешя 


^=(р'--|^+-^-)^ 


совершается  при  помощи  квадратуры,  и  загЬмъ  полный  интегралъ  урав- 
нешя  (22)  опред*ляется  на  основанш  теорш  характеристикъ. 

Наша  задача,  къ  рйшешю  которой  мы  теперь  переходимъ,  состоитъ 
въ  доказательств*,  что  достаточно  уравненШ  (50)  и  (57)  для  составления 
полнаго  интеграла  Лагранжа  уравнения  (22),  при  помощи  алгебраиче- 
скихъ  преобразовали,  не  совершая  указаннаго  выше  новаго  интегри- 
ровашя. 

Въ  самомъ  д*л*,  необходимо  отличны  огь  нуля,  по  меньшей  м*р*, 
значешя  одной  пары  сопряженныхъ  миноровъ,  порядковъ  <?-аго  и 
п — ^ — 1-аго,  определителя  первой  части  неравенства  (58).  Поэтому,  не 
нарушая  общности  разсужденШ,  можемъ  предположить 
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гдИ   № 


<Ш 


>-Л   дРп-я+г'  <*, 


&;=!) 


Уп-д+2 


*Рп 


».. 


ьл, 


Г/20. 


(59) 


Въ  силу  второго  изъ  этихъ  неравенствъ,   лосл'вдшя  ^  уравненгё 
первой  строки  системы  (57)  даютъ 

Ъг  =  *«(*!'   **'  •  •  •  *..  •  1>и-,4.|  '  •  •  •  Р.'    &,-И  •    &Н-2>  *  *  •  Ь—1)' 

<  =  1.8,...«. 

Внося  посл4дшя  значешя  &р  Ь.,,...Ь  въ  к — <? — 1  первыя  уравнеш 
первой  строки  и  въ  д  первыя  уравнешя  второй  строки  системы  (571, 
получаемъ  равенства 

/АТТ\ 

I,  з,...п—^, 


=  1,  2,.-.?, 


(60) 


гд4  скобки  обозначаютъ  резулыатъ  произведенной  подстановки. 

Легко  показать,  что  посл'Ьдшя  уравнешя  (60)  образуютъ  замкнутую 
систему,  такъ  какъ  представляютъ  собой  преобразоваше  интегралов  ь  вг 
инволющи  канонической  системы  (23). 

Въ  самомъ  дЪл*,  представимъ  въ  слЪдующемъ  вид*  полную  си- 
стему интеграловъ  системы  (55),  которые  определяются  уравнетями  (57), 

Р9(хх,  х2,...хя,  р2,  ^3,...рп)  =  *,, 

з=1,  2,...п-1.  ' 

Какъ  хорошо  известно,  посл^дте  интегралы  образуютъ  канони- 
ческую систему,  по  отношенш  къ  уравнешемъ  (55).  Въ  виду  того,  что 
существуютъ  зависимости 

у  №  <_^А)="у~7_^__5 дЕ*   <  \  I 

Ь  \&Р„  д*и       дхи  др.)  ~  ^  \  &рг+1  дхг+х       дхг+х  дРг+,)   ' 

_!_у[_^ #> д1±_ 
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становится  очевиднымъ,  что  уравнешя  (61)  образуютъ  каноническую  си- 
стему интеграловъ  также  по  отношенш  къ  исходной  канонической  си- 
стем* (23).  Следовательно,  уравнения  (60)  равнозначны  п — 1  уравнешямъ 


*  =  1.  2,...п— *-1, 
г=1,  2, ...у, 


(62) 


и  определяютъ  систему  п — 1  интеграловъ  въ  инволющи  по  отношенш  къ 
канонической  систем*  (23). 

Такъ  какъ  исходные  л — 1  интеграловъ,  согласно  со  сд*ланнымъ 
предположешемъ,  могутъ  также  разрешаться  относительно  перем*нныхъ 
Р*1  Р*1--'Рп*  то  0ТСК)Да  сл*дуетъ,  что  уравнешя  (62)  вообще  могутъ  и 
не  разрешаться  относительно  посл*днихъ  перем*нныхъ. 

Не  останавливаясь  сейчасъ  на  этомъ  зам^чаши,  такъ  какъ  намъ 
придется  разобрать  его  подробно,  воспользуемся  первыми  п — 1  интегра- 
лами (61),  чтобы  представить  уравнеше  (56)  въ  сл*дуюшемъ  вид* 

г  —  Т(хх,  *,,...*„,  Р2,  РЬ1-..рп)  =  Ъ, 

при  чемъ  им4етъ  место  тождество 

р=т*х,  х2"-*п-^Рп-я+1т--рЛ'  ^  Р2"-К-0' 

Само  собою  разумеется,  что,  составляя  скобки  Вейлера,  по  отношешю 
къ  канонической  системе  (55),  т.  е.  подразделяя  каноничесия  перемен- 
ныя  на  следующ1е  два  класса,  соответствуйте  обеимъ  строкамъ 

Х^   Х2,.  .  .*п_ч,  Рп-ч+\>  ^п-д+2'-'-         РП' 

Рр   Р2'  •  •  -Рп-д*  Лп-д+Р  Хп-а+2>  •  •  •         Хп-> 

получаемъ  следуюпця  равенства 

[рг  +  Нч  *-Г]  =  Оч  \ 

(63) 
[*'.1  *  —  ^]  =  0,     8=1Ч  2,...  #1  —  1.      ] 

Вычислимъ,  наконецъ,  въ  этомъ  же  предположена,  значеше  скобокъ 

[г.,  *-/•]= [г..  ^-]-(/;,  ю- 

Вводимъ  сл'Ьдуюния  обозначешя 
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—  -    •-•  (64) 


благодаря  которымъ  получаемъ  тождества 

'в  —    »    (Х1 '    ж1>'  •  •  •  Яж-д)  Ря-д+1  '    Р>»-«+2  >  •  •  •■?!»'    "*'  1 '    **2>  "  '  '  '"  я— 1  '  - 

для  всвхъ  значенШ  8,  огь  1  до  и — 1.  Поэтому  им'Ьемъ 


я~]дЬ. 


и»*^Ъь[1'-г]> 


V—  1 


V»1  а  р  ^'  ае.  V-1  *^'  ае,  ар 

«=1  гяг!  *=;  г=1 

Такъ  какъ  въ  настоящемъ  случа*  перем4нныя 

являются  каноническими  перваго  класса,  то  выражешя  разсматриваемыхъ 
скобокъ  становятся 

""Л1  ае:    а/„   .  ^,    л,       дгы     , 


г^  Г+1       Рг+'  *=1      /'"- 

Въ  виду  того,  что  им'Ьюгь  м4сто  тождества 

К    (*1 


ар                     ^Р 

дИ 

**-  •  •  • '.-.,.-  7/,;_~'  ~  *..,+,'' " ' '  ~ 

°Рп 

ар  ар        ар                     \ 

и      1 ,  2 , . . .  п  -- 1  , 

то,  дифференцируя  ихъ  но  вс1>мъ  Ь^  получаемъ  рядъ  новыхъ  тождвствъ 
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Поэтому,  въ  силу  введенныхъ  обозначений  (64),  заключаемъ,  что 

1—1,  $  =  м. 
Кром*  того  принимая  во  внимаше,  что 

приводимъ  вычисляемыя  нами  скобки  Вейлера  къ  следующему  виду 

2^  дЬ,  [  2л  дхт+х  дрг+1     Ьдр     ^дх     ^  ■ 

Въ  силу  тождествъ,  въ  который  обращаются  первый  п — 1  уравненШ 
(57),  когда  въ  нихъ  подставить  значешя  &,,  Ь2ч  •••**- и  определяемый 
этими  же  уравнешями,  выражетя  суммъ  об^ихъ  послёднихъ  строчекъ 
равны;  стало-быть,  разность  ихъ  уничтожается,  и  мы  получаемъ  въ  ре- 
зультат* равенства 

К,  *-*■]  =  /;,     в«1,  2,. ..п.  (65) 

Равенства  (63)  и  (65)  заключаютъ  скобки  Вейлера,  составленныя 
относительно  канонической  системы  (55). 

Однако  легко  воспользоваться  этими  зависимостями,  чтобы  составить 
замкнутую  систему  п  \-\  уравненШ  по  отношенш  къ  канонической  си- 
стем* (23).  Въ  силу  условШ  (63)  и  (65),  мы  им*емъ  сл*дующ1я  равенства 


«-9-1 


дН  #,      дН 


2  •^'^+2*.-^*-«-«"-*'=0- 


г=1         т  ^=} 


(66) 


*-1,  2....П-1 
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при  чемъ  скобки  Пуассона  (рх  +  Н,  Р),  (Рл,  Р)  и  (^,  К)  составлены 
зд*сь  по  отношению  къ  канонической  систем*  (23),  т.  е.  въ  предполо- 
жение что  перем-Ьнныя  величины  разделяются  на  два  класса,  соотв'Ьт- 
ствуюице  двумъ  строкам!» 

х2,  хъ, . . .  х'п,  I 
Составляемъ,  наконецъ,  следующее  выражеше 

и  вычисляемъ  значешя  скобокъ  Вейлера,  въ  канонической  систем*  пе- 
рем*нныхъ  (67), 

[р,+я,  ф]=[Рх+нч  --2^-,+^п-<+<]-(Р1+^  **)  + 

1=1 

+  2  [ГМ+н,  г<)  +  *>,+  я,  г<п> 

<=1 

•  =  1 


1  =  1 

[/;,  ф]=[/;,  ^-2^-,+.а_,+*]-(/^  *')  + 

2  иж.-ц) +*;(/;.  /;>]. 


<=1 


для  всЬхъ  значенШ  Л,  отъ  1  до  и — д — 1,  и  для  вначенШ  г,  огь  1  до  </. 
Такъ  какъ  интегралы  (61)  образу ютъ  каноническую  систему  одновременно 
по  отношенш  къ  каноническимъ  системамъ  какъ  (23)  такъ  и  (55),  то, 
для  разсматриваемыхъ  сейчасъ  формулъ.  имйють  м4сто  равенства 

(^+4,  ^)  =  0,     (/;,  /4)  =  0, 

I    1,   8=0. 

Кром*  того,  принимая  въ  расчетъ  уравнешя  (66),  мы  приходимъ  къ 
ел4дующимъ  равенствамъ 
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*—  1,  2,...п-9—  I,        г  =  1,  2,...?. 

Отсюда  заключаема  что  совокупность  и-И  уравнешй  (22)-сго 
(62)-ыхъ  и  сл*дующаго 

1=1  »=1 

образуегь  замкнутую  систему,  при  чемъ  Ьн  представляетъ  новую  произ- 
вольную постоянную  величину. 

Здесь  сл*Ьдуетъ  однако  различать  дваж  случая,  когда  классъ  пред- 
ставляемаго  последней  системой  полнаго  интегральнаго  собрашя  равенъ 
нулю,  или  отличенъ  отъ  него,  въ  зависимости  отъ  того,  разрешаются  ли 
уравнешя  (62)  относительно  перем*нныхъ  /а,,  рг,-..рп,  или  н*тъ.  Раз- 
сматриваемая  въ  первомъ  случай  система  уравнешй,  путемъ  исключения 
всЬхъ  перем'Ьнныхъ  р},  р2, . .  .рп,  приводитъ  къ  следующему  полному 
интегралу  Лагранжа  уравнешя  (22) 

*=  Щх, , . . .  *._,,  (рй_,+1),  . . .  (рн):  щ), . . .  (*;),  6Н.1 ,  ь,+2, . . .  бм_1]  -г 

1-Х  1=1 

где  круглыми  скобками  обозначенъ  результата   подстановки  въ  выраже- 
Н1я,  заключенный  въ  скобки,  значений  исключаемыхъ  перем*нныхъ. 

Если  же  уравнешя  (62)  неразрешимы  относительно  вс*хъ  перем'Ьн- 
ныхъ }),  то  эта  система  (62)  определяете  полный  интегралъ  Г.  Ли  урав- 
нен1я  (22),  разсматриваемаго  какъ  производное  уравнеше  Г.  Ли.  Чтобы 
получить  отсюда,  при  помощи  алгебраическихъ  исключешй,  полный  ин- 
тегралъ Лагранжа  уравнешя  (22),  рассматривая  его  какъ  дифференщаль- 
ное  уравнеше  съ  частными  производными,  остается  воспользоваться  ре- 
зультатами, доказанными  въ  №7-омъ  настоящей  главы. 

Изложенный  соображешя,  относительно  составлешя  полныхъ  инте- 
граловъ  Лагранжа  одного  дифференщальнаго  уравнешя  съ  частными 
производными  перваго  порядка,  распространяются  безъ  труда  на  как1ях 
угодно  системы  совокупныхъ  уравнешй  какъ  независящихъ  явно  отъ 
неизвестной  функщи  лг,  такъ  и  заключающихъ  последнюю  функщональ- 
ную  переменную.  Это  заключеше  ясно  следуетъ  изъ  всего  изложешя 
настоящей  главы.  Поэтому  мы  не  станемъ  останавливаться  на  доказа- 
тельстве указанныхъ  здесь  обобщенШ  и  ограничимся  только  следую- 
щимъ  замечашемъ. 

Только  что  разрешенная  задача  позволяетъ  составлять  полный  ин- 
тегралъ Лагранжа,  на   основание   известнаго   полнаго   интеграла  Г.  Ли, 
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или  даетъ  возможность,  для  составлешя  полнаго  интеграла  Лагранжа. 
переходить  отъ  одного  полнаго  интегральнаго  собрашя  нулевого  класса 
къ  другому  для  того,  чтобы  обойти  гЬ  или  друпя  трудности  вычислешй, 
которыя  могутъ  встречаться  при  составлснш  интеграловъ  изсл'Ьдуемыхъ 
уравненШ.  Рассматриваемая  задача  находится  въ  гЬсной  связи  съ  такъ 
называемымъ  усовцпиенствовангемъ  С.  Ли  способа  Якоби-Майера  интегрн- 
ровашя  частныхъ  уравнений  *),  съ  той  только  разницей,  что  С.  Ли  прила- 
гаете свою  теорш  къ  своимъ  прошводнымъ  уравнен1ямъ,  тогда  какъ 
соображетя,  изложенныя  на  посл*днихъ  страницахъ,  имЪютъ  главною 
ц^лью  интегрироваше  дифференщальныхъ  уравненШ.  Какъ  мы  раньше 
указывали  2),  р*шен1е  Майера  посл*дняго  вопроса  было  ошибочнымъ; 
что  же  касается  моего  предложеннаго  раньше  р"Ьшен1Я  3),  то  оно  тре- 
буетъ  одной  квадратурой  больше,  ч*мъ  только  что  изложенное  реше- 
те, которое  основывается  исключительно  на  алгебраическихъ  пре- 
образовашяхъ  4). 

10.  Воспользуемся  полученными  результатами,  чтобы  показать, 
кашя  видоизменения,  благодаря  имъ,  могутъ  быть  внесены  въ  известный 
способъ  Якоби-Майера  интегрировашя  дифференщальныхъ  уравненШ  съ 
частными  производными  перваго  порядка  одной  Неизвестной  функцш. 

Пусть  им*емъ  замкнутую  систему  т  сл*дующихъ  уравнен!  й 


которыя,  предположимъ,  разрешимы  относительно  т  какихъ  либо  част- 
ныхъ производныхъ.  Для  интегрированы  данныхъ  уравненШ,  намъ  до- 
статочно однако  разрешить  ихъ  относительно  т  какцхъ  либо  изъ  пере- 
м*нныхъ  съ  различными  значками.  Пусть,  напримЪръ.  данныя  уравнения 
разрешаются  относительно  переменных!» 


1)  Л  Ые,  Ма(НетаШсНе  Аюш1ен,  В(1.   VIII,  8.  215. 

2)  См.  мои  сочинешя:  Объ  интегрировании  уравненШ...  стр.  73  и 
СопвШгаНопв  ннг  1е*  (гагаих  де  М.  М.  8.  1ле  е(  А.  Мауег  (Сотр1сх  гепНи*. 

26  зшп  1899). 

3)  См.:  Объ  интеьрированш    уравненШ...  стр.  103  и 

СоткЫгаНот  аиг  /г*  (гаь'аих  дс  М.  М.  8.  Ые  еСА.  Мауег  (Сотри*  гсиди*. 
3  ]иШе1  1Я99). 

4)  Пос-хЬдше  результаты  были  опубликованы  мною  въ  двухъ  статьяхъ:  &*г  /г* 
геШтпх  сп1ге  1е#  т1е'дга\е*  сотрШев  дс  8.  1ле  е1  де  Ьадгапде  (Сотр1е*  гспАм.  № 
аой!  1903)  и  8иг  1с  гаррог(  вен  1гагшис  дс  8.  1Лс  а  ееих  де  ЫоигШе  (Сомр1е*  гепди*. 
17  ао\Ь  100Н). 


(69) 
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Мы  получаемъ  такимъ  образомъ  следующую  систему  уравненШ  въ  ин- 
волюцш 

*  =  1,  2,...*, 
./  =  1,  2,...т-*. 

Для  опред^летя  искомаго  полнаго   интеграла   данньхъ  уравненШ 
начнемъ  съ  разыскашя  уравнешя 

^т  +  ^(xV  **••••**'  *Я1+р  а?«+2.---^Л+р---Р11)в=ьР        (7°) 

которое  должно  находиться  въ  инволющи  съ  системой  (69),  при  чемъ  Ь, 
представляетъ  произвольную  постоянную  величину.  Для  этого  должны 
удовлетворяться  условш 

(р-нг  |'.+1)-0,    (*кН-^,  ^.+1)=о, . 

*=1,2,...*,  /=1,  2,...т-*. 

Поэтому  функщя  ^7м+.1  должна  служить  интеграломъ  следующей  якобь 
евской  системы  линейныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  функщи 
/"  величинъ  яр  х.,,...хк,  хтЛХ,-  •  -лгя,  |^.+р  ••./*„,  разсматриваемыхъ 
какъ  независимый  переменный, 


Г      "^  I  дН.      дГ дН.      <)Г    \ 

Ъ      г=1  \*и+г  бхт^г       дхт  +  г  арм4_'г)  -  °' 


<=1,  2,...*, 

«У       ,  "у  /  *Ь     дГ    __оЦ      о/'  \ 

с»».,  .      '  Р~,  \в»в    ,     ил:    ,  дх    ,0р.)  ' 

Такимъ  образомъ  уравнешс  (10)  представляетъ  интегралъ  канонической 
системы  уравненШ  въ  полныхъ  дифференшалахъ 

*      дН.  *-*   дЬ.    , 

г  —  1 ,  2 , . . .  п  -  т . 
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Следовательно,  искомый  интегралъ  (70)  определяется  при  помощи  опе- 
рации интегрировашя  порядка  2(т — п).  Присоединяя  уравнеше  (70)  къ 
исходной  систем*  уравнен М,  получаемъ  новую  замкнутую  систему  т-±-1 
уравнешя,  съ  которой  поступаемъ  аналогично  тому,  какъ  поступали  съ 
первоначальной  системой.  Продолжая  указанный  д*йств1я,  мы  прихо- 
димъ,  какъ  въ  способ*  Якоби-Майера  и  при  помощи  равнаго  съ  нимъ 
числа  эквивалентныхъ  операщй  интогрировашя,  къ  систем*  н  уравнешй 
въ  инволющи  сл*дующаго  общаго  вида 

«=1,2,.  ..9 

гд*  6,,  *а»  •  ■  ■  *я— ж  обозначаютъ  м — ш  различныхъ  ироизвольныхъ  по- 
стоянных!» величинъ. 

Зат*хь,  при  помощи  одной  квадратуры,  получается  уравнение, 
выражающее  въ  общемъ  случа*  перем*нную  г  функщей  остальныхъ  ве- 
личинъ хп  х2, . .  .хп,  р}, . .  ,рп,  Ьг,  62, . . .  Ьнм  и  еще  одной  новой  про- 
извольной постоянной  Ь.  Мы  приходимъ  такимъ  обраяомъ  къ  полному 
интегральному  собрашю  данной  системы  уравненШ  (08),  изъ  котораго 
получается  ихъ  полный  интегралъ  Лагранжа,  при  помощи  алгебраическихъ 
исключений,  какъ  только  что  показано  на  предыдущихъ  страницахъ. 

Возьмемъ,  наприм*ръ,  уравнеше  съ  частными  производными  пер- 
ваго  порядка 


(**Р±—  х*Рг > *з Р* л    К ха - **)Р*  _ 0 


р  _|__^л _.-_•.    -*.1.     •_*      -'-    -=о.  (71) 

ххРь  х\ 

Сл*дующ1я  два  уравнешя 

образуютъ,  совм*стно  съ  даннымъ  уравнешемъ  (71),  систему  трехъ  урав- 
нений въ  инволющи,  при  чемъ  Ь{  и  Ь2  обозначаютъ  дв*  произвольныхъ 
ностоянныхъ  величины.  Эти  уравнешя  приводятся  къ  сл*дующему  виду 

Ь,  Ьх  ./*4  -г  Ь,х.} 

^-(ТГ-м^^гд'.-Т)'1'4"0, 
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р3 — ь— =0' 

*,  —  —'-.-  =  о. 

х,— й2 


Соответствующая  якоб1ввская  система  линейныхъ  уравненШ  съ  частными 
производными  функщи 

/"(*,,  а-4,  ж4,  р3,  />,) 


становится 

<<*.       6,  д*3 

*      0. 

Поэтому  задача  приводится  къ  интегрированию  следующей  канони- 
ческой системы  уравнешй  въ  полныхъ  дифференщалахъ 

Ъхх4  +  Ьлхл  х 

Каждое   изъ   написанныхъ   уравненШ   интегрируется   при   помощи 
квадратуры.  Если  возьмемъ  интегралъ  перваго  изъ  послйднихг  уравнешй 

Ь1х4—х1хл_ 

гд*  \ — новая  произвольная  постоянная  величина,  то,  совершивъ  еще 
одну  квадратуру,  получаемъ  полный  интегралъ  С.  Ли  второго  класса 
даннаго  уравнешя  (71),  представленный  следующими  тремя  уравнешями 
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ХА  =  -Ь-Х1х2  +  Ьг{х\—  ь*)» 


гд*  Ь4 — новая  произвольная  постоянная  величина.  Прилагая  въ  настоя- 
щемъ  случа*  теорш,  изложенную  въ  предыдущемъ  п°7-омъ,  полу- 
чаемъ  полный  интегралъ  Лагранжа  даннаго  уравнешя  (71)  въ  следую- 
щею вид^ 

*=в.(^-*.)— ^*.(*4  +  "^-)  +  ». 

гд*  а2,  а3,  Ь,  и  Ь  обозначают^  четыре  различныхъ  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ  величины. 


ГЛАВА     VIII. 
Задача  С.  Ли. 

1.  Разрешенный  С.  Ли  воиросъ,  известный  въ  теории  дифферен- 
гцальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  подъ  назвашемъ  задачи 
С.  Ли,  является  однимъ  изъ  ц'Ьнныхъ  вкладовъ  С.  Ли  въ  научную 
область  интегрировашя  дифференшальныхъ  уравненШ.  Благодаря  ему 
обнаруживается  практическое  значеше,  которое  представляетъ  каждый 
интегралъ  дифференшальныхъ  уравненШ  характеристику  для  интегри- 
рования соотв'Ьтствующихъ  дифференшальныхъ  уравненШ  съ  частными 
производными.  Какъ  известно,  до  С.  Ли,  посл*днШ  воиросъ  оставался 
открытымъ,  и  всякШ  единичный  интегралъ  дифференшальныхъ  уравне- 
шй характеристику  который  не  находится  въ  инволюцш  съ  ихъ  осталь- 
ными интегралами,  не  могъ  быть  использованъ  при  интегрирована  раз- 
сматриваемыхъ  уравненШ  въ  гЬхъ  случаяхъ,  когда  общШ  интегралъ 
дифференшальныхъ  уравненШ  характеристикъ  оставался  нензв4стнымъ. 
Кром4  того  разсматриваемая  теория  даетъ  новые  случаи  интегрировашя 
при  помощи  квадратуръ  уравненШ  каноническихъ  и  съ  частными  производ- 
ными (см.  мою  статью:  8иг  1ергоЫете  Ле  8. 1ле,  СотрШ  геиДиз,  24  аойЬ  1903), 
Такимъ  образоиъ  р-Ьшеше  задачи  С.  Ли  является  существеннымъ  дополне- 
шемъ  и  далыгЬйшимъ  развит1емъ  классической  теорш  дифференшальныхъ 
уравненШ  съ  частными  производными. 

С.  Ли  дважды  возвращался  въ  своихъ  изсл1>довашяхъ  къ  р4шенш 
разсматриваемой  задачи  '),  при  чемъ  во  второмъ  изложенш  значительно 
усовершенствовалъ  свою  теорш.  Р*шеше  С.  Ли,  воспроизведенное  во 
всЬхъ  его  существенныхъ  чертахъ  въ  сочинешяхъ  Гурса  и  Э.  Вебера2), 
основано  на  столь  сложныхъ  началахъ,  что  популяризация  самой  теорш 
и  примкнете  ея  для  практическихъ  ц^лей  совершались  до  сихъ  поръ 
въ  самыхъ  ограниченныхъ  размЪрахъ  3). 

1)  МагЬегоаНбсЬе  Аппа1еп  Ы.  VIII,  8.  218,  В<1.  XI.  8.  404. 

2)  ОаигваК  Е.-  Ьеуолз  зиг  Гпи^таНоп...  р.  304. 

Е.  V.  М^еЬег.— Уог1езип#еп  йЬег  (кз  Р&Яз  спе  РгоЫет  ипй  (Не  Тлеопе  (1ег 
рагйеПеп  ПЙГегепИа^еюЬипеел  егз1ег  Огйпип^,  8.  34 1. 

3)  Едва-1И  не  единственное  приложеше  разсматриваемой  теорш  сделано  А.  Майе- 
ромъ  въ  его  мемуарЪ.  1:еЪег  (Не  аидетсЫеп  Ь^едгак  Лег  (Лцпатгяскеп  В1{{еппИа1- 
дШеНипден  инй  \Нгг  УегхсегЬНипд  йыгсЪ  йхе  Ме1НоАеп  гон  Ые  (МаМетаИзсЬе  Ап- 
па1еп,  Вй.  XVII,  8.  33*2). 

18 
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Основываясь  на  приведенных!*  соображешяхъ  относительно  зна- 
чешя  разсматриваемой  теорш,  мы  изложимъ  ее  ниже  съ  точки  зр*- 
я1е  развит1я  Якоби-Гамильтоновскаго  способа  интегрировашя  дифферен- 
щальныхъ уравненШ  съ  частными  производными.  Въ  VII  глав*  моего 
цитированнаго  уже  выше  сочинешя:  Объ  интегрированы  уравненШ  съ 
частными  производными,  приведено  р*Ьшен1е  занимающей  насъ  задачи 
въ  гЬхъ  предЪлахъ,  въ  которыхъ  разсматриваетъ  ее  С.  Ли  въ  VIII  том* 
МаШетаИзсЬе  Аппа1еп.  Дальнейшее  развит1е  указаннаго  решетя  опу- 
бликовано мною,  въ  краткихъ  чертахъ,  въ  стать*:  8иг  1е  ргоЫёте  а*е 
8.  Ые  (Сотр1е8  гелии»,  21  аой(  1903)  и  будетъ  изложено  подробно  на 
посл'Ьдующихъ  страницахъ. 

Необходимо,  наконецъ,  отметить,  что  поставленная  С.  Ли  задача 
уже  раньше  намечалась  Якоби  въ  его  трудахъ  и  рассматривалась  имъ 
при  некоторыхъ  частныхъ  предположешяхъ  и  услов1яхъ,  который  соот- 
ветствовали современному  той  эпох*  развито  теорш  интегрировашя 
дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производными  общаго  вида 
и  въ  частности  линейныхъ  уравнений. 

Въ  самомъ  деле,  Якоби  вводилъ  въ  свои  изследовашя  разсмотр*- 
ше  фунтцональныхъ  грунт  интеьраловъ  дифференщальныхъ  уравненШ 
характеристикъ,  соотв*тствующихъ  даннымъ  частнымъ  уравнешямъ.  Но  онъ 
не  пользовался  при  этомъ  терминомъ  функциональная  группа  интеграловъ. 
введеннымъ  только  С.  Ли,  и  не  извлекъ  изъ  разсмотрЗ>н1Я  интеграловъ 
въ  общемъ  случа*  всехъ  техъ  нреимуществъ  для  интегрировашя  дан- 
ныхъ  уравненШ,  которыя  открылъ  С.  Ли  *)•  Темъ  не  менее  следуетъ 
указать  на  одинъ  частный  случай  относительно  дифференщальныхъ 
уравненШ  движешя  системъ  точекъ,  допускающихъ  три  интеграла  нло- 
щадей,  когда  Якоби  пришелъ  къ  темъ  же  результатам^  которые  выте- 
каютъ  изъ  разсматриваемой  общей  теорш  С.  Ли  2).  Наконецъ,  Якоби 
отметилъ  несколько  частныхъ  случаевъ  въ  своей  общей  теорш,  которые 
показываютъ  его  стремлешя  къ  тому,  чтобы  использовать  известные 
интегралы  дифференщальныхъ  уравненШ  характеристикъ,  для  уменьше- 
Н1Я  трудностей  интегрировашя  соответствующихъ  имъ  дифференщаль- 
ныхъ уравненШ  съ  частными  производными  3). 

1)  ЛсоЫ. — Хога  те1Но(1ш>  ас(1на1и)п<!х  <&У/егсн<ш/е«  рагНаШ  рггтг  ог<Нш* 
гп1ег  нитсгит  гагьаЫИит  цнетсищис  ртрояНаз  ЫидгапаЧ.  (СезаттеИе  \\гегкв. 
В(1.  V,  8.  151). 

я)  1асоЫ. — Хоуя  теМш^ия...  8.  153—103. 

г)  &соЫ. —  УоНеышдеп  ыЬсг  Юдпапп'к.    'Ли'Ыс  АиядаЪе,  1881.  &  263. 
1т*скепеЛгку.  V.  О.— 8иг  ПпНдгаМоп  (1ез  бциаЫопз  аих  ёёгкёез  рагИеПез    <1и 
ргопнег  огйге.   1869.  ]>.р.  68—01). 
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2.  Пусть  им4емъ  систему  т  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  част- 
ными производными  въ  инволюцги 

»  =  1,  2,. ..т.  ) 

Предположимъ,  что  поатЬдшя  уравнешя  разрешимы  относительно 
перем'Ьнныхъ  величинъ  ^,,  р2, . .  ирт%  такъ  что  им*етъ  м*сто  следующее 
неравенство 

/)(^^::_^)2о.  (2) 

Составляемъ  систему  линейныхъ  уравненШ  въ  инволюцги,  соответ- 
ствующую даннымъ  уравнешямъ  (1) 

(*-,,  /)  =  0,     »-1,  2,...ш.  (3) 

Предположимъ.  наконецъ,  что  известны  т  +  г  (г<2п — 2т)  сл*- 
дуюЩихъ  различныхъ  интеграловъ  посл'Ьднихъ  уравненШ 

г»  ^■•■Рт,Г1,Г.2,...Г„  (4) 

которые  образуютъ  функцгональную   группу,  т.  е.  скобки    Пуассона,   со- 
ставленный изъ  каждой  пары  интеграловъ  (4),  не  представляютъ  новыхъ 
интеграловъ  системы  (3),  отличныхъ  отъ  интеграловъ  (4)-ыхъ. 
Какъ  известно,  линейныя  уравнешя 

Ик(Л=(Гк,  Л  =  о,   } 

*-1,2,...г,  ] 

образуютъ  замкнутую  систему  совместно  съ  уравнешями  (3) }).  Наша 
задача  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  составить  изъ  посл'Ьднихъ  уравненШ 
(5)  такую  замкнутую  систему  линейныхъ  уравненШ,  которая  им^ла  бы 
интегралами  функцди  (4).  Уравнен1я  искомой  системы  должны  имйть 
сл'ЬдующШ  видъ 

^Ю  =  ДЯ4(ГР  *,,.../;.)  ц,(/)=о, 

гд*Ь  Пк  представляютъ  неизвестный  функцш. 


!)  ОоигваЬ,  Е.— Ье^опз  зиг  ГшНдгаНоп...  р.  Я08. 


—  276 


Само  собою  разумеется,  что  функщи  Р{,  7%,  •-•&„,  утождествляютъ 
все  уравнешя  предыдущаго  вида.  Чтобы  удовлетворить  поставленному 
условш  относительно  остальныхъ  функщй  (4),  необходимо  определить 
значешя  всЬхъ  Пк  такъ,  чтобы  имели  место  равенства 


2«*,^  =  о* 


*  =  1 


*  =  1,  2,. ..г, 


(6) 


гд4  введены  сл4дующ]Я  обозначешя 

Такъ  какъ  уравнешя  (6)  линейны  и  однородны  относительно  неизв^ст- 
ныхъ  велйчинъ  Пк,  то,  чтобы  последшя  имели  значенья,  отличныя  отъ 
нулей,  необходимо  долженъ  обращаться  въ  нуль  сл4дующШ  определитель 


«= 


«11    «II     •  • 

•     «П 

«12    «92     • 

•     «Г2 

«]г    °2г    ■ 

•       • 

(Г) 


Предположимъ,  что  уничтожается  не  только  послйдтй  определитель 
ж9,  но  также  и  все  его  миноры,  огь  перваго  до  ^ — 1-аго  порядка  вклю- 
чительно, такъ  что  первый  миноръ,  не  обращающая  въ  нуль,  пред- 
ставляетъ  определитель  г — </-аго  порядка.  Въ  виду  того,  что  порядокъ, 
въ  которомъ  мы  размещаемъ  интегралы  (4),  вполне  произволенъ'и  зави- 
ситъ  оггь  нашего  усмотрешя,  то  мы  можемъ,  не  нарушая  общности  раз- 
сужденШ,  обозначить  известные  интегралы  (4)  такъ,  чтобы  первый 
неуничтожающШся  миноръ  определителя  (7)  представлялся  следуюшимъ 
определите лемъ 


л21 


>- 9,  1 


"12 


I): 


ее,  .  .   а 


Такъ  какъ  последнШ  определитель  косой  симметрическШ  и,  по 
условш,  неравенъ  нулю,  то,  стало-быть,  норядокъ  его  является  чотнымъ 
числомъ,  какъ  это  хорошо  известно  изъ  теорш  определителей.  Называя 
его,  напримеръ,  черезъ  2р,  мы  получаемъ  такимъ  образомъ,  что 
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г  —  д=2р,  (8) 

т.  е.  разность  г  —  д  является  четнымъ  числомъ. 

Возвращаясь  къ  уравнешямъ  (6),  мы  получаемъ  изъ  нихъ 

«    В 
П  = V       *'  П 

ллк         Д*  ~2Г     р+г 

*  =  1,  2,....2р, 

гд*  Вц  обозначаете  значете,  которое  принимаетъ  определитель  В,  при 
зам4н4  его  элементовъ  А-аго  столбца  соответственно  величинами 

Благодаря  вычнсленнымъ  значешямъ  Цк,  выражеше  V (/)  становится 
гд%  введены  сл-Ьдуюпця  обозначешя 

>  =  >.  2,.  ..*. 

Всл*дств1е  произвольности  всЬхъ  величинъ  #2р+/>  соотв4тствующихъ 
различнымъ  значешямъ  ^',  отъ  1  до  д,  становится  очевиднымъ,  что  вс* 
выражешя  7)(/)  обладаютъ  свойствами,  аналогичными  выражешямъ 
Г(/),  т.  е.  уничтожаются  для  всЬхъ  значенШ  (4)  функщи  {.  Поэтому  мы 
получаемъ  систему  д  уравненШ 

Гу(Л  =  0,    ]  =  1,  2,...}.  (9) 

интегралами  которой  служатъ  функщи  (4). 

Само  собою  разумеется,  что  уравнешя  (3)  и  (9)  образуютъ  зам- 
кнутую систему,  такъ  какъ  существуютъ  обпие  всЬмъ  имъ  интегралы 
(4).  Кром*  того  изъ  самаго  строешя  разсматриваемыхъ  уравненШ  видно, 
что  вс*  они  различны  между  собой.  Мы  получаемъ  такимъ  образомъ, 
при  помощи  алгебраическихъ  вычислений,  замкнутую  систему  т+д  раз- 
личныхъ  уравненШ  (3)  и  (9),  для  которой  известны  т-\-г  различныхъ 
интеграловъ  (4). 

Очевидно,  что  задача  интегрирования  исходной  системы  уравненШ 
(1)   упрощается,   въ  смысл*   пониже  шя    порядка   интегрированШ,   если 
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определять  новые  интегралы  системы  (3),  отличные  огь  (4)-ыхъ,  какъ 
интегралы  замкнутой  системы,  образованной  совокупностью  уравненШ 
(3)  и  (9). 

Такъ  какъ  известны  т-{-г  интеграловъ  последней  системы,  то  ея 
новый  интегралъ  определяется  при  помощи  операцш  интегрировашя,  по- 
рядокъ  которой  выражается  числомъ 

2м —  2т —  д  —  г. 

Последнее,  въ  силу  зависимости  (8),  является  четнымъ  и  равно  числу 

2п  —  2т  —  2д  —  2(>. 

Назовемъ  черезъ  (г,1  полученный  такимъ  образомъ  интегралъ  раз- 
сматриваемой  системы.  ПоследнШ  интегралъ,  въ  самомъ  неблагопр1ят- 
номъ  случа*,  образуетъ,  совместно  съ  (41)-ыми,  функщональную  группу, 
которая  очевидно  имеетъ  по  меньшей  мере  одной  суи^ственной  функ- 
цией 1)  больше  сравнительно  съ  прежней  группой,  такъ  какъ  разность  между 
числомъ  всехъ  функщй  группы  т-\-г+1  и  числомъ  прежнихъ  суще- 
ственныхъ  функцш  »г  +  <?  является  нечетнымъ  2р-{-1,  что  невозможно 
въ  силу  изложенныхъ  выше  соображение  Предположимъ,  что  разсматри- 
ваемая  группа  имеетъ  только  одной  существенной  функцгей  больше  срав- 
нительно съ  предыдущей.  Въ  такомъ  случае  мы  составляемъ  еще  одно 
уравнеше 

*;+.</)  =  о- 

образующее,  совместно  съ  предыдущими,  замкнутую  систему  т-4-д+1 
уравненШ,  для  которой  известны  очевидно  т-\-г-\-1  интеграловъ.  По- 
этому новый  интегралъ,  который  обозначимъ  черезъ  (г ,  2,  определяется 
при  помощи  операцш  интегрировашя  порядка 

2п  —  2т—2^—2^  —  2. 

Продолжая  поступать  аналогичнымъ  образомъ  и  далее,  приходимъ  въ 
результате,  при  самомъ  неблагопр1ятномъ  случае,  после  п — т — д—  р 
иоследовательныхъ  операцШ  интегрировашя  соответственно  порядковъ 

2л— 2т— 2д— 2р,       2п—  2т  —  2д  — 2р  —  2, . . .  4,  2, 

къ  п — т — д — (>   различнымъ   новымъ   интеграламъ   системы  (3) 


*)  Существенными  (аниде ге1сЪгШе,  АШлпдиёе)  функщями  группы  называются 
так1я,  который  находятся  въ  иивожющя  какъ  между  собой,  такъ  и  съ  каждой  изъ  функ- 
щй группы  въ  отдельности  (см.  мое  изсл^доваше:  Объ  интегрировании  уравненгй..., 
глава  VIII). 
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/г+1*    'г  +  2'  '  '  *  /я-т+р' 

(въ  силу  зависимости  (6),  число  н — ж  — д — р-И*  равняется  п — ж  +  р)- 

Такимъ  образомъ  въ  результат*  получается  следующая  замкнутая 
система  н  —  р  линейныхъ  уравненШ 

(.Г.,  Л  =  0,     1  =  1,  2,...т, 
^.(Л  =  0,    ,/  =  1,  2,...д,  <?+!,...  и-ш—р, 

для  которой  известна  полная  система  ея  н-р  различныхъ  интеграловъ 

**,.  *,.•  ■•*•«.  /■..  /;.•••/;.  и гп.я+9.       (ю) 

3.  Согласно  съ  изложенными  последняя  группа  интеграловъ  (10) 
им*етъ  п  —  р  существен ныхъ  функцьй,  въ  числ*  которыхъ  находятся  т 
первыхъ  интеграловъ  (10). 

Остальныя  п — т — р  существенныхъ  функшй,  который  мы  обозна- 
чимъ  черезъ 

Ф„  Ф„...Ф,,  Фч+г....Фп р  (П) 

могутъ  быть  вычислены,  при  помощи  п — т — у  посл*довательныхъ  опе- 
раций интегрировашя  порядковъ 

п — т  —  (>,  п — т — о — 1,...д,  д — 1,...2,  1. 

Зд*сь  с.тЬдуетъ  заметить,  что  задача  интегрировашя  данныхъ  урав- 
ненШ (1)  очевидно  привелась  бы  къ  одной  только  квадратур*,  если  бы 
эти  посл*дн1я  функщи  были  известны.  Квадратура  эта  состоитъ  въ  ра- 
зыскаиш  иосл'Ьдняго  интеграла  системы  линейныхъ  уравяешй 

[*',.  /]  =  0,     /=1,  2,...ш,  1 

(12) 
[*,  Л  =  0,    ./=1,  2,...#,  </— 1,...н— ж— (>,     ) 

гд*  функщя  /*  разсматривается   какъ   зависящая   отъ   вс*хъ   прежнихъ 
перем*нныхъ  х,  р  и  отъ  новой  переменной  г. 

Интегралами  последней  системы  служатъ  очевидно  вс*  функщи  (10). 
Приравнявъ  т  нервыя  изъ  нихъ  нулю,  а  вс*  остальныя  произвольнымъ 
постоянными  иолучаемъ  уравнешя 


1  =  I,  2,...м, 

/;  (х, ,  х2, . . .  *■„,  р,  ,|»„...  /;„)  =  Ь4, 

А  =  1,2|...г,  г+1,.    .  м  —  м  -[-  р  . 


(13) 
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где  вс*Ь  Ьк  обозначаютъ  произво1ьныя  постоянный  величины.  Последняя 
система  представляетъ  м-гО  интегральныхъ  уравненШ  системы  уравне- 
нШ  въ  полныхъ  дифференщалахъ,  соотвЪтствующихъ  линейнымъ  урав- 
неюямъ  (12).  11осл*дн1Й  ея  интегралъ  получается  интегрироватемъ  точ- 
наго  дифференциала,  въ  который  обращается  уравнеше 

#=1 

на  основаши  интегральныхъ  уравненШ  (13)  (ср.  стр.  148).  Таьнмъ  об- 
разомъ  иослйднШ  искомый  интегралъ  системы  (12)  представляется  въ 
сл*дующемъ  вид* 

г  —  Р{хх,  *.,,...*„,  рх,  р2,...рп).  (15) 

Однако  для  р4шешя  разсматриваемой  задачи  интегрирования  дан- 
ныхъ  уравненШ  (1),  н*тъ  надобности  вычислять  функщи  (11),  но  доста- 
точно заметить,  что  все  уравнешя  Г.(/)  =  0  равнозначны  слдующимъ 
линейнымъ  уравнешямъ  !) 

(Фл/)=-0,     ;=1,  2,.. .9,  ?+1,...*  —  ж  —  д.  (16) 

Это  зам*чан1в  является  существеннымъ  въ  томъ  отношенш,  что 
мы  им*емъ  теперь  теоретическое  основаше  утверждать,  что  уравнеше 
(14:),  въ  силу  системы  уравненШ  (13),  обращается  въ  точный  диффе- 
репцшлъ,  птпегрировангежь  которого  определяется  функцгя  (15). 

4.  Доказанныхъ  предложенШ  достаточно,  чтобы  показать,  что  инте- 
грироваше  уравненШ  (1),  на  основанш  полученныхъ  данныхъ,  совер- 
шается при  помощи  оиеращй  дифференцировашя  и  алгебраическихъ 
исключешй. 

Въ  самомъ  деле,  соответствующая  даннымъ  уравнешянъ  (1)  нор- 
мальная система  линейныхъ  уравненШ 


[/••„  Л  =  о, 

<  =  1  ,  2 , . . .  м  , 


(17) 


имеетъ  м  +  ('  +  1  различныхъ  интеграловъ  (10)  и  (15).  Легко  показать, 
что  остальные  п — т-  -р  интеграловъ  этой  системы  (17)  определяются 
при  помощи  дифференцировашя,  и  тогда  очевидно,  что  задача  интегри- 
ровашя  данныхъ  уравненШ  (1)  разрешается  на  основаши  теорш  харак- 
теристикъ. 


*)  См.  Обь  интари/юванш  уравпснш...у  глава  VII. 
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Чтобы  составить  эти  посл'Ьдте  недостатопце  интегралы,  приравни- 
ваем интегралъ  (15)  произвольной  постоянной  величин*  Ь.  Не  нарушая 
общности  разсуждешй,  можемъ  предположить,,  что  полученное  такимъ 
образомъ  уравнеше  и  уравнен1я  (13)-ыя  разрешаются  относительно  пе- 
рем-Ьнныхъ 

*  *„-р  +  Р  *.-р4«»---^ЯрЛ---Р. 

и  выражаютъ  сл4дующимъ  образомъ  ихъ  значешя  въ  функщяхъ  осталь- 
ныхъ  перем'Ьнныхъ  и  всЬхъ  и — т-{-о+1  произвольныхъ  постоянныхъ 


*  =  »(*р  **,-•. *П_Р,  ЬР  *«1- ••*.-.+?)  +  *'     ) 

*.-р  +  «  =  *>,(*1»    *«'•••*—?.  *Р    **"'Л— .  +  р>' 

А-*.(*р  *2.---*—р*  »р  ^--Л-ч-р), 

•  =  1,  2,...р,  1  =  1,  2,.. .я. 


(18) 


Всл4дств1е  того,  что  результатъ  исключешя  вс*хъ  постоянныхъ 
Ь|Э  Ь2,. .  .*м_т+р,  изъ  п  +  Р  послЪднихъ  уравнешй  (18),  приводить 
къ  данной  систем*  (1),  разрешающейся  относительно  перем'Ьнныхъ 
Р\9  Р*1--Рм->  въ  СИЛУ  услов1я  (2),  то  должно  им*ть  м*сто  следующее 
неравенство 

о  /Ур  у2,.--»р,  ».+ Р  »-+»»-'■- *. \  -^ 0 

ир  ь2, ...бр,  &р+||  ьр+я, ...ьп_т+9г^- 

Напишемъ  въ  явной  форм*  значеше  определителя  л*вой  части  послед- 
няго  неравенства 


!    <*, 

#Р 

^-+1 

Ч.-Р 

дК-?  +  1 

а^ 

I          0Ъ1 

*, 

*. 

*, 

дЪ1 

*. 

дЬ2 

<Ч.-1р 

дЪа 

2 

(19) 

;     <*1 

д<Р? 

д*«  +  1 

^»-р 

<Ч.-р  +  1 

<Ч 

1дЬ»-« +р 

дй— +Р 

».-.+, 

дЬ*-~+? 

*.-  +  Р 

*— +р 

Такъ  какъ  равенство  (14)  утождествляется,  на  основанш  уравнешй  (18), 
то  должны  им'Ьть  м4сто  тождества 
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У'-дх,      «41,  а», *"-?+"      }  (20) 

»=;1,  2,...т,  м-{-1,...я  —  р. 

Отсюда  выводятся  следующая  тождества 

"**     ~  *.+***      ^•\*.|+>Л,*,,-'+<  +  *.+,      <»*     /' 

/  =  1 ,  2 , ...  и  —  т  --  р , 

для  всЬхъ  значенШ  к,  отъ   1   до  п — т  +  д.    Подставляемъ    посл-Ьдшя 

значешя  производныхъ  —^~^  вместо  элементовъ  вс4хъ  столбцовъ  опре- 

оок 

делителя  (19),   отъ   (>-{-1-аго   до   п — т-аго   столбца  включительно.   Въ 

этихъ  посл4днихъ  выражешяхъ  алементовъ  отбрасываемъ  вс*  члены  вида 


дх    ,  .  дЬ.       ' 

какъ  пропорщональные  элементамъ  посл*днихъ  р  столбцовъ  определи- 
теля (19),  и  прибавляемъ  взам'Ьнъ  ихъ  члены,  которые  пропорцюнальны 
элементамъ  нервыхъ  р  столбцовъ  разсматриваемаго  определителя 

^     <Ч-Р+* 
*Ък  '     дхт+.     ' 

Благодаря    посл*днимъ    преобразовашямъ,   предыдущШ    определи- 
тель представляется  въ  сл*дующемъ  вид* 


д% 

г?6, 

<Ч-Р 

^„-р+1 

дЬ, 

ду>п 

*. 

дх,„+1 

д\ 

д<рх 

дЬ2 

дЪ.2 

дЬ., 

дЬ.2 

^»-Р+1 
дЪ2 

*?п 

дхт+1 

*, 

д(р1 

Лф? 

дЬп-ш+9 

дь„-т+? 

**,-*+1 

<>4>п 

бЬ»-т+? 

°К-т+9 

й*»+\ 

<ч,-р 

^я-т+р 

д&«-«+Р 

где  обозначенгя  Ьк  имеютъ  сл*дующ1я  значешя 


—  283  — 

для  вс*хъ  значенШ  *,  отъ  1  до  п — т-|-р. 

Всл'Ьдствге  неравенства  нулю  посл4дняго  определителя,  не  долженъ 
равняться  нулю  по  меньшей  мере  одинъ  изъ  его  миноровъ  п — т — р-аго 
порядка,  который  составленъ  изъ  элементовъ  (>-р1,  р+2,...я — т-аго 
столбцовъ  разсматриваемаго  определителя.  Пусть,  наприм*ръ,  следующШ 
опредЬлитель-миноръ 


(21) 


отличенъ  отъ  нуля.  Отсюда  сл*дуетъ,  что  уравнешя 

/-1,  2 , ...  я  —  т  —  р , 

различны  и  разрешимы  относительно  всЬхъ  перем'Ьнныхъ 

при  чемъ  ах>  а2, . .  .ап_т_.  представляютъ  п — т — р  различныхъ  про- 
извольныхъ  постоянныхъ  величинъ. 

Легко  доказать,  что  уравнения  (21)  представляютъ  недостаюпця 
п —  т  —  д  интегральныхъ  уравнешй  системы  въ  полныхъ  дифференщалахъ, 
соответствующей  линейнымъ  уравненхямъ  (17).  Въ  самомъ  деле,  исключа- 
ема изъ  выраженШ  6^.  значешя  Ь^  Ь2, . . .  Ьп_|й+р,  определяемый  уравне- 
Н1ЯМИ-  (18).  Обозначимъ  полученные  результаты  соответственно  черезъ 

-Гт4-1'    -^т  +  2»  *  #  *  "*п-р  •  \~*' 

Такъ  какъ  въ  результате  произведенной  подстановки  функщи  у>8  при- 
нимаютъ  тождественно  значешя  рн,  то  функщи  Рт^  выражаются  сле- 
дующимъ  образомъ 

*"•+>- ей.      ^^1^-Р  +  |1 

при  чемъ  все  Ьк  заменены  ихъ  указанными  выше  функщональными 
значен1ями. 
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Поэтому  скобки  Пуассона  (Рй,  Рт^)  им*ютъ  следующее  значете 

V?  дг  ад*        Л    *гя      лр 


#=1  *  8  1=1         К 


я»-Ь/ 


п-р-И      дРп-$+1 


«-ш+Р 


»•.+> 


*=1 


Подставляя  сюда  выражешя 


Ас, 


-И-    "  у         V    °  У<    „ 


^,4-/ 


л/ 


получаемъ  въ  результат* 


г*.  «.  ,=у^-**-_у-** .    и 

1*0'  *тн)  ~  Ьдр\  дЬ. дх,      Ь  дЬ.дх,  Р-Р+*  ]  "1~ 


Г 

<^1 


^а  **< 


<^п_р+<      I», 


(23) 


Съ  другой  стороны  мы  им4емъ  рядъ  слЪдующихъ  тождествъ 
Г.(хх,  .г2,...*я_р,  дрр  <?,,.. .<рр,  *р  р2,...у>я)  =  0, 

♦  =  1,  2,...ш. 

Дифференцируя   послЪдшя    тождества    по   ЬР  ^  •••  *«-»-?'   получаемъ 
рядъ  новыхъ  тождествъ 


2а  <Ц,_р+,.    «»у    '  и  др.    д^  - 

1—1  * — 1 


=  1,   2,.. 


>  =  I  ,  2  , . . .  п  —  т  —  р  . 


(24) 
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Всл*дств1е  равенствъ  (20),  им*ютъ  м*сто  слйдуюпця  тождества 

р 


7.  -  Ъ8дЪ;      Ь  \  дЪа  дЪ~.  *— Р+<  +  дх8        ОЪ.    ' ) ч 


*  =  1,  2,. ..м-р, 


для  всЬхъ  значенШ  ,/,  отъ  1  до  п — т — р.  Поэтому,  поел*  подстановки 
значешй  всЬхъ  Ък,  изъ  уравненШ  (18),  въ  об*  системы  предыдущихъ 
равенствъ,  тождества  (24)  становятся 


1=1 


+ 


Ох, 


"-1+1  =  0 
ОЬ.      -"' 


0=1,...»,  ;=1,2,...п  —  м  —  р. 

Поэтому    выражешя    скобокъ    Пуассона    (23)    принимаютъ    сл*дующШ 
видъ 


(*»'  ^-+>)  —  2-      <*'       \ 


«=1 
О  -=  1 , . . .  т , 


&Рп-?+{  й    <>Р»    дх* 

У  =г  1 , . . .  л  —  т—  р. 


)• 


(25) 


5*  Прежде  ч*мъ  вести  дальше  наши  разеуждешя  необходимо  оста- 
новиться на  н'Ькоторыхъ  общихъ  свойствахъ  теорш  дифференщальныхъ 
уравненШ. 

Пусть  им*емъ  следующую  замкнутую  систему  т  различныхъ  ли- 
нейныхъ  уравнешй  съ  частными  производными  перваго  порядка  одной 
неизвестной  функцш  ( 

п         дГ 


4  =  1 


|^1|2,...ж, 


(2<>) 


удовлетворяющихъ  усдовш 


А ^   Л» 


х? 

Х.Т 
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при  чемъ  коэффищенты  Хк.  представляютъ  функцш  вс*хъ  перем'Ьнныхъ 
величинъ  #р  я2, . . .  хп. 

Предположимъ,  что  функцш 

представляютъ  полную  систему  п — т  различныхъ  интеграловъ  уравнешй 
(26),  такъ  что  им4ютъ  мйсто  сл*дую1щя  тождества 


х  <=*?-. 


*■="!  бХк 


« =  I ,  2 , . . .  ж ,        «  =  1 ,  2 , . . .  п  —  т  . 


(27) 


Всл1>дств1е  предыдущаго  неравенства,  посл^дше  интегралы  должны  удо- 
влетворять условш 


\Хт+1  '  ^т-Н'  *  '  *     Хп    ' 


(28) 


Поэтому  с.тЬдующ1я  уравнешя 

'*     '      "         "'  (29) 

*=1,  2,... и  —  м,  I 

представляютъ  р-Ьшеше  уравненШ  въ  иолныхъ  дифференщалахъ,  соот- 
в'Ьтствующихъ  линейной  систем*  (26),  и  оиред'Ьляютъ  значешя  пере- 
м'Ьнныхъ 

какъ  функцш  остальныхъ  перем'Ьнныхъ  гр  .г.,,...л*ш.  Въ  силу  послЪд- 
нихъ  значешй,  уравнешя  (29)  обращаются  въ  тождества  и  даютъ  вгксто 
новымъ  тождествамъ 

*г.  ,  V  *г.  **.+, 

Ох, 


А=1,  2,   .. и 


Умножая  посл"Ьдн1Я  тождества  соответственно  на  X*  и  складывая    полу- 
ченные результаты,  получаемъ  новый  рядъ  тождествъ 

т  т  п-т        г 

&  <>л'"  к  к 0х^  *** 

9  —  \,  2 , . . .  т , 
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для  вс*хъ  значенШ  8,  отъ  1  до  п — т.   Посл*дшя,   въ  силу   равенствъ 
(27),  приводятся  къ  сл*дующимъ  тождествамъ 


г=1 

*=1,  2,...п  — т,        •=],  2,.. 


Отсюда,  всл*дств1е  неравенства  (28),  получаются  искомый  нами  тождества 

Я*"^'-*?— Ч  (30, 

|'=1,  2,...м,        г  — •  1  ,  2 , . . .  п  —  т ,      I 

которымъ  должно  удовлетворять  каждое  р*шен1е  уравненШ  въ  полныхъ 
дифференщалахъ,  соотв*тсвующихъ  данной  систем*  линейныхъ  урав- 
ненШ (26). 

в.  Поел*  сд*ланнаго  отступлешя,  возвращаемся  къ  формуламъ  (25). 
Совокупность  уравненШ  (18)  представляетъ  р*шен1б  уравненШ  въ  пол- 
ныхъ дифференщалахъ,  соотв*тствующихъ  замкнутой  систем*  линейныхъ 
уравненШ  (12),  которую  представимъ  въ  сл*дующемъ  вид* 

.^1  \  др,  дх,       Ох,  др,)   '  &  др,    '  дг  ~  "' 

0=1,  2,...», 
/  гг  1 ,  2 , . . .  ^ ,  у  + 1 ,  • .  •  »•  —  "»  —  р . 

Поэтому  тождества  (30)  въ  настоящемъ  случа*,  благодаря  обозначе- 
н1ямъ  уравненШ  (18),  становятся 

"у  М'.Ду.  дГа      _о 

-и  др,  да;      дРн_9+.       ' 

•  =1,  2,...р,       с  =  1,  2,...м, 

и  т.  Д. 

Для  нашихъ  ц*лей  достаточно  равенствъ  написанной  первой  строки. 
Въ  самомъ  д*л*,  на  основанш  посл*днихъ,  скобки  Пуассона  (25)  обра- 
щаются тождественно  въ  нуль,  и  мы  получаемъ  искомый  тождества 
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0  =  1,  2,. ..т,       /=1,  2,...п-т--р. 

Такимъ  образомъ  функщи  (22)  представляютъ  п — т — р  искомыхъ  ин- 
теграловъ  системы  линейныхъ  уравнешй  (17).  Поэтому  полный  инте- 
гралъ  данной  системы  уравнешй  въ  инволющи  (1)  определяется  сово- 
купностью уравнешй  (18)  и  (21),  при  помощи  операщй  алгебраическихъ 
искдючешй,  на  основаши  теорги  характеристикь.  При  этомъ  произволь- 
ными постоянными  служатъ  все  2и — 2т  агЬдующихъ  величинъ 

V    Ъ21'-'Ъп-т  +  Г    Ь'    аР    а2-"ап-т-р-  (31) 

Если  посл*дн1я  не  удовлетворяютъ  указаннымъ  въ  теорш  характери- 
стик услов^ямъ,  то  необходимо  принять  начальный  значешя  сл*дующихъ 
перем4нныхъ  величинъ 


т+р    ХтЛ-2'  '  *  -Хп*      г  2    :Г'«+>«Рт+>'      ^*+Р-Р«  +  2' 


произвольными  постоянными  величинами,  вместо  постоянныхъ  (31). 

Относительно  предыдущихъ  вычисленШ  сл4дуетъ  заметить,  что 
при  посл-Ьдовательномъ  разысканш  интеграловъ  уравнешй  (3),  мы  пред- 
полагали всегда  самый  неблагоприятный  случай,  когда,  при  каждомъ 
новомъ  интегрированы,  число  интеграловъ;  соотв'Ьтствующихъ  функ- 
щональныхъ  группъ  увеличивается  только  на  единицу.  Но  если  бы 
скобки  Пуассона,  составленный  изъ  каждаго  вновь  полученяаго  интегра- 
ла съ  прежними,  приводили  къ  новымъ  интеграламъ  разсматриваемыхъ 
уравнешй,  тогда,  само  собою  разумеется,  что  число  указаниыхъ  опера- 
Ц1й  интегрировашя  и  порядокъ  ихъ  соответственно  уменьшаются. 

Наконецъ,  если  какой-либо  изъ  найденныхъ  интеграловъ  системы 
(3)  находится  въ  инволющи  со  всеми  остальными,  то  приравнивая  его 
произвольной  постоянной  величин*  и  присоединяя  полученное  такимъ 
образомъ  уравневпе  къ  исходнымъ  (1),  *мы  избегаемъ  необходимости  со- 
ставлять одно  изъ  вспомогательныхъ  уравнешй  вида  Г(/)=0  и  гЬмъ 
упрощаемъ  вычислешя. 

Итакъ,  мы  приходимъ  къ  следующему  результату: 

Пусть  даны  т  уравнешй  въ  инволюц'т{1)\  предположит^  что  ихъ  диф- 
ференцшльныя  уравнения  характеристикь  нм)ъютът-\-гразличныхъ  инте- 
граловъ (4),  образующих*  функциональную  группу  съ  т-\-^  существенными 
функциями.  Въ  такомъ  случать  разность  г — г/  является  юътторымъ  чет- 
нымъ  числомъ  <2р,  и  задача  иптарироватя  уравненгй  (1)   разрпишепгся. 
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въ  самомъ  неблаюпргятномъ  случшъ,  при  помощи    п — т — (> — ^   посл)ьдо- 
вательныхъ  операцгй  интегрирования  соответственно  порядковъ 

2(п  —  т  —  (>  —  д),  2(и  —  т  —  р —  ^ — 13,. ..4,  2, 

одной  квадратуры  и  при  помощи  алгебраимескихъ  исключены. 

Проинтегрируемъ,  наприм'Ьръ,  следующее  дифференщальное  урав- 
неше  съ  частными  производными  перваго  порядка 

Г1  =  х1р—ех*р2(р3—р4)  =  0.  (32) 

Соответствующее  линейное  уравнеше 

(РрЛ-0  (33) 

им^еть,  кроме  интеграла  Рг,  еще  слйдующихъ  три  интеграла 

/;=Ра'     Ъ^**Ра+х4Р*—Р**     Ь  =  Ра* 

удовлетворяющихъ  уСЛОВ1ЯМЪ 

с/;,  /;>=/„  (/;,  о=о,  (/2,  /;)-/,. 

Значете  соответствующая  определителя  5 

о   -/;  о 
г,      о  /;■ 

о    -  /;    о  ! 

равняется  нулю.  Первый  неуничтожающШся  миноръ  посл'Ьдняго  опреде- 
лителя принадлежитъ  первому  порядку 


о    -Г3 


Гя 


о . 


■=/?. 


Поэтому  существуетъ  одно  линейное  уравнеше 

(/«'  /)  — 4  </;,  Л  =  0, 

'3 


(34) 


образующее  замкнутую  систему  съ  уравнешемъ  (33).  Последняя  система 
линейныхъ  уравненШ  (33)  и  (34)  имеетъ  следуюшдй  интегралъ 

19 
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находящейся  въ  инводюцш  съ  известными  интегралами  /р  /2,  /3. 
Составляемъ  поэтому  следующую  систему  уравненШ 

/\  =  0,    Г2~<7„ 

гд*  С,,  6,,  Ь2,  Ь3  обозначаютъ  четыре  различныхъ   произвольныхъ  по- 
стоянныхъ  величины.  Последняя  система  уравнений  даетъ 


Р,= 


х. 


Р2  = 


С,е-*2 


•      Р*=Ъ1*    Р*  =  \> 


1   1С.  в"*  \ 

Въ  силу  посд4днихъ  зависимостей,  дифференщальное  уравнеше 


(35) 


даетъ,  при  помощи  квадратуры,  интегралъ 


,=:(б1_^]^_^Г"«+С1^1+6, 


гд*  Ь — новая  произвольная  постоянная  величина. 
Итакъ  составляемъ  систему  двухъ  уравненШ 

2^  =  0,     Г2=Сг. 


(36) 


(37) 


Система  уравненШ  въ  полныхъ  дифференщалахъ,   соответствующая   ли- 
нейнымъ  уравнешямъ 

Щ,  Л  «о,    [ршч  я  =  о, 

им^егь  р*шен1е,  представленное  совокупностью  уравненШ   (35),  (36)   и 
слЪдующаго 

дц>       д<р] 


—  291  — 


выраженнаго  въ  прежнихъ  обозначешемъ.  Въ  настоящемъ  случае  по- 
следнее уравнение  становится 


Поэтому  совокупность  этого  уравнешя  съ  (35)-ыми  и  (Зб)-ымъ  оп- 
ределяете сл*дуюгщя  выражешя 


2С'ГХ2 


Схе- 


Ь.а. 


#.«= 


С,е~'« 


(Ь-Ъ>У  \     '        '      (Ь-Ьз)*  '     Ь1 


+  «,, 


С, 


л-- 


С  е~~х* 


'1  "3 


(38) 


гд*  Ь'  обозначаетъ  новую  произвольную   постоянную  величину,   связан- 
ную сл*дующимъ  образомъ  съ  постоянной  Ь, 


ь'-*+у-(*1-ь?) 


Вводимъ,    вместо   обозначешя  произвольныхъ  постоянныхъ  Ь,,  Ь2, 
й3,  «з  и  ^ »  величины 

представляюпця  начальный  значешя  нерем'Ьняыхъ 

хь,  хА,  г  —  хъ  р.д  —  х4  />4,  рг,  р4, 

соотв4тствукшця   начальнымъ  значешямъ  х\  и  х\  независимыхъ  пере- 
вгЬнныхъ  х{  и  х2. 

Въ  такомъ  случаЬ  уравнен1я  (38)  преобразовываются  въ  слЪдуюпда 


2сЛе     *2— е     **)  х, 

;У,_у>о +  <?!  &  ^  +  «  +  *з  «  +  *!  К, 


#  = 


+  **>  ^4  =  - 


с.  О 


Г'-е-^) 


(Д-Ю* 


-< 
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Сх  Сх  е       2 

^  =  7~'   *»д  ри_д|о  >  Ря=рЪ  р4=р1 

Исключая  #°  и  #°,  изъ  первыхъ  трехъ  уравненШ    сейчасъ  напи- 
санной системы,  получаемъ  полный  интегралъ  системы  уравненШ  (37) 

*=— = \-С^9^  +  Р°3  х3  +  Р1  *4  +  «- 


Р*      Ра  х\ 


»»о    «о 


при  чемъ  |>|{,  рЦий  являются    тремя   различными    произвольными    по- 
стоянными величинами. 

Принимая  въ  последней  формул*  С,  также  за  произвольную  по- 
стоянную величину,  мы  выражаемъ  этимъ  же  самымъ  уравнешемъ  иско- 
мый полный  интегралъ  даняаго  уравнешя  (32),  при  чемъ  Сг,  р?6,  р\, 
а  представляютъ  четыре  различныхъ  произвольныхъ  постоянныхъ  вели- 
чины. 


ИЗВЛЕЧЕНА  ИЗЪ  ПРОТОШОВЪ  ЗАЩАНШ. 


Засгьданге  1  Марта  1902  года. 

1.  Прочитанъ  протоколъ  предыдущаго  засЬдашя. 

2.  Произведены  выборы  проф.  Тулузскаго  университета  Е.  Соявега*. 
Избранъ  единогласно. 

3.  В.  А.  Стекловъ  доложилъ  статью  А.  Кпезег'а:  пШе  ТасоЫ'зсЬе 
ВесИприп^  (1ез  Ех1гепшт8  Ъе1  етет  аИ^егаетеп  Туриз  \гоп  АиГраЬеп 
с1ег  Уапа1юпзгес1тш1#и. 

4.  М.  Л.  Тихомаидрицкт  отъ  имени  Д.  Д.  Морду  хай-Болтовскаго 
сд*лалъ  сообщеше:  „Объ  одномъ  обобщены  теоремы  Абеля". 


Экстренное  засгьданге  10  Мая  1902  года. 

1.  Прочитанъ  протоколъ  предыдущаго  засЬдашя. 

2.  В.  А.  Стекловъ  сообщилъ,  что  В.  П.  Ермаковъ  и  К.  А.  Поссе 
благодарить  за  избраше  ихъ  въ  почетные  члены,  а  А.  П.  Котельниковъ 
за  избраше  его  въ  члены-корреспонденты  Общества. 

3.  Г.  предсЬдательствуюпцй  сообщилъ,  что  университетъ  въ  Хри- 
ст1ан1и  приглашаетъ  Математическое  Общество  принять  участ1е  въ  че- 
ствованш  столбя  со  дня  раждешя  Абеля.  Постановлено  послать  отъ 
имени  Общества  адресъ. 

4.  Избранъ  единогласно  въ  почетные  члены  Общества  академикъ 
А.  М.  Ляпуновъ  (безъ  баллотировки). 
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Затдате  12  Марта  1904  года. 

1.  Прочитанъ  и  утверждена  протоколъ  предыдущаго  засЬданш. 

2.  Председатель  прочелъ  письмо  Д.  И.  Менделеева  съ  выраже- 
шемъ  благодарности  по  поводу  поздравлены  въ  день  75-л*тняго  юбилея. 

3.  По  предложендо  В.  А.  Стеклова  постановлено  предложить  Кра- 
ковской Академш  Наукъ  обм'Ьнъ  издашями,  при  чемъ  Общество  просило 
В.  А.  Стеклова  вступить  въ  переписку  по  этому  поводу. 

4.  Доложена  просьба  слушательницъ  С.-Петербургскихъ  Женскихъ 
Курсовъ  о  высылк*  издашй  Общества  для  читальни;  постановлено  вы- 
слать 2-ую  сердо  „СообщёнШ"  Общества. 

5.  В.  27.  Алек&ъевскш  сд4лалъ  сообщеше:  „Обобщеше  задачи 
Крелля". 

6.  М.  Н.  Лагутинскгй  сд4лалъ  сообщеше:  „О  комплексагь  прямыхъ". 


ГОДИЧНОЕ  СОБРАН1Е  ОБЩЕСТВА. 
3  Октября  1904  года. 

1.  Доложенъ  и  утвержденъ  отчетъ  о  деятельности  Общества  за 
1903—1904  акад.  годъ. 

2.  Председатель  доложи лъ  о  смерти  почетнаго  члена  Общества 
акад.  0.  А.  Бредихина  и  предложилъ  почтить  память  его  вставатемъ. 

3.  Председатель  сдйлалъ  некоторый  зам*чаюя  по  поводу  отчета 
о  средствахъ  Общества  въ  1903 — 1904  году;  при  этомъ  выяснилось, 
что  остатокъ  въ  1019  руб.  30  коп.  объясняется  гЬмъ,  что  ко  времени 
составлешя  отчета  не  была  произведена  расплата  съ  типографией  Зиль- 
берберга  за  печаташе  „Сообщетй"  Общества;  после  этой  расплаты, 
предстоящей  въ  ближайшемъ  будущемъ,  остатокъ  уменьшится  прибли- 
зительно рублей  на  500. 

4.  Произведенъ  выборъ  членовъ  распорядительная  комитета  Об- 
щества на  1904 — 1905  академ.  годъ;  избраны:  предсЬдателемъ  проф. 
В.  А.  Стекловъ,  товарищами  председателя:  проф.  В.  П.  АлексЬевскШ  и 
проф.  А.  П.  Грузинцевъ,  секретаремъ  приватъ-доцентъ  А.  II.  ПшеборскШ. 

5.  По  примеру  прежнихъ  летъ  произведена  добровольная  подписка. 
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Засгьдан'ье  12  Ноября  1904  года, 

1.  Доложенъ  и  утвержденъ  протоколъ  предыдущаго  засЬдашя. 

2.  Председатель  додожилъ  о  полученныхъ  въ  даръ  книгахъ. 

3.  В.  П.  Алексгъевскт  сд4лалъ  сообщен1е:  „Объ  одной  формул* 
анализа". 

4.  Д.  М.  Синцовъ  доложилъ  сообщеше  В.  П.  Ермакова:  „Объ 
интегрированш  обыкновенныхъ  дифферент  ал  ьныхъ  уравненШ  перваго 
порядка". 


Томъ  IX,  №  6. 

00ДЕРЖАН1Е. 

Стран. 

Изсл4дован1Я  по  теорш  уравнешй  съ  частными  производными 
перваго  порядка  одной  неизвестной  функцш.  Н.  Н.  Салтыкова.   .    241 
Извлечете  изъ  протоколовъ  засЬданШ .    203 


С00БЩЕН1Я 


Харьшсш  Пмипшг  Общества 

издаются  иодъ  редакщею  распорядительна  га 
комитета  Общества. 

Книжки  СообщенШ  выпускаются  въ  неопределенные  сроки,  но 
мир*  отпечатайся,  въ  размер*  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  составляютъ  томъ. 

Желающие  подписаться  на  девятый  томъ.  второй  серш  благоволятъ 
адресовать  свои  заявлешя  на  имя  секретаря  Общества  въ  Харьковшй 
Университета.  Подписная  ц1ша  3  рубля. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  серш  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  но  50  кон.,  2)  Указатель  статей,  пом*щенныхъ  ъ 
книжкахъ  первой  серш,  ц'Ьна  20  кон.,  3)  Первые  восемь  томовъ  2-й  серш 
(48  вынусковъ),  ц'Ьна  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требовашями  и  по  всЬмъ  дгЬламъ,  касающимся  Общества, 
нросятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  ХарьковскШ 
Университет!,. 


ТаЫе  (1ез  таНёгез. 

Радез. 
ЕесЬегсЬе»  $иг  1а   11к*опе  ое.<  счциШопв  аих  (Ктпеез  рагИе11е8 
(1и  ргашег  оп.1ге  сГипе  ГопсПоп  шсоппие;  раг  Ж.  N.  ЗаНукоьи  .    .    241 
Ех1га11  (1о8  ргосея  леЬгапх  11е.<  сеансе* 293 
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